
کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده
ریاضͬ گروه

پایان نامه

رشته در ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای
جبر گرایش ، محض ریاضͬ

عنوان

روی صعودی زنجیر شرط در که مدول هایی

ͬ کنند. م صدق مولد کران دار تعداد با زیرمدول های

راهنما استاد

علͬ شیر نسرین دکتر

مشاور استاد

دزفولͬ ͬ زاده هاشم جمال سید دکتر

پژوهشͽر

່ یਘشࢆو ૡં༙ه
١٣٩٢



فاطمه نام: ͬ فر شͺوه دانشجو: خانوادگͬ نام

صدق مولد کران دار تعداد با زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در که مدول هایی عنوان:
ͬ کنند. م

علͬ شیر نسرین دکتر راهنما: استاد
دزفولͬ ͬ زاده هاشم جمال سید دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده اهواز چمران شهید دانشͽاه:
١٠۴ صفحات: تعداد ١٣٩٢ فارغ التحصیلͬ: تاریخ

کران دار کاملا́ مستقیم، حاصل ضرب نوتری، مدول دومدول، زنجیری، شرایط کلیدی: واژگان
n‐موروثͬ. تکین، مدول شده،

چͺیده
n و متناهͬ راست گلدی بعد با حلقه ͷی R اگر که است شده داده نشان نامه پایان این در
راستِ R‐مدول های از مستقیم حاصل ضرب ͷی M =

∏
i∈I Mi و مثبت صحیح عدد ͷی

ͬ کند م صدق n‐مولد زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در M آن گاه باشد، n‐موروثͬ

صدق n‐مولد زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در Mi ،i ∈ I هر برای اگر تنها و اگر
نزولͬ زنجیر شرط در که باشد راست گلدی حلقه ی ͷی R اگر که ͬ  شود م ثابت هم چنین  کند.
R‐مدول هر که طوری به باشد مثبت صحیح عدد ͷی n و کند صدق راست پوچ سازهای روی
کند، صدق n‐مولد زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در شده تولید متناهیاً آزاد راست
صدق n‐مولد زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در نیز آزاد راست R‐مدول هر آن گاه
برای آن گاه باشد، چپ و راست نوتری حلقه ی ͷی R اگر که ͬ شود م داده نشان آخر در ͬ کند. م
زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در RI راست R‐مدول ،n مثبت صحیح عدد هر

ͬ کند. م صدق n‐مولد



کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده
ریاضͬ گروه

پایان نامه

رشته در ارشد کارشناسͬ درجه دریافت برای
جبر گرایش ، محض ریاضͬ

عنوان

روی صعودی زنجیر شرط در که مدول هایی

ͬ کنند. م صدق مولد کران دار تعداد با زیرمدول های

راهنما استاد

علͬ شیر نسرین دکتر

مشاور استاد

دزفولͬ ͬ زاده هاشم جمال سید دکتر

پژوهشͽر

່ یਘشࢆو ૡં༙ه
١٣٩٢



فاطمه نام: ͬ فر شͺوه دانشجو: خانوادگͬ نام

صدق مولد کران دار تعداد با زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در که مدول هایی عنوان:
ͬ کنند. م

علͬ شیر نسرین دکتر راهنما: استاد
دزفولͬ ͬ زاده هاشم جمال سید دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده اهواز چمران شهید دانشͽاه:
١٠۴ صفحات: تعداد ١٣٩٢ فارغ التحصیلͬ: تاریخ

کران دار کاملا́ مستقیم، حاصل ضرب نوتری، مدول دومدول، زنجیری، شرایط کلیدی: واژگان
n‐موروثͬ. تکین، مدول شده،

چͺیده
n و متناهͬ راست گلدی بعد با حلقه ͷی R اگر که است شده داده نشان نامه پایان این در
راستِ R‐مدول های از مستقیم حاصل ضرب ͷی M =

∏
i∈I Mi و مثبت صحیح عدد ͷی

ͬ کند م صدق n‐مولد زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در M آن گاه باشد، n‐موروثͬ

صدق n‐مولد زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در Mi ،i ∈ I هر برای اگر تنها و اگر
نزولͬ زنجیر شرط در که باشد راست گلدی حلقه ی ͷی R اگر که ͬ  شود م ثابت هم چنین  کند.
R‐مدول هر که طوری به باشد مثبت صحیح عدد ͷی n و کند صدق راست پوچ سازهای روی
کند، صدق n‐مولد زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در شده تولید متناهیاً آزاد راست
صدق n‐مولد زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در نیز آزاد راست R‐مدول هر آن گاه
برای آن گاه باشد، چپ و راست نوتری حلقه ی ͷی R اگر که ͬ شود م داده نشان آخر در ͬ کند. م
زیرمدول های روی صعودی زنجیر شرط در RI راست R‐مدول ،n مثبت صحیح عدد هر

ͬ کند. م صدق n‐مولد



ଘ ৎقدم

ସ୍م భما و ৮در
و

ෙय़باৣم േॶه و ඌࣹن



١ یا... ೯دا
داতه و १ودای  ໆری ଘ و ਗی ندی دل ند، و ওوای دॼش  ଽ و ਗی دوزی او ଘ ࣼم ند، و १وی ଘ رو  ଽ  آن ای
ملاࡱت. و নیات ໆرଓ ی ජ໑دگاষࢌ، ࣼم ୀ و ਗی ইی ख़࡛ࢴت د॥ت ز৯دگاষࢌ ໆر ୀ  آن ای ਗی ইی. ໆر با॰د،

ජ໑اࣻ࠽ت. روی ৯୍ඟ໋دگاষࢌ، ଘ و ජ໑اथࢴت پای غافلاষࢌ، ଘ و ਗی মࡑی ख़جاॼࡣت دل عاॲقاষࢌ، ଘ  آن ای
ঈوभࢌ. واৣم و ଡخا భ ।࡛وری नࡻط  دਠণی و آॠد واৣم و ଡخا భ ଘ नࡻط  ده پاਪی ජ໑ا یا! ೯دا

و. १وزان नࡻط  ඇඋه ای و با॰د و ඟ໋یان नࡻط  ده ਖࣼی ජ໑ا یا! ೯دا
.ஹ ಪࣥوا৯د و ی صدا ච໔  দوی و دید ಪࣥوا৯د و روی ච໔  ده گاਘی ৽ ૼن ଘ!یا ೯دا

ୀ୍د. دیࢂඟان ঢل آॽود  ୀی ଘ ૼن ख़࡛ࢴت ૡࣼه ی  ঃباد یا! ೯دا
যساید. دیࢂඟی ख़࡛ࢴت خاک ୀ قൎ࣍م ඒࣂشای و ॴود و ච໔ اඵසر ૼن، دل  ঃباد یا! ೯دا

ඟ໋دد. ඟدیࢂ ീযتای ل ऒوان دॿم، ࣅندॼࢹب  ঃباد یا! ೯دا
ند. آতیان یاد  ঃباد و॥ت، دام భ دॿم ජ໑غ یا! ೯دا

࣒مایان. ૼن ଘ দوଽی ൈॣฬه భی و ൈঠฬه ࣹقاਲ਼࣪ق از و ධැر ଡخا ندق ଘ داده ای، راه ଡخا ଘ ජ໑ا  و

علیه السلام. سجاد امام از ١مناجاتͬ



... ণپاس ච໋اری

را ऑق তناਉی و ণپاس ජ໑اࢋ ਗی داৣم ່ض ऒود ୀ اॺخاॽق” ඟࢁพী ॿم اॿࢠخوق، ඟࢁพী ॿم ૼن ” क़ඟ໓ت ଘ
صدرشان ૐॣه ی و خق ૮ࣹن زॐمات، پاس ଘ ඵහرعਚی، دනر خاৣم ໆرکار ୁرদوارم، اণتاد از

و ਟی భࡂش زॐمات و  یਘاঙ پاس ଘ ਖॷی، دනر آ༚ی ඟ໋اقدر، اণتاد از
داতه ام را شاඟ໋دی شان اभࣇخار  آమنگ دනر آ༚ی و اච໌مان د دනر آ༚ی و ঈوچک ور دනر آ༚ی නख़رم، اساید

آॶمای شان ग़قام क़ඟ໓ت ଘ و  ࣤوریી ، جر پاس ଘ ସ୍م భما و ৮در از
ਟی భࡂش ॐماশࢌ ی و  ࡛ࢴتख़ پاس ଘ ່یده، ঙاকم، ൕঙࣂه و ෙय़بان ଔخا از

ৎقدم دارم.

່ یਘشࢆو ૡં༙ه
۱۳۹۲
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د مطالب فهرست



پیشͽفتار

روی صعودی زنجیر شرط در که مدول هایی ” عنوان تحت مقاله ای پایان نامه این کار مبنای

شده ارایه ٢٠٠٧ سال در ٢ ا˚سمیت توسط که ͬ کنند” م صدق مولد کران دار تعداد با زیرمدول های

است.

زنجیر شرط در هرگاه ͬ نامیم، م n − acc ،M راست R‐مدول ،n مثبت صحیح عدد ͷی برای

pan − acc ،M راست R‐مدول علاوه به کند. صدق n‐مولدش زیرمدول های روی صعودی

اگر که کرد ثابت [١۶] در ٣ رینالت باشد. n − acc ،n مثبت صحیح عدد هر برای هرگاه است،

او است. pan − acc آزاد، راست R‐مدول هر آن گاه باشد، چپ و راست نوتری حلقه ی ͷی R

نامتناهͬ رتبه ی از آزادِ راست R‐مدول هر که آورد راست نوتری حلقه ی ͷی از مثال ͷی هم چنین

نوتری تعویض پذیر حلقه ی ͷی R اگر که داد نشان [٧] در ۴ فروهن علاوه به نیست. ١ − acc

پایان نامه این است. pan − acc ،RI R‐مدول ،I اندیس گذار مجموعه ی هر برای آن گاه باشد،

در ͬ پردازیم. م مقدماتͬ قضایای و مثال ها تعاریف، به اول فصل در است. فصل سه بر مشتمل

ͬ دهیم م نشان فصل این در ͬ کنیم. م بررسͬ Z‐مدول ها در را n − acc شرط نخست دوم، فصل

کند: صدق زیر شرایط در اگر تنها و اگر است pan− acc ،M Z‐مدول که

باشد؛ یافته کاهش M .١

عنصر ͷی برای که طوری به باشد داشته وجود p ∈ N اول اعداد از متناهͬ تعداد ͷی تنها .٢

pa؛ = ◦ ،M در a ناصفر
P. F. Smith٢

G. Renault٣

D. Frohn۴



٢ پیشͽفتار

باشد. آزاد ،M از شده تولید شمارا بی تاب زیرمدول هر .٣

مستقیم حاصل ضرب هر آن گاه باشد، متناهͬ گلدی بعد با حلقه ͷی R اگر که ͬ کنیم م ثابت سپس

حلقه ͷی R اگر که ͬ دهیم م نشان هم چنین است. pan−acc ناتکین، نوتریِ راست R‐مدول های

مستقیم حاصل ضرب ͷی M =
∏

i∈I Mi و مثبت صحیح عدد ͷی n و متناهͬ راست گلدی بعد با

،i ∈ I هر برای اگر تنها و اگر است n− acc ،M آن گاه باشد، n‐موروثͬ راستِ R‐مدول های از

باشد، ١ − acc ،R تعویض پذیر حلقه  ی اگر که ͬ کنیم م ثابت سوم، فصل در باشد. n− acc ،Mi

راست گلدی حلقه ی ͷی R اگر که ͬ دهیم م نشان هم چنین است. ١−acc آزاد R‐مدول هر آن گاه

مثبت صحیح عدد ͷی n و کند صدق راست پوچ سازهای روی نزولͬ زنجیر شرط در که باشد

R‐مدول هر آن گاه باشد، n− acc شده تولید متناهیاً آزاد راست R‐مدول هر که طوری به باشد

به SMR دومدول و حلقه دو S و R اگر که ͬ کنیم م ثابت آخر در است. n − acc آزاد راست

،I گذار اندیس مجموعه ی هر برای آن گاه باشد، نوتری راست R‐مدول و چپ S‐مدول عنوان

ͬ دهد م نشان که آوردیم مثال های فصل این در هم چنین است. pan− acc ،M I راست R‐مدول

آن توان̞ͬ سری های حلقه ی و چندجمله ای حلقه ی لزوماً آنگاه باشد، pan− acc ،R حلقه ی ͷی اگر

نیست. pan− acc



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

شود. ذکر آن خلاف آن که مͽر هستند تعویض ناپذیر و یͷ دار حلقه ها همه ی

ایدآل ١ . ١

،R در J و I ایدآل دو به ازای هر هرگاه ͬ نامیم، م اول R حلقه ی از P سره ی ایدآل .١ . ١ . ١ تعریف

ایدآل ͷی (◦) که است ناصفر حلقه ای اول حلقه ی ͷی .J ⊆ P یا I ⊆ P آن گاه ،IJ ⊆ P اگر

است. آن اول

معادلند: زیر شرایط آن گاه باشد، R حلقه ی در سره ایدآل ͷی P اگر .١ . ١ . ٢ گزاره

است؛ اول ایدآل ͷی P .١

است؛ اول حلقه ی R

P
.٢

J؛ ⊆ P یا I ⊆ P آن گاه ،IJ ⊆ P به طوری که R از J و I راست ایدآل دو به ازای هر .٣

J؛ ⊆ P یا I ⊆ P آن گاه ،IJ ⊆ P به طوری که R از J و I چپ ایدآل دو به ازای هر .۴

.y ∈ P یا x ∈ P آن گاه ،xRy ⊆ P به طوری که x, y ∈ R هرگاه .۵

.٣.١ گزاره ،[١٢] ک. ر. برهان.

اول P سره ی ایدآل ،R تعویض پذیر حلقه ی ͷی در که ͬ شود م نتیجه (۵) قسمت از .١ . ١ . ٣ نتیجه

. x ∈ P یا x ∈ P آن گاه ،xy ∈ P اگر ،x, y ∈ R هر به ازای اگر و تنها اگر است

٣
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است. اول ایدآل ͷی (◦) صحیح، حوزه ی هر در .۴ . ١ . ١ مثال

است. اول ایدآل ͷی ،R یͷ دار حلقه ی ͷی در M ماکسیمال ایدآل هر .۵ . ١ . ١ گزاره

.٣.٢ گزاره ،[١٢] ک. ر. برهان.

اگر اگر و تنها است اول P ایدآل ،١R ̸= ◦ و R یͷ دار و تعویض پذیر حلقه ی در .۶ . ١ . ١ قضیه

باشد. صحیح دامنه ی ͷی R

P
قسمتͬ خارج حلقه ی

.١۶.٢ قضیه ،٣ فصل ،[١] ک. ر. برهان.

نیم اول ایدآل ͷی است، اول ایدآل های از اشتراکͬ که R حلقه ی ͷی در ایدآل هر .١ . ١ . ٧ تعریف

ͬ شود. م نامیده

است. آن نیم اول ایدآل ͷی (◦) که است ناصفر حلقه ای نیم اول حلقه ی ͷی .١ . ١ . ٨ تعریف

اشتراک است. صفر اول ایدآل های از نامتناهͬ خانواده ͷی اشتراک ،Z حلقه ی در .١ . ١ . ٩ مثال

متمایزند، اول صحیح اعداد p١, . . . , pk که اول های ایدآل از p١Z, . . . , pkZ متناهͬ خانواده ͷی

است. p١p٢ . . . pkZ ایدآل

باشد. نیم اول حلقه ی ͷی R

P
اگر تنها و اگر است نیم اول R حلقه ی در P ایدآل ͷی .١ . ١ . ١٠ نکته

است. نیم اول حلقه ی ͷی اول، حلقه ی هر .١ . ١ . ١١ نتیجه

خودش نیم اول ایدآل R بنابراین ͬ باشد. م R ،R ایدآل های از تهͬ خانواده ای اشتراک .١ . ١ . ١٢ نکته

است.

،xRx ⊆ I ،x ∈ R هر ازای به اگر تنها و اگر است نیم اول R حلقه ی در I ایدآل ͷی .١ . ١ . ١٣ قضیه

.x ∈ I آن گاه

.٣.٧ قضیه ،[١٢] ک. ر. برهان.



۵ ایدآل .١ . ١

معادلند: زیر شرایط ،R حلقه ی ͷی در I ایدآل ͷی برای .١۴ . ١ . ١ نتیجه

است؛ اول نیم ایدآل ͷی I .١

J؛ ≤ I آن گاه ،J٢ ≤ I که طوری به باشد R از ایدآل ͷی J اگر .٢

J؛ ≤ I آن گاه ،J٢ ≤ I که طوری به باشد R از راست ایدآل ͷی J اگر .٣

.J ≤ I آن گاه ،J٢ ≤ I که طوری به باشد R از چپ ایدآل ͷی J اگر .۴

قضیه ی بنابر است، نیم اول I چون .xRx ≤ J٢ ≤ I داریم ،x ∈ J هر برای (١ ⇒ ٣) برهان.

.J ≤ I نتیجه در x ∈ I قبل،

است. واضح (٣ ⇒ ٢)

بنابراین و (RxR)٢ = RxRxR ≤ I داریم ،xRx ≤ I که طوری به x ∈ R کنیم فرض (٢ ⇒ ١)

است. نیم اول I قبل قضیه از استفاده با لذا x ∈ I پس ،xRx ≤ I

ͬ آید. م بدست مشابه صورت به (١ ⇔ ۴)

است. نیم اول اول، ایدآل هر .١۵ . ١ . ١ نتیجه

باشد R از چپ) (یا راست ایدآل ͷی J و R حلقه ی در نیم اول ایدآل ͷی I اگر .١۶ . ١ . ١ نتیجه

.J ≤ I آن گاه ،Jn ≤ I ،n مثبت صحیح عدد ͷی برای که طوری به

است. برقرار n از کمتر برای نتیجه و n > ١ کنیم فرض است. برقرار حͺم n = ١ اگر برهان.

Jn−١ ≤ I پس .(Jn−١)٢ = J٢n−٢ ≤ Jn ≤ I که آن جا از ،٢n − ٢ ≥ n داریم ،n ≥ ٢ چون

.J ≤ I استقرا فرض از استفاده با بنابراین قبل). نتیجه از استفاده (با

ͷی ،a ∈ I هر برای هرگاه ͬ نامیم، م پوچ را R حلقه ی ͷی در I راست ایدآل .١ . ١ . ١٧ تعریف

.an = ◦ که طوری به باشد داشته وجود n ∈ N

وجود n طبیعͬ عدد ͷی هرگاه ͬ نامیم، م پوچ توان ایدآل ͷی را I راست ایدآل .١ . ١ . ١٨ تعریف

.In = ◦ که طوری به باشد داشته
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زیرا ندارد. ناصفر پوچ توان راست ایدآل R آن گاه باشد، نیم اول حلقه ی ͷی R اگر .١ . ١ . ١٩ نکته

.In = (◦) که طوری به دارد وجود n ∈ N آن گاه باشد، R از ناصفر پوچ توان راست ایدآل ͷی I اگر

.I = (◦) ،١۶ . ١ . ١ نتیجه ی بنابر این رو از است. R از نیم اول ایدآل ͷی (◦) فرض، بنابر

مدول ١ . ٢

باشد تابع ͷی M × R −→ M و آبلͬ گروه ͷی (M,+) و حلقه ͷی R اگر .١ . ٢ . ١ تعریف

شرایط هرگاه ͬ نامیم، م راست R‐مدول ͷی را M آن گاه ͬ دهیم)، م نشان mr با را (m, r) (تصویر

باشند: برقرار زیر

١. ∀ r١, r٢ ∈ R , ∀ m ∈ M, m(r١ + r٢) = mr١ + mr٢

٢. ∀ r١, r٢ ∈ R,∀ m ∈ M , m(r١r٢) = (mr١)r٢

٣. ∀ r ∈ R,∀ m١,m٢ ∈ M , (m١ +m٢)r = m١r +m٢r

ͬ نامیم. م یͺانͬ ،M R‐مدول صورت این در m١ = m ، m ∈ M هر برای اگر

آن که مͽر است، یͺانͬ راست R‐مدول R‐مدول، از منظور پایان نامه این در .١ . ٢ . ٢ قرارداد

شود. ذکر آن خلاف

مدول زیر ͷی (M,+) از N زیرگروه باشد. راست R‐مدول ͷی M کنیم فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف

یعنͬ؛ باشد، بسته مدول برای شده تعریف اسͺالر ضرب تحت N هرگاه ͬ شود، م نامیده M

∀ r ∈ R , ∀ n ∈ N , nr ∈ N.

است. یͺانͬ Z‐مدول ͷی ،G آبلͬ هرگروه .١ .۴ . ١ . ٢ مثال

است. S‐مدول ͷی R آن گاه باشد، آن زیر حلقه ی S و حلقه ͷی R اگر .٢

باشد. مͬ راست R‐مدول ͷی آن راست ایدآل هر و چپ R‐مدول ͷی R حلقه چپ ایدآل هر .٣

است، R جمعͬ زیر گروه ͷی I راست ایدآل چون علاوه به هستند. R‐مدول ،R و (◦) به خصوص



٧ مدول .١ . ٢

ͬ شود. م تبدیل راست R‐مدول ͷی به زیر ضرب با R
I

حال است. (آبلͬ) گروه ͷی R

I
پس

∀r ∈ R, x ∈ R : (x+ I)r = xr + I.

،N ⊆ L و باشند M راست R‐مدول از زیرمدول هایی L و K و N اگر مدولͬ) (قانون .۵ . ١ . ٢ لم

.N + (L ∩K) = (N + L) ∩ (N +K) آن گاه

نتیجه در .N + (L ∩K) ⊆ N + L,N +K پس ،K ∩ L ⊆ L و K ∩ L ⊆ K چون برهان.

b ∈ L آن گاه ،x ∈ (N +L)∩ (N +K) اگر برعکس؛ .N + (L∩K) ⊆ (N +L)∩ (N +K)

دیͽر طرف از .x = n+ a = n′ + b که طوری به موجودند n, n′ ∈ N و a ∈ K و

N ⊆ L ⇒ n′ + b ∈ L, n ∈ N ⇒ a = n′ + b− n ∈ L ⇒ a ∈ L ⇒ a ∈ L ∩K

.x ∈ N + (L ∩K) پس ،x = n+ a ولͬ

زیرمدول های همه ی اشتراک آن گاه ،X ⊆ M و باشد راست R‐مدول ͷی M اگر .۶ . ١ . ٢ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش < X > با را آن و ͬ نامیم م X توسط شده تولید زیر مدول را هستند X شامل که M

را M آن گاه نماید، تولید را M که باشد داشته وجود X مانند M از متناهͬ زیرمجموعه ی ͷی اگر

ͬ نامیم. م شده تولید متناهیاً

هستند. شده تولید متناهیاً مدول ͷی متناهͬ، مدول هر .١ . ٢ . ٧ مثال

،a ∈ M ͷی برای هرگاه ͬ نامیم، م دوری را M راست R‐مدول .١ . ٢ . ٨ تعریف

M =< a > .

باشد. M راست R‐مدول زیرمجموعه ی ͷی X و حلقه ͷی R کنیم فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف

ͷی صورت به یͺتا به طور بتوان را m ∈ M عضو هر هرگاه است، M برای پایه ͷی X مجموعه ی

نوشت. xi ∈ X و ri ∈ R ،i هر برای آن در که m =
n∑
i=١

xiri مانند متناهͬ حاصل جمع

باشد. پایه ͷی دارای هرگاه ͬ نامیم، م آزاد را M راست R‐مدول .١ . ٢ . ١٠ تعریف
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X = {١} آن پایه ی و است آزاد R راست R‐مدول آن گاه باشد، حلقه  ͷی R اگر .١ .١ . ٢ . ١١ مثال

ͬ باشد. م

.۶x = ◦ داریم x ∈ Z۶ هر برای زیرا نیست، آزاد Z‐مدول عنوان به Z۶ .٢

است. X = {١} آن پایه ی و است آزاد Z۶‐مدول عنوان به Z۶ .٣

آن گاه باشد، X = {xi}i∈I پایه ی با آزاد راست R‐مدول ͷی M اگر .١ . ٢ . ١٢ نکته

R‐مدول.) عنوان به )M ∼=
⊕
i∈I

R

φ((ri)i∈I) = ضابطه ی با ،(i ∈ I) ri ∈ R هر برای φ :
⊕
i∈I

R −→ M نگاشت وضوح به زیرا

.M ∼= Rn آن گاه ،| X |= n ،n طبیعͬ عدد ͷی برای اگر علاوه به است. یͷ ریختͬ ،
∑
i∈I

xiri

عضو n توسط که باشد راست R‐مدول ͷی M و اصلͬ ایدآل دامنه ی ͷی R اگر .١ . ٢ . ١٣ لم

کرد. تولید عضو m ≤ n با ͬ توان م را M زیرمدول هر آن گاه شود، تولید

.٣۴٢ صفحه ی ،[١] ک. ر. برهان.

ͷی جمع مستقیم M اگر تنها و اگر است شده تولید متناهیاً M آبلͬ گروه ͷی .١۴ . ١ . ٢ قضیه

باشد. دوری گروه های از متناهͬ تعداد

.١۵.۵ قضیه ،[٨] ک. ر. برهان.

آزاد آزاد، R‐مدول ͷی از زیرمدول هر آن گاه باشد، اصلͬ ایدآل دامنه  ی ͷی R اگر .١۵ . ١ . ٢ قضیه

است.

.١.۶ قضیه ،۴ فصل ،[١] ک. ر. برهان.

ͷی N آن گاه باشد، آزاد M

N
اگر .N ≤ M و Z‐مدول ͷی M کنیم فرض .١۶ . ١ . ٢ قضیه

است. M از مستقیم جمع وند

.١۴.۴ قضیه ،[٨] ک. ر. برهان.



٩ مدول ها روی زنجیری شرایط .١ . ٣

مدول ها روی زنجیری شرایط ١ . ٣

ͬ کند م صدق زیرمدول ها روی (acc) صعودی زنجیر شرط در M راست R‐مدول .١ . ٣ . ١ تعریف

عددی ،M زیرمدول های از N١ ≤ N٢ ≤ N٣ ≤ . . . زنجیر هر ازای به اگر است)، نوتری (یا

.Ni = Nk ،i ≥ k هر برای که طوری به باشد داشته وجود k مانند صحیح

است. نوتری Z‐مدول عنوان به Z .١ . ٣ . ٢ مثال

ͬ کند م صدق زیرمدول ها روی (dcc) نزولͬ زنجیر شرط در M راست R‐مدول .١ . ٣ . ٣ تعریف

عددی ،M زیرمدول های از N١ ≥ N٢ ≥ N٣ ≥ . . . زنجیر هر ازای به اگر است)، آرتینͬ (یا

.Ni = Nk ،i ≥ k هر برای که طوری به باشد داشته وجود k مانند صحیح

است. آرتینͬ Z‐مدول، عنوان به Zp∞ .۴ . ١ . ٣ مثال

معادلند: M راست R‐مدول برای زیر شرایط .۵ . ١ . ٣ گزاره

است؛ نوتری M .١

است؛ ماکسیمال عضو دارای M زیرمدول های از ناتهͬ خانواده هر .٢

است. شده تولید متناهیاً ،M زیرمدول هر .٣

که طوری به باشد M زیرمدول های از ناتهͬ خانواده ی ͷی A خلف) فرض ) اگر (١ ⇒ ٢) برهان.

دارد وجود N٢ی ∈ A پس نیست ماکسیمال N١ و N١ ∈ A آن گاه نیست، ماکسیمال عنصر دارای

N١ ⪇ N٢ ⪇ . . . نامتناهͬ صعودیِ اکیداً زنجیر ͷی روند این ادامه ی با .N١ ≤ N٢ که طوری به

است. M بودن نوتری با متناقض این که ͬ شود م ساخته M زیرمدول های از

باشد. N شده ی تولید متناهیاً زیرمدول های تمام خانواده  A و N ≤ M کنیم فرض (٢ ⇒ ٣)

فرض است. ،K مانند ماکسیمال، عنصر ͷی دارای A ،(٢) بنابر .A ̸= ∅ بنابراین ،◦ ∈ A

بنابراین .K ′ =< K, x > ͬ دهیم م قرار دارد. وجود xی ∈ N \K پس .K ̸= N کنیم (خلف)

.K = N پس است، K بودن ماکسیمال با متناقض این امˁا .K ⊊ K ′ و K ′ ∈ A
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قرار باشد. M زیرمدول های از صعودی زنجیر ͷی N١ ≤ N٢ ≤ . . . کنیم فرض (٣ ⇒ ١)

که طوری به دارد وجود N از X متناهͬ زیرمجموعه ی ͷی ،(٣) بنابر .N =
∪
i∈N Ni ͬ دهیم م

.X ⊆ Nt که طوری به دارد وجود t مثبت صحیح عدد ͷی است، متناهͬ X چون .N =< X >

است. نوتری M یعنͬ؛ ،Nt = Nt+١ = . . . بنابراین .Nt = N نتیجه در

و اگر است، نوتری M صورت این در .N ≤ M و R‐مدول ͷی M کنیم فرض .۶ . ١ . ٣ گزاره

باشند. نوتری M
N

و N اگر تنها

.١.٢ گزاره ،[١٢] ک. ر. برهان.

رسید. زیر نتیجه به ͬ توان م راحتͬ به استقرا با

است. نوتری نوتری، های مدول از متناهͬ مستقیم حاصل ضرب هر .١ . ٣ . ٧ نتیجه

نیست. نوتری و آرتینͬ M = Z⊕ Zp∞ Z‐مدول .١ . ٣ . ٨ مثال

شده، تولید متناهیاً راست R‐مدول هر آن گاه باشد، راست نوتری حلقه ی ͷی R اگر .١ . ٣ . ٩ نتیجه

است. نوتری

که طوری به دارد وجود n مانند مثبتͬ صحیح عدد بنابراین است، شده تولید متناهیاً M برهان.

M ،۶ . ١ . ٣ گزاره ی بنابر نتیجه در است. نوتری Rn ،١ . ٣ . ٧ نتیجه ی بنابر .K ≤ M و M ∼=
Rn

K

است. نوتری

حلقه ی صورت این در .K =

[
S M
◦ R

]
و SMR و حلقه دو S و R کنیم فرض .١ . ٣ . ١٠ قضیه

متناهیاً ،(SM) MR و راست نوتری حلقه های S و R اگر تنها و اگر است (چپ) راست نوتری K

باشد. شده تولید

.[١٩] ک. ر. برهان.

نیست. چپ نوتری امˁا است راست نوتری K =

[
Z R
◦ R

]
حلقه ی .١ . ٣ . ١١ مثال


