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 بزداري و فضبهبي توپولوصيك> فضبهبي  1-1

 

 > 1-1-1تعزيف 

ّزگبُ ػول دٍتبيی ) + ( وِ آى را روغ  ًبهینهی 𝔽را يه فعبي خؽی )ثزداري( رٍي هیذاى     هزوَػِ

، هَرَد ثبضٌذ   ثِ    𝔽ًبهین اس وِ آى را ظزة اسىبلز هی ( .ٍ ػول دٍتبيی )   ثِ     ًبهین اس هی

 ثبضین : داضتِ 𝛼    𝔽ٍ ّز           ثِ لسوی وِ ثِ اساي ّز 

 ،        الف( 

(   )ة(       (   ) ، 

 ،ًبهین هی ػعَ خٌخی روؼیرا    عَ، ػ      ثِ لسوی وِ  هَرَد ثبضذ    د( ػٌصز 

(  )  ثِ لسوی وِ  هَرَد ثبضذ     ، ػٌصز     د( ثِ اساي ّز     ، 

 )ُ𝛼  (   )  𝛼   𝛼   ، 

ٍ )𝛼  (   )  (𝛼 )   ، 

 .     1( س

–را ثب    (1 )ػٌصز   ًبهین .هی  ٍ آى را لزيٌِ  ًطبى دادُ  

𝔽اگز   ℝ  ،   را فعبي خؽی حمیمی ٍ اگز𝔽  ، را فعبي خؽی هختلػ هی  هیذاى اػذاد هختلػ ثبضذ-

ثب ّوبى روغ ٍ ظزة اسىبلز يه فعبي خؽی   ًبهین ، ّزگبُ هی  را يه سيزفعبي خؽی     ًبهین . 

 است اگزٍفمػ اگز   سيزفعبي خؽی   ضَد وِ ثبضذ . ثِ آسبًی ديذُ هی

 𝛼        1  2           𝛼 1    2    
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 > 1-1-1تعزيف 

𝜏  يؼٌی ثبضذ  ّبي اي اس سيزهزوَػِگزدايِ 𝜏هزوَػِ ٍ  يه   ذفزض وٌی را  ( ) )  ( )  

خَاًین در صَرتی هی  در  1توپولوصيرا يه  𝜏وٌین ( . هؼزفی هی  ّبي هزوَػِي سيزي ّوِهزوَػِ

 وِ در ضزايػ سيز صذق وٌذ :

1)   𝜏    𝜏 ، 

 ،) يؼٌی ًسجت ثِ اضتزان هتٌبّی ثستِ ثبضذ (  𝜏    ، آًگبُ   𝜏    ( اگز 2

𝒜   داضتِ ثبضین :  𝜏اس  𝒜( ثِ اساي ّز سيزخبًَادُ 3  𝜏 ) يؼٌی ًسجت ثِ ارتوبع دلخَاُ ثستِ ثبضذ ( . 

              ًبهین .را يه فعبي تَپَلَصيه هی (𝜏  )ًبهین ، در ايي حبلت ّبي ثبس هیرا هزوَػِ 𝜏اػعبي 

 . 𝜏  ًبهین ّزگبُ: اي ثستِ هیرا هزوَػِ  ٍ 

 > 3-1-1تعزيف 

 ، سيزپَضطی  فطزدُ است ّزگبُ ثزاي ّز پَضص ثبس اس  (𝜏  )اس يه فعبي تَپَلَصيه   سيزهزوَػِ 

 را ثپَضبًذ .  هتٌبّی اس آى ٍرَد داضتِ ثبضذ وِ 

 > 8-1-1تعزيف 

 ، ّوسبيگی فطزدُ داضتِ ثبضذ .  است ّزگبُ ّزًمؽِ در  2فشزده هوضعبً   فعبي تَپَلَصيه

هَرَد ثبضٌذ ثِ ؼَريىِ    اس   ٍ سيزهزَػِ فطزدُ  𝜏  ػٌصز     ثِ ػجبرت ديگز ّزگبُ ثزاي ّز 
      . 

 > 7-1-1تعزيف 

    ّبي ثبس ، هزوَػِ        است ّزگبُ ثزاي ّز  2 يب  3هبسذورف، فعبي    فعبي تَپَلَصيه

 .      ٍ      ٍ     ثبضٌذ وِ 
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 > 8-1-1تعزيف 

ٍ ثزاي ّز ًمؽِ   اس   ضَد ّزگبُ ثزاي ّز سيزهزوَػِ ثستِ گفتِ هی 1هنظن،    فعبي تَپَلَصيه

 .      ٍ      ٍ     ٍرَد داضتِ ثبضٌذ وِ :     ّبي ثبس ، سيزهزوَػِ     وِ      

 > 9-1-1تعزيف 

       ضَد ّزگبُ ثزاي ّز گفتِ هی 1هحذة    فعبيی ثزداري ثبضذ ، سيزهزوَػِ   فزض وٌیذ 

1)   ، آًگبُ  1    ٍ    )    . 

 > :-1-1تعزيف 

 3غلاف هحذةرا   ثبضذ وَچىتزيي هزوَػِ هحذة ضبهل     يه فعبي ثزداري ٍ   فزض وٌیذ 

 دّین . ثِ ػجبرت دلیك تز ًطبى هی ( )  ًبهین ٍ ثب ًوبد هی  

  ( )   3   هحذة است        2  

 > [1] ;-1-1قضيه 

 ثبضذ ، در ايي صَرت    فعبيی ثزداري ٍ   فزض وٌیذ 

  ( )  {∑    

 

  1

              ∑   1    

 

  1

}   

 > [1] 11-1-1تعزيف 

  تظزيفی اس   دٍ پَضص اس يه هزوَػِ ثبضٌذ گَيین وِ     {  }    ٍ    +  *   فزض وٌیذ

 .      چٌبًىِ     ٍرَد داضتِ ثبضذ     است ّزگبُ ثزاي ّز 

 > [1] 11-1-1تعزيف 

ضَد ّزگبُ ثزاي ًبهیذُ هی 4هتنبهي هوضعبً،   ّبي يه فعبي تَپَلَصيه اس سيزهزوَػِ    {  } گزدايِ

 اس اػعبي گزدايِ را لؽغ وٌذ .، يه ّوسبيگی اس آى هَرَد ثبضذ وِ تؼذاد هتٌبّی     ّز ًمؽِ 
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 > [1] 11-1-1تعزيف 

ضَد ّزگبُ ثزاي ّز پَضص ثبس اس فعب ، يه ًبهیذُ هی 1پبرافشزده،   فعبي تَپَلَصيه ّبسذٍرف 

 هتٌبّی هَرَد ثبضذ وِ تظزيف آى ثبضذ . پَضص ثبس هَظؼبً

 > [1] 13-1-1تعزيف 

ثبضذ چٌبًىِ ثزاي ّز هی    +-1  ,         *تَاثغ  خبًَادُ،   ثز يه هزوَػِ  2افزاس واحذيه 

∑غیزصفز ثبضٌذ ٍ   فمػ تؼذاد هتٌبّی اس ايي تَاثغ در        ( )    1 . 

 است .  ّب ،   اي اس وٌین وِ روغ گزدايِوِ در ايي حبلت هب لزارداد هی

اس افزاس ٍاحذ    ثزاي ّز تبثغ ّزگبُاست   اس  𝒰  ثبس تَرِ دارين وِ يه افزاس ٍاحذ ، پیزٍ )هبدٍى( پَضص

 ثبضذ . صفز  ّب ،    ثبضذ وِ خبرد اس ايي  𝒰   تؼذاد هتٌبّی 

 .ّز تبثغ اس افزاس پیَستِ ثبضذ  ّزگبُضَد ، يه افزاس ٍاحذ ، پیَستِ ًبهیذُ هی  ثزاي فعبي تَپَلَصيه 

ي تَاثغ ػٌبصز افزاس ثِ رش يه ّوسبيگی داضتِ ثبضذ وِ ّوِ    ّز ًمؽِ  ّزگبُهتٌبّی است  ٍ هَظؼبً

 تؼذاد هتٌبّی ، رٍي آى صفز ثبضٌذ . 

 >[1]  18-1-1قضيه 

، يه افزاس   ّز پَضص ثبس اس  افطزدُ ًبهیذُ است اگز ٍ فمػ اگز، پبر  فعبي تَپَلَصيه ّبسذٍرف 

 هتٌبّی پیَستِ ، پیزٍ آى پَضص داضتِ ثبضذ . ٍاحذ هَظؼبً

  > [1] 17-1-1گشاره 

هتٌبّی  خبًَادُ هَظؼبً در ايي صَرتثبضذ ،   يه پَضص ثبس اس فعبي تَپَلَصيه فطزدُ  𝒰فزض وٌیذ 

*  +  𝒰 وٌٌذ :اس تَاثغ حمیمی ٍرَد دارد وِ در خَاظ سيز صذق هی 

 ،پیَستِ است  -𝒰      ,  1  ثزاي ّز  الف (

 ،   ثز        ، 𝒰  ثزاي ّز  ة(

∑،     د( ثزاي ّز    ( )  𝒰  1 . 

                                                           
1
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1
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 است . 𝒰پیزٍ پَضص  ، هتٌبّی پیَستِ يه افزاس ٍاحذ هَظؼبً 𝒰  +  *يؼٌی 

 دّذ وِ فعبّبي تَپَلَصيه ّبسذٍرف ٍ فطزدُ ، پبرافطزدُ ّستٌذ .ًتیزِ ثؼذ ًطبى هی

 > [1] 18-1-1نتيجه 

 ّز فعبي تَپَلَصيه ّبسذٍرف ٍ فطزدُ ، پبرافطزدُ است.

 > 19-1-1تعزيف 

𝔽فعبيی ثزداري رٍي هیذاى   فزض وٌیذ   (ℂ يب ℝ )   ثبضذ . فعبي تَپَلَصيه(  𝜏)  فضبي را يه

 ًبهین ّزگبُ : 1بزداري توپولوصيك

(   )ًگبضت  (1  ،پیَستِ ثبضذ  ،  ثِ     اس      

(   )ًگبضت  (2 𝔽اس       پیَستِ ثبضذ . ،  ثِ    

 دّین .ًطبى هی    يه فعبي ثزداري تَپَلَصيه را ثِ اختصبر ثب 

 >[1]  :1-1-1قضيه 

  در ايي صَرت :ثبضذ     يه  (𝜏  )وٌیذ  فزض

𝒰     ثبضذ آًگبُ  در   يه پبيِ ّوسبيگی )ثبس( اس  𝒰اگز  الف(  *       𝒰+  ِيه پبي

 است .   ّوسبيگی اس 

 ثبس است .   ،      ٍ    ثبس ثبضذ آًگبُ ثزاي ّز   ة( اگز 

 ثِ ؼَريىِ  𝒰  آًگبُ ٍرَد دارد  𝒰  ثبضذ ٍ   يه پبيِ ّوسبيگی )ثبس( اس  𝒰ح( اگز 

        

  > ;1-1-1تعزيف 

ًتیزِ ،      ثزاي گَيین ّزگبُ 2هتقبرىرا     هزوَػِ ثبضذ ، سيز    يه  (𝜏  )وٌیذ  فزض

 (     )يؼٌی       ثگیزين

                                                           
                                                                                                                      

1
Topological vector space  

1
Symmetric 
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ست ا ) وبفی . است  ضبهل يه ّوسبيگی هتمبرى اس      در يه    اس   تَرِ دارين وِ ّز ّوسبيگی 

 .(  (  )  لزار دّین 

 > 11-1-1تعزيف 

هحذة گَيین  تَپَلَصي هَظؼبً را 𝜏يب  1هحذة فضبي هوضعبًرا  (𝜏  ) فعبي ثزداري تَپَلَصيه

ًطبى     ّبي هحذة داضتِ ثبضذ . ثِ اختصبر ايي فعب را ثب ضبهل هزوَػِ   پبيِ ّوسبيگی اسيه 𝜏 ّزگبُ 

 دّین.هی

 > 11-1-1تعزيف 

 ثبضذ ّزگبُ اضتزان ّز تؼذاد هتٌبّی ّب داراي خبصیت همؽغ هتٌبّی هیاس هزوَػِ    +  *گَيین خبًَادُ 

 اس اػعبي ايي خبًَادُ غیزتْی ثبضذ .

 > 11-1-1تعزيف

ًبهین ّزگبُ ثزاي ّز ػذد هی 2لبهرا يه   در   يه فعبي ثزداري ثبضذ . هزوَػِ هحذة   فزض وٌیذ 

 .      ،      حمیمی

، آًگبُ     ٍ       ثبضذ ثِ ؼَريىِ اگز  يه لجِ در   ًبهین ّزگبُ هی 3هخزوطرا يه   ٍ 

     .  

 > 13-1-1تعزيف 

 را 𝜑   ℝ، تبثغ   اس فعبي خؽی   ثزاي ّز سيزهزوَػِ غیزتْی ٍ هحذة 

𝛼  ٍ ّز       الف ( هحذة گَيین ّزگبُ ثزاي ّز   : داضتِ  ثبضین 1 

𝜑(𝛼  (1  𝛼) )  𝛼𝜑( )  (1  𝛼)𝜑( )   

 تبثؼی هحذة ثبضذ . -𝜑گَيین ّزگبُ  4هقعزة ( 

𝛼  ٍ ّز       گَيین ّزگبُ ثزاي ّز  1هحذةشبهد(   : داضتِ ثبضین 1 
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𝜑(𝛼  (1  𝛼) )      {𝜑( ) 𝜑( )}   

𝛼  ٍ ّز       گَيین ّزگبُ ثزاي ّز  2هقعزشبهد(   : داضتِ ثبضین 1 

𝜑(𝛼  (1  𝛼) )      {𝜑( ) 𝜑( )}   

 

 . پزداسينتؼبريف هی ايي حبل ثِ ارتجبغ ثیي

 >[1]  18-1-1گشاره 

 ثبضذ .همؼز( هیهحذة )ضجِّز تبثغ هحذة )همؼز( ، تبثؼی ضجِ

 > [1] 17-1-1گشاره 

ّبي گشارُ 𝜑   ℝاي غیزتْی اس آى ثبضذ . ثزاي تبثغ سيزهزوَػِ  يه فعبي ثزداري ٍ   فزض وٌیذ  

 اًذ :سيز هؼبدل

 همؼز است .تبثؼی ضجِ 𝜑الف ( 

( )     *، هزوَػِ  ℝ  ة( ثزاي ّز   )در صَرت غیزتْی ثَدى( هحذة است . +  

( )     *، هزوَػِ  ℝ  د( ثزاي ّز   )در صَرت غیزتْی ثَدى( هحذة است . +  

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                                                                
1
 Quasi convex 

1
 Quasi concave 



 
 

  9 

 

 1 هقذارهبي هجووعه> نگبشت 1-1

 

 > 1-1-1تعزيف 

)چٌذ  همذاررا ًگبضت هزوَػِ  ثِ هزوَػِ تَاًی     اس  دٍ هزوَػِ ثبضٌذ ، ًگبضت   ٍ    وٌیذ فزض

 يبثذ .اختصبظ هی ( ) ّوچَى   اي اس ، سيزهزوَػِ     تَرِ دارين وِ ثِ اساي ّز  .همذاري( ًبهین 

ايي  در . دٌّذًوبيص هی      يب       ،   2    ،   2    ايي ًگبضت را ثب ًوبدّبي 

 همذار استفبدُ خَاّین وزد .ّبي هزوَػِثزاي ًگبضت  2    اس ًوبد  ًبهِپبيبى

 را ثِ صَرت  تحت   تصَيز .  ثبضذ همذاريه ًگبضت هزوَػِ  ٍ   اي غیزتْی اس سيزهزوَػِ  اگز 

 وٌین : سيز تؼزيف هی

 ( )       ( ) . 

 > 1-1-1تعزيف 

 ضَد :همذار ثِ صَرت سيز تؼزيف هیيگ ًگبضت هزوَػِ 2گزاف

     *(   )         ( )+   

 > 3-1-1هثبل 

( ) ثِ صَرت   ℝ  ٍ    2      ذفزض وٌی  تؼزيف ضذُ ثبضذ در ايي صَرت دارين: -1  , 

      ℝ  ,  1-   

 > 8-1-1تعزيف 

هعكوس ببلايي
3

ًطبى دادُ ٍ ثِ صَرت سيز  ( )  را ثب     ثزاي   2    همذار ًگبضت هزوَػِ  

 : وٌین تؼزيف هی

  ( )  *     ( )   +   

 ًطبى دادُ ٍ دارين : ( )  را ثب  1پبيينيهعكوس ثِ ّویي تزتیت 
                                                           

1
Set valued  

1
Graph  

3
Upper inverse 
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  ( )  *     ( )     +  

 ضَد .هی فهمذار هذوَر ثِ صَرت سيز تؼزيثزاي ًگبضت هزوَػِ 2لايهٍ ًیش يه 

  ( )  *       ( )+     (* +)  .  

 وٌین .استفبدُ هی   ًبهِ اس ًوبد ضَد وِ در سزاسز ايي پبيبىًیش استفبدُ هی 1  اس ًوبد    ثزاي ػجبرت 

 ضًَذ يؼٌی ّبي ثبلايی ٍپبيیٌی هسبٍي هیهمذاري ثبضذ هؼىَسته  ثِ ٍظَح اگز 

  (* +)    (* +)    ( )   .  

 :ًذ ّبي ثبلايی ٍ پبيیٌی ثزلزاررٍاثػ سيز ثیي هؼىَس

  ( )      (   )  ,  (  )-    

  ( )      (   )  ,  (  )-    

  . 
   

  /   
   

  (  )   

  (⋂  
   

)  ⋂  (  )

   

   

 > 7-1-1هثبل 

  ℝ   ٍ  ,   )                   ٍ    2    فزض وٌیذ

 ( )  ,  | |- 

-3  ,  اي چَى اوٌَى ثزاي هزوَػِ  دارين :   

  ( )  *    ,  | |-  ,  3-+   , 3 3-  

  ( )  *    ,  | |-  ,  3-   +   ℝ   

(5 2)   چَى ايٍثزاي هزوَػِ  دارين :   

  ( )  *    ,  | |-  (2 5)+      

  ( )  *    ,  | |-  (2 5)   +   (    2)  (2  )  

 

                                                                                                                                                                                
1
Lower inverse  

1
Fiber  
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َرَد ه  است ّزگبُ هزوَػِ ثبس   اي چَى ، هزوَػِ  ضَين وِ يه ّوسبيگی اس هزوَػِ يبدآٍر هی

 ضَد .ًبهیذُ هی  يه ّوسبيگی ثبس  ،    وِ   ٍ ّز هزوَػِ ثبس .       ثبضذ وِ 

 > 8-1-1تعزيف 

ثزاي ّز  ّزگبُضَد گفتِ هی 1پيوسته ببلايينين،      در ًمؽِ   2    همذار ًگبضت هزوَػِ

پیَستِ ثبلايی ًین  ثبضذ . ايي ًگبضت را ثز   در    اي اس ّوسبيگی ( )  ،  (  ) اس   ّوسبيگی ثبس 

 2پيوسته پبيينينين،      در ًمؽِ   ثبضذ ٍ ًگبضت       ،     ًبهین ّزگبُ در ّز ًمؽِ  (     )

(  ) وٌذ ) يؼٌی را لؽغ هی (  ) وِ  ثزاي ّز هزوَػِ ثبس  گبُزّ ضَدگفتِ هی      ، )  ( ) 

ًبهین ّزگبُ در ّز ًمؽِ  (     ) پبيیٌیپیَستِ ًین  ثبضذ ، ايي ًگبضت را ثز    در   اي اس ّوسبيگی

پیَستِ ثبلايی ٍ ايي ًمؽِ ، ًین پیَستِ گَيین ّزگبُ در   ثبضذ . ٍ ايي ًگبضت را در ًمؽِ       ،     

 پیَستِ ثبضذ .    در ّز ًمؽِ  ّزگبُپیَستِ ثبلايی ثبضذ ٍ پیَستِ گَيین ًین

 >  [1] 9-1-1هثبل 

 تؼزيف هی وٌین  2   3  2  1 ٍ  -1  ,     ذفزض وٌی

 1( )  {
* +             1
,  1-                1    

 . ٍ پیَستِ پبيیٌی ًیستًین  1  پیَستِ ثبلايی است اهب در ًین اشدر ّز ًمؽِ اس داهٌِايي ًگبضت 

 2( )  {
,  1-          1
* +                  1  

 ًیش  . ٍ ًیستپیَستِ ثبلايی ًین 1  پیَستِ پبيیٌی است اهب در ًین اشّز ًمؽِ اس داهٌِدر 

 3( )  ,   - 

 . پیَستِ پبيیٌی است يؼٌی پیَستِ استپیَستِ ثبلايی ٍ ًینًین اشاس داهٌِ در ّز ًمؽِ

 پیَستِ پبيیٌی دارين .پیَستِ ثبلايی ًٍیناوٌَى ًتبيذ سيز را ثزاي تَاثغ ًین

  > [1] :-1-1گشاره 

 اًذ :ّبي سيز هؼبدلگشارُ  2    همذار ثزاي ًگبضت هزوَػِ

                                                           
1
Upper semi continuos  

1
Lower semi continuos  
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 . پیَستِ ثبلايی استًین  ( 1

 ثبس است  ( )   ،  اس   ثزاي ّز سيزهزوَػِ ثبس  (2

 .ثستِ است  ( )   ،  اس   ثزاي ّز سيزهزوَػِ ثستِ  (3

 > [1] ;-1-1گشاره 

 اًذ :ّبي سيز هؼبدلگشارُ  2    همذار ثزاي ًگبضت هزوَػِ

 . پیَستِ پبيیٌی استًین  ( 1

 .ثبس است  ( )   ،  اس   ثزاي ّز سيزهزوَػِ ثبس  (2

 . ثستِ است ( )   ،  اس   ثزاي ّز سيزهزوَػِ ثستِ  (3

 > 11-1-1تعزيف 

اي اس ي ثستِسيزهزوَػِ ( ) ،     گَيین ّزگبُ ثزاي ّز ًمؽِ  1ر بستههقذارا ثب   2    ًگبضت 

 ضًَذ .تؼزيف هی 3ر فشزدهاهقذٍ ًگبضت ثب  2ببسر اذهقثبضذ . ثِ ّویي تزتیت ًگبضت ثب   

 > 11-1-1تعزيف 

 . ضذثب    اي ثستِ اس هزوَػِراثستِ گَيین اگز گزاف آى سيز  2    همذار ًگبضت هزوَػِ

 >[1]  11-1-1گشاره 

 . ثستِ ، همبديز ثستِ دارد همذارّز ًگبضت هزوَػِ

 .خَاّین ديذ ايي را  سيزاهب ػىس ايي هؽلت در حبلت ولی  ثزلزار ًیست . وِ در هخبل 

 > 13-1-1هثبل 

 ثب ظبثؽِ :  2    ًگبضت                    -1  ,     ذفزض وٌی

 ( )  {
* +         
*1+            

                                                           
1
Closed valued  

1
Open valued  

3
Compact valued  
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 داراي همبديز ثستِ است اهب ثستِ ًیست سيزا گزاف آى يؼٌی هزوَػِ

  ( )  *(   )         1+  *(  1)+ 

 . ثستِ ًیست      در 

 > 18-1-1تعزيف 

̅̅( ) را فطزدُ گَيین ّزگبُ   2    همذار ًگبضت هزوَػِ ̅̅ ̅̅ ثبضذ وِ در   اي اس ي فطزدُهزوَػِسيز ̅

̅̅( ) آى  ̅̅ ̅̅ ( ) ثستبر  ̅  دّذ .ًطبى هی را ( )      

 تحت ضزايػ خبظ ػىس گشارُ لجل ثزلزار است . در اداهِ خَاّین ديذ وِ

 > [1] 17-1-1گشاره 

يىی  ّزگبُ ، ثستِ است  2    پیَستِ ثبلايی ًین ًگبضت فعبّبي تَپَلَصيه ثبضٌذ   ٍ   ذفزض وٌی

 اس دٍ ضزغ سيز ثزلزار ثبضذ :

 فعبيی هٌظن ثبضذ .  ثب همبديز ثستِ ٍ    (1

 فعبيی ّبسذٍرف ثبضذ .  ثب همبديز فطزد ُ ٍ    (2

  > [1] 18-1-1گشاره 

همذار ثبضذ در ايي صَرت ًگبضتی هزوَػِ  2      فعبّبي تَپَلَصيه ثبضٌذ ٍ   ٍ  وٌیذ فزض

 دارين:

 . پیَستِ ثبلايی استًین ،  ثستِ ثبضذ آًگبُ   فطزدُ ٍ   الف( اگز 

 . فطزدُ است ( ) پیَستِ ثبلايی ثب همبديز فطزدُ ثبضذ ، آًگبُ ًین  فطزدُ ٍ   ة( اگز 

  ّوگزا ثِ  +  *ٍ ّز تَر  ( )   فمػ اگز ثزاي ّز  ٍ است اگز    پیَستِ پبيیٌی در ًین  ح( 

 . (  )    ،  𝛼ىِ ثزاي ّز چٌبً  ّوگزا ثِ  +  *ٍرَد داضتِ ثبضذ تَر 

 > [78] 19-1-1 گشاره

  2    پیَستِ ثبلايی ثب همبديز فطزدُ ٍ ًین  2    يه ثبضٌذ ٍ صتَپَلَ فعبّبي   ٍ   فزض وٌیذ 

( )(   ) تؼزيف ضذُ ثِ صَرت  2       در ايي صَرت. ثستِ ثبضذ    ( ) -ًین ( )  

 است .پیَستِ ثبلايی ًین  فطزدُ ٍثستِ ثبضذ آًگبُ   اگز  پیَستِ ثبلايی است . در حبلت خبظ
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 ( 1)قضيه گزاف بسته > [1] :1-1-1قضيه 

-ثستِ است اگز ٍ فمػ اگز ًین ، ّبسذٍرف فعبي ثزد فطزدُ ٍ همذار ثب همبديز ثستِ ٍيه ًگبضت هزوَػِ

 پیَستِ ثبلايی ثبضذ .

 گی فعبي ثزد ثزاي لعیِ گزاف ثستِ الشاهی است .ثیٌین وِ ضزغ فطزدهی در هخبل سيز

 > ;1-1-1هثبل 

 . ثِ صَرت سيز تؼزيف ضذُ ثبضذ  ℝ  ٍ    2      ذفزض وٌی

 ( )  {
{
1
 
}                 

* +                   
 

 پیَستِ ثبلايی ًیست .ًین    اهب در  حتی ثب همبديز فطزدُ است . ايي ًگبضت گزاف ثستِ دارد ٍ

 

ثِ صَرت سيز تؼزيف همذار ثبضٌذ . تزویت آًْب دٍ ًگبضت هزوَػِ  2    ٍ   2     ذفزض وٌی

  2                             ضَد:                                         هی

   ( )  ⋃  ( )

   ( )

 

 وِ : ديذتَاى ثِ سبدگی هی

(   ) ( )    (  ( ))            ٍ       (   ) ( )    .  ( )/   

 > [1] 11-1-1قضيه 

پیَستِ پبيیٌی( پیَستِ ثبلايی )ًینپیَستِ پبيیٌی( ، ًینپیَستِ ثبلايی )ًینهمذار ًینهزوَػِّبي تزویت ًگبضت

 است .

 

 

 

                                                           
1
Closed Graph Theorem  
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1 هقذارهبي هجووعهنگبشت > 1-3
    

 

   ّبي غیزتْی ٍ هتٌبّیًطبًگز هزوَػِ ّوِ سيزهزوَػِ     . تْی ثبضذغیزاي هزوَػِ  فزض وٌیذ 

 . است

 > 1-3-1تعزيف 

 : استثِ صَرت سيز  ℝ  1اس       2سيوپلكس استبنذارد –  ،     ثزاي ّز ػذد صحیح 

   {𝛼  (𝛼  𝛼1   𝛼 )  ℝ  1  𝛼                ∑𝛼  1
 

   

} 

1 ٍ  (      1)   ثبضذ وِ در آى    هزوَػِ رئَس  +     1    * وٌیذ ٍ فزض  (  1    )  ٍ

 . +     1    *      تَاى ًَضت :در ٍالغ هی. (1        )   ثِ ّویي تزتیت 

 > 1-3-1تعزيف 

 گَيین ّزگبُ     ( را يه ًگبضت    )  2    همذار ًگبضت هزوَػِ

  ( )   
   

 ( )             

 ثبيذ حبثت ثبضذ .  ثبضذ آًگبُ      ،      همذاري تَرِ دارين وِ اگز ًگبضت ته

 > 3-3-1هثبل 

-1  ,    ًگبضت  2ℝ  ِثب ظبثؽ ( ) ثبضذ . سيزا اگز فزض وٌین هی    ًگبضتی  -   , 

 دارين  +     1 *       ٍ  +     1 *      ثبضذ ٍ  -1  , هزوَػِ هتٌبّی اسسيز +     1 *

  * 1     +   [     ]   (  )  ⋃ (  )

 

  1
   

 

 

                                                           
1
Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz  

1
Standard n_simplex  
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  (     اصلي قضيه) > [89] 8-3-1قضيه 

ثب     ًگبضتی    2    ثبضذ ٍ     در {          }هزوَػِ ّوِ ثزدارّبي   فزض وٌیذ 

( )     آًگبُ      . همبديز ثستِ )ثبس( ثبضذ    . 

  (   ) >[89]  7-3-1گشاره 

. در ايي  ثبضٌذ ℝ  1در      سیوپلىس استبًذارد  –   اي اسّبي ثستِسيزهزوَػِ      1    فزض وٌیذ 

+      *  ،  +    1  * اس  سيزهزوَػِ غیزتْی  ثزاي ّز صَرت  ⋃ ⋂، آًگبُ          
 
      . 

  > [89] 8-3-1تعزيف 

اي هحذة اس يه فعبي ثزداري ثبضذ ، ًگبضت سيزهزوَػِ  ٍ  اي غیزتْیهزوَػِ   فزض وٌیذ

هزوَػِ هتٌبّی ّز سيز ثزاي ّزگبُضَد ، گفتِ هی 1تعوين يبفته    يه ًگبضت   2    

 هَرَد ثبضذ وِ   اس  +     2  1 *هزوَػِ هتٌبّی ، سيز  اس  +     2  1 *

  *      +  ⋃  . +    1*اس   هزوَػِ هتٌبّی ثزاي ّز سيز    (  ) 

هزوَػِ ست ثزاي ّز سيزا ثبضذ سيزا وبفیهیًیش  تؼوین يبفتِ    ،     تَرِ دارين وِ ّز ًگبضت 

 .     1  ثزاي ّز       لزار دّین :  +     2  1 *هتٌبّی 

 ثزلزار ًیست . اهب ػىس ايي هؽلت درحبلت ولی 

  > [17] 9-3-1هثبل 

  ℝ                           ٍ    2  ٍ  -2 2 ,  فزض وٌیذ 

             ( )  6 41  
 2

5
5  1  

 2

5
7   

( )     ثِ ٍظَح   0 
9
5
 

9
5
9  2 0  ٍ ثزاي ّز  1

5
0  1

9
5
ًگبضتی   . يؼٌی  ( )   ،   21 

هزوَػِ هتٌبّی ثبضذ . ثزاي ّز سيزتؼوین يبفتِ هی    ًگبضتی   دّین ًیست . در اداهِ ًطبى هی    

* 1  2     + +     2  1 *يؼٌی  . -1 1 ,را اس  +     2  1 * وٌین،اًتخبة هی     , 1 1-   

1  }هزوَػِ هتٌبّی آًگبُ ثزاي ّز سيز    2       }  دارين : +     2  1 * 

                                                           
1
Generalized KKM  
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    {  1    2       }  , 1 1-   
   

 ( )  ⋃ .   /

 

  1

    

 ثبضذ .تؼوین يبفتِ هی    ًگبضتی   يؼٌی 

 > :-3-1لن 

ًگبضت   2    ثبضذ . اگز   تَپَلَصيه  ثزدارياي غیزتْی اس فعبي هزوَػِ   فزض وٌیذ

̅̅( ) } خبًَادُ تؼوین يبفتِ ثبضذ آًگبُ    همذار هزوَػِ ̅̅ ̅̅ ثبضذ هی داراي خبصیت همؽغ هتٌبّی {    

. 

+     2  1 * فزض وٌیذاثببت >   ثبضذتؼوین يبفتِ هی    ًگبضت   . اس ايي وِ      

+     2  1 *سيزهزوَػِ هتٌبّی  +      *  است چٌبًىِ  هَرَد        
   

ثزاي ّز  (  ) 

 . +    1*اس   سيزهزوَػِ هتٌبّی 

+    1     *   دّینلزار هی  ̅̅(  )    وٌین ٍ تؼزيف هی    ̅̅ ̅̅ ̅  .     1  ثزاي ّز    

 وٌین :را ثِ صَرت سيز تؼزيف هی 𝜑ثبضذ . تبثغ هی  اي ثستِ اس سيزهزوَػِ   ثِ ٍظَح ّز 

𝜑      

𝜑(𝛼)  ∑𝛼   

 

  1

 

 وِ ثِ ٍظَح پیَستِ است ) سيزا در فعبي ثزداري تَپَلَصيه ، روغ ٍظزة اسىبلز پیَستِ است (

     𝜑(  *      +)    𝜑( )    ∑    
   

     ∑   1
   

 

∑     آًگبُ }    ،          وِ ثزاي،  (     1    )         
                
                    

      . 

  𝜑( )  𝜑 .(  )    
 

/  ∑    

 

   

 ∑    
   

   *      + 

(+      *  )𝜑                           در ًتیزِ :                      *      + . 

 }                     اس ؼزفی
 
    }   

   
 (  )   

   
 (  )̅̅ ̅̅ ̅̅     

   
   . 

 دارين : +    1  *اس    پس ثزاي ّز سيزهزوَػِ هتٌبّی 
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𝜑(  *      +)    *      +   
   

     

 ثستِ است ٍ  (  )𝜑 1،      1  پیَستِ است ، ثزاي ّز  𝜑ثستِ ٍ     اس ايي وِ

𝜑(  *      +)   
   

𝜑 1(  )   

⋂ دارين( 5-3-1) گشارُثٌبثزايي اس  𝜑 1(  )
 
⋂   لذا،        𝜑 1(  )

 
    ⋂ 𝜑 1( (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

     

⋂  پس ثزاي ّز  𝜑 1( (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
( )𝜑 ضَدًتیزِ هی      ⋂ ( (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 

 وٌذ .وِ ايي احجبت را توبم هی    

 > ;-3-1گشاره 

  2     اگزدر ايي صَرت ثبضذ .   تَپَلَصيه  اس فعبي ثزداري اي غیزتْیهزوَػِ   فزض وٌیذ

̅̅( ) } خبًَادُ ثبضذ آًگبُ    همذار ًگبضت هزوَػِ ̅̅ ̅̅  . ثبضذداراي خبصیت همؽغ هتٌبّی هی {    

 ايي گشارُ ًتیزِ هستمین لن لجل است .

ًیستٌذ اهب داراي خبصیت همؽغ     همذاري هَرَدًذ وِ ّبي هزوَػِدّین ًگبضتًطبى هی ثؼذدر هخبل 

 ثبضٌذ .هتٌبّی هی

 >  [89] 11-3-1هثبل 

-ℝ2  ٍ  (, 1 1  فزض وٌیذ   * +)  وٌین :تؼزيف هی +(1  )* 

    2  

         (   )  *(   )     , 1 1-+   

(1  )ًیست . سيزا     خبصیت همؽغ هتٌبّی دارد اگزچِ ًگبضت   آًگبُ    (  1)  , 1 1-  * + 

+     2  1 *ًیست . اوٌَى ثزاي ّز       ،  يؼٌی ًگبضت   دّین : لزار هی     

{
            , 1 1-  * + 

   (  1)            (  1)  

+      *  ثیٌین وِ در ايي صَرت هی  , 1 1-  * + +      *  ثٌبثزايي .        
   

 (  ) 

 اس لن  .ثبضذ هی تؼوین يبفتِ    ًگبضتی   دّذ وِ ًطبى هی . +    1*اس     هزوَػِ هتٌبّیثزاي ّز سيز

(   )   درٍالغ  استداراي خبصیت همؽغ هتٌبّی   تَاى ًتیزِ گزفت وِ ( هی 1-3-8)       ،

(   )   (   ) . 
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 > 11-3-1قضيه 

ًگبضتی   2    ثبضذ . اگز   اي غیزتْی اس فعبي ثزداري تَپَلَصيه هزوَػِ   فزض وٌیذ

ايي  فطزدُ ثبضذ ، در (  ) چٌبًىِ      همذار ثبهمبديز ثستِ ثبضذ ٍ ًیش ٍرَد داضتِ ثبضذ هزوَػِ

( )      ⇔تؼوین يبفتِ است     ًگبضت           صَرت :       

( )      وٌیذ فزضاثببت >  ثٌبثزايي ثزاي  . خبصیت همؽغ هتٌبّی دارد +    ( ) *، آًگبُ    

+     2  1 *ّز  ⋂   چٌبًىِ     ٍرَد دارد       (  )
 
ثزاي      دّین . لزار هی 1  

 . لذا دارين :     1  ّز 

  *      +  * +   
   

 (  ) 

 تؼوین يبفتِ است .    ًگبضت   يؼٌی  . +    1*اس   هزوَػِ هتٌبّی ثزاي ّز سيز

( ) دّین لعیِ لزار هی ثزاي احجبت ػىس   ( ) فطزدُ  (  ) ثستِ ٍ   وِ چَى همبديز  (  )  

 ؼجك گشارُ . تؼوین يبفتِ است       ًگبضت  فطزدُ است ٍ اس آًزب وِ   ( )  ،  ثزاي ّز  لذا . است

 ثبضٌذ .لذا :ّبي فطزدُ داراي خبصیت همؽغ هتٌبّی هیاس هزوَػِ    + ( ) *خبًَادُ  (1-3-9)

 
   

 ( )   
   

 ( )      

 > 11-3-1تعزيف

دٍ ًگبضت   2      ثبضٌذ ٍ    يزهزوَػِ غیزتْی اس فعبي ثزداريدٍ س  ٍ     فزض وٌیذ

هزوَػِ ثزاي ّز سيز ّز گبُاست    تؼوین يبفتِ ًسجت ثِ    ًگبضت   گَيین  . همذار ثبضٌذهزوَػِ

+     2  1 *  هتٌبّی  +     2  1 *  ٍرَد داضتِ ثبضذ        چٌبًىِ :     

1 )  ( )    ، 

2 ) (  *      +)   
   

 . +    1*اس   هزوَػِ هتٌبّی ثزاي ّز سيز (  ) 

 > [89] 13-3-1هثبل 

-1  2 ,   فزض وٌیذ ( ) ثب ظبثؽِ        وٌین تؼزيف هی . -2 1,        ٍ    2ℝ  ِث

( )         صَرت  {
   , 1 1-         ,1 2-
  , 1 1-         , 2  1-  . 

+     2  1 *ثزاي ّز سيزهزوَػِ هتٌبّی   دّین: لزار هی     


