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  تشکر و قدردانی

در بـه  . خداوند متعال را که توان آموختن علم را به بشر آموخت و دست یاري خود را بی دریغ به ما بخـشید             سپاس  

 می دانم از واجب بر خود  لذا .ثمر رسیدن این تلاش علمی، دلهاي مهربان و دستهاي گرمی صمیمانه به یاریم شتافتند             

 و سـپس در   دوره کارشناسی ارشدکه در طول تحصیل ،ستکاردرجناب آقاي دکتر  ،استاد راهنماي بزرگوار و ارجمندم 

دانی را کمال تشکر و قـدر  ندمرا همراهی نمود ، پایان نامه با زحمات و راهنمایی هاي ارزشمند خود          این مراحل انجام 

  .داشته باشم

باز خوانی این پایـان نامـه را    که به عنوان داور، زحمت هاشمیو دکترابراهیمی دکتر، آقایان مچنین از اساتید بزرگوار   ه

از کلیـه  .  سپاسـگزاري  مـی نمـایم   ، هر چه بهتر شدن آن ارائه نمـوده انـد   جهتعهده داشته و نظرات ارزنده اي در بر

 زحمات فراوانی براي اینجانب ،ارشناسی ارشدک کارشناسی و  که در مدت تحصیل دوره       ریاضی اساتید بزرگوار گروه  

  . شیده اند نیز سپاسگزارمک

 همـواره بدرقـه   ن زحمات زیادي را متحمل شدند و دعاي خیر شـا ،از پدر و مادر مهربانم که در تمامی مدت تحصیل       

  .م قدردانهمیشه ،استراهم 
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  تقدیم

  . و مادر بزرگوارم و خواهر مهربانمپدر تقدیم به    
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  مقدمه   

 

 1

  مقدمه 

 نوتري و موضعی ۀ یک حلقR در حالتی که M مدول   – Rمفهوم دوگان ماتلیس براي     .  مدول باشد  – R یک   Mفرض کنید   

در این پایان نامه در ابتدا ما به بررسی تعمیم دوگان ماتلیس در حالتی که حلقه نوتري و نیم موضعی            . باشد، بررسی شده است   

 مطـرح  Macdonaldایده ال هاي اول ضمیمه که بـراي اولـین بـار توسـط         ۀ  سپس تعمیم مفهوم مجموع   . ت، می پردازیم  اس

از جمله این قضایا می تـوان بـه ارتبـاط بـین     . گردید، را بررسی می نماییم و در این ارتباط نیز قضایایی را بیان خواهیم نمود            

  .  آن اشاره نمودۀ ایده ال هاي اول وابستۀ مدول و مجموع– Rک  دوگان ماتلیس یۀ ایده ال هاي اول ضمیمۀمجموع

 هم منظم و پهناي یک مدول و قضایایی در ارتباط با این تعاریف – M این پایان نامه نیز به بررسی مفاهیم دنباله هاي ۀدر ادام

  . خواهیم پرداخت

   . تدوین شده است] 18[و  ]14[این پایان نامه با توجه به مقاله هاي 

  

  

  



 چکیده فارسی   
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 سـپس  .مطالعه مـی کنـیم   موضعی  نیم نوتريۀحلق و مطالب مربوطه به آن را براي یک      دوگان ماتلیس ابتدا  در این پایان نامه،     
ه ین هم درجه و درجه را با توجب ۀدر انتها رابط. نماییمان می بیپهناي مدول و هم درجه مدول را  مفاهیم دنباله هاي هم منظم،      

   . به دوگان ماتلیس بررسی می کنیم
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  .  جابجایی و یکدار استۀ یک حلقRدر سراسر این فصل 

  جابجاییجبر ازمطالبی : 1 – 1

بـه  . )  نشان داده مـی شـوند   … ,A, B, C که با (  از اشیاء ζرده اي است مانند هر رسته: ) ]7. [ك. ر  (1-1-1تعریف 

  انضمام 

)homیک رده از مجموعه هاي از هم جدا، که با            ) 1 , )A B      نشان داده می شـود، بـراي هـر جفـت از اشـیاء در ζ 

)hom از fعنصر ( , )A Bیک مورفیسم از  A به B نامیده و با :f A B→ نشان داده می شود( .  

)به ازاي هر سه تایی  ) 2 , , )A B Cاز اشیاء در ζ ، تابعی مانند 

hom( , ) hom( , ) hom( , )B C A B A C× →   

g: هايبراي مورفیسم (    B C→و :f A B→این تابع به صورت ،( , )g f gof→  نوشته و

:gof A C→  ترکیبf و gکه در دو اصل موضوع زیر صدق می کنند. )  خوانده می شود:  

i( هرگاه : شرکت پذیري:h C D→ و :g B C→ و :f A B→مورفیسم هایی از ζ باشند، آنگاه   

( ) ( ) .ho gof hog of=   

ii(به ازاي هر شیء :  وجود مورفیسم همانیBاز ζ ، 1مورفیسمی مانند :B B B→ وجود دارد بطوریکه به ازاي هر 

:g B C→و :f A B→ ،  

1 , 1 .B Bgo g of f= =   

ζ,فرض کنید: 2-1-1تعریف ζ F:یک تابع مانند  باشندرسته   دو ′ ζ ζ   را که →′

)  یک شئA  مانندζبه هر شئ از ) 1 )F A از  ζ  .  را نسبت می دهد′

f:د ماننζبه هر مورفیسم از   ) 2 A B→ ،مورفیسمی ازζ ) مانند ′ ) ( )( ) :F f F A F B→  را نسبت مـی دهـد  

  :بطوریکه

 i(به ازاي هر شئ از ζمانند A ،( ) ( )A F AF id id=.  

ii(  ــر دو مورفیـــــسم از ــه ازاي هـــ ــدζ بـــ f: ماننـــ A B→  و:g B C→   ــی گیـــــریم ، نتیجـــــه مـــ

( ) ( ) ( )F g f F g F f=)( ) ( ) ( )F g f F f F g=(یک تابگون همورد  )  گوییم)پادورد  .  
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 موضـعی گـوییم،   شـبه  ۀلق را یک حR ایده ال ماکسیمال باشد آنگاهداراي یک تنهانوتري و  یک حلقۀ   R اگر :3-1-1 تعریف

 نوتري شبه موضعی یا شبه ۀحلق.  شبه نیم موضعی گوییمۀ را یک حلقR داراي تعداد متناهی ایده ال ماکسیمال باشد Rچنانچه  

  .نیم موضعی را بترتیب، موضعی و نیم موضعی گوییم

 را یک توسیع انژکتیـو مینیمـال مـی نـامیم     Eمدول -R در این صورت . مدول باشد - Rیک Mفرض کنید  :4-1-1 تعریف

یـو   انژکت′E باشـد آنگـاه     M باشد کـه شـامل  Eة یک زیر مدول سر′E اگر" باشد ثانیا  M یک توسیع انژکتیوEهرگاه اولا

  .اشدنب

 باشد در این صـورت    Mل ازمدو  یک زیر B مدول باشد و -Rیک   Mیدفرض کن :) ]4-2 ,19[ .ك. ر(  5-1-1 تعریف

R- مدولM  اساسـی از    را یک توسیعB        مـی نـامیم هرگـاه بـراي هـر زیـر مـدول ناصـفر از M     ماننـدC   داشـته باشـیم 

0B C∩ aربا این شرط که براي هر عنصر ناصف    این تعریف معادل است     . ≠ M∈  عضوي چـون ،r R∈   وجـود داشـته 

  . باشدB یک عضو ناصفر raباشد به طوریکه 

 ـ   Eو  مدول باشد  -R یک Mدفرض کنی  :6-1-1 قضیه در ایـن صـورت گـزاره هـاي زیـر       باشـد،  Mو یک توسیع انژکتی

   :معادلند

1 (E یک توسیع اساسی انژکتیو  Mاست.   

2 (E یک توسیع انژکتیو مینیمال M است .  

  .]21-2  ,19[. ك. ر: اثبات

می نامیم هرگـاه   M  را پوشش انژکتیو  Eدر این صورت     مدول باشد،    – R یک   Eکنید   فرض :) ]19[ .ك .ر ( 7-1-1 تعریف

E پوشش انژکتیو .  صدق کند6-1-1 در یکی از شرایط معادل قضیهR –مدول M  را با نماد ( )E Mنشان می دهیم .  

          نیـز  M مـدول بـا تولیـد متنـاهی چـون     -R هـر در این صـورت .  باشد)آرتینی( نوتري ۀ یک حلقR کنید فرض :8-1-1لم  

  . است) آرتینی(نوتري 

  .]17[ .ك .ر :اثبات

) مـدول انژکتیـو  -Rدر ایـن صـورت    . اشدب R ۀ یک ایده ال ماکسیمال حلق     m فرض کنید  :9-1-1 قضیه / )E R mنـی  آرتی 

               .است
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 ٥

   .]5-2-10 ,4[ .ك . ر:اثبات

0فـرض کنیـد      :10-1-1قضیه    0L M N→ → → →   ـ    نـوتري  M . دقیـق کوتـاه باشـد   ۀ یـک دنبال

  . باشد) آرتینی( نوتري L وNاست اگر  و تنها اگر) آرتینی(

  .]17[ .ك . ر:اثبات 

   مانند Rیک زنجیر نزولی از ایده الهاي. جابجایی باشدۀ  یک حلقRفرض کنید :) ]19[ .ك .ر ( 11-1-1تعریف و تبصره 

1 2 ...I I⊇ ⊇  

  .  می گوییمRرا یک فیلتر از

r را باز گوییم هرگاه به ازاي هر     R از Uزیر مجموعۀ با استفاده از فیلتر فوق       U∈ ،  عدد طبیعـیn  شـد  چنـان موجـود با 

nrبطوریکه  I U+ باز بوده و  باز، ۀع مجمو اجتماع دلخواههمچنین. اي باز می باشند مجموعه هRبدیهی است تهی و. ⊇

  .ریف کرد یک توپولوژي تعR از فیلتر فوق می توان برفادهبنابراین با است.  باز، باز می باشدۀراك تعداد متناهی از مجموعاشت

1 فرض کنید  :12-1-1 لم 2 ...I I⊇    با توپولوژي القاء شده توسط این فیلتر یک R. باشدRۀ یک فیلتر از حلق⊆

 فضاي هاسدورف است اگر و تنها اگر 
1

0n
n

I
∞

=

=I .   

1 فرض کنید: ) ]19[ .ك. ر ( 13-1-1تعریف  2 ...I I⊇ }دنبالـۀ  . دباش ـ R  یک فیلتر از حلقۀ⊆ }rn را بـه r  همگـرا 

nبطوریکه به ازاي هرچنان موجود باشند،   k و N  اعداد طبیعیگوییم هرگاه N≥داشته باشیم :  

.n kr r I− ∈  

}ۀ با مفروضات تعریف قبل دنبال     :) ]19[. ك .ر ( 14-1-1تعریف   }nr    گوییم هرگاه بـه ازاي هـر عـدد      را یک دنبالۀ کوشی

n, چنان موجود باشد بطوریکه به ازاي هر  Nعدد طبیعی k طبیعی m N≥شیم داشته با :  

.m n kr r I− ∈  

 را کامل گوییم اگر هر دنبالۀ کوشی در آن همگرا           Rحلقۀ،  11-1-1 با مفروضات تعریف     :) ]19[ .ك .ر ( 15-1-1تعریف  

  . یک فضاي هاسدورف باشد Rباشد و به علاوه

) کنید فرض :) ]19[ .ك .ر ( 16-1-1 تبصره ),R mبراي فیلتر.  موضعی باشدۀ یک حلق  

2 3m m m⊇ ⊇ ⊇L  
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 ٦

بدیهی است از آنجـا کـه   . طبیعی از حلقه هاي موضعی می گوییم توپولوژي  راالقاء شده ، توپولوژي   Rاز
1

0n

n

m
∞

=

=I،R 

 حلقـۀ موضـعی نـسبت بـه       که هـر   دیدوپولوژي می توان    در مورد این ت   . به همراه این توپولوژي یک فضاي هاسدورف است       

  .ولوژي طبیعی اش یک حلقۀ کامل استتوپ

دهـیم  مـی  شان ن X که با X باشد، بستارR یک زیر مجموعه از حلقۀ       Xفرض کنید : ) ]19[ .ك .ر ( 17-1-1 تعریف

Xاگر  .  است Xحد دنباله هایی از عضو هاي       است که  Rاز شامل همۀ عضو هایی    R=در این صورت  X درR  چگال 

  .است

R,ˆفرض کنید :) ]19[ .ك .ر ( 18-1-1تعریف  Rدو حلقه با فیلترهاي زیر باشد  :  

1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ,I I I I I I⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇K K  

R,ˆاین دو دنباله به حلقه هاي R ،ساختار توپولوژیک می دهند و بعلاوه فرض کنید ˆ: R Rϕ  یک  همریختی حلقه اي →

)جفت . باشد , )R ϕ
  :  گفته می شود هرگاه شرایط زیر برقرار باشدRکامل شده ي، (

  1( R̂کامل باشد .  

   2( 
1

ker n
n

Iϕ
=

∞
= I.  

    3( ( )Rϕدر R̂چگال باشد  .  

)ˆ، n به ازاي هر)4     ) ( )n nI R Iϕ ϕ= I.  

] دلخواه و  ۀ یک حلق  R فرض کنید : 19-1-1مثال   ]1, , nR S x x= K. 1 فرض کنید, , nI x x= K .ن صـورت  در ای

   به صورت I نسبت به ایده ال R کامل شده ۀحلق

[ ]1
ˆ , , nR S x x =  K  

]آن  که در. است ]1, nS x x  K1 سریهاي توانی صوري از ۀ همان حلق, , nx xK با ضریبهاي متعلق به Sاست .   

1 نیم موضعی وۀ حلقیک Rفرض کنید : 20-1-1قضیه  2, , , rm m mKۀ ایده الهاي ماکسیمال حلق Rاگر .  باشد

( )I rad R= آنگاه براي ،R̂ة یعنی کامل شد R نسبت به Iداریم  :  

2
ˆ ˆ ˆ ˆ .

i rm m mR R R R≅ × × ×L  
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  ].20-5-2 ,5. [ك.  ر:اثبات

A,فرض کنید :21-1-1قضیه  Bدو  R-مدول باشند در این صورت   

 i (( , )RHom B−            0 یک فانکتور پادورد دقیق چپ است یعنی اگر 0L M N→ → → →    یـک         

      :  همریختی ها باشد آنگاه-R مدولها و-R کوتاه از دقیقدنبالۀ

0 ( , ) ( , ) ( , )R R RHom N B Hom M B Hom L B→ → →  

  .  همریختی ها می باشد-R مدولها و - R دقیق از ۀ یک دنبال

ii( RA ⊗ 0 یک فانکتور دقیق راست است یعنی اگـر        − 0L M N→ → → →    ـ    دقیـق  ۀ یـک دنبال

   : همریختی ها باشد آنگاه-Rمدولها و -Rازکوتاه 

0R R RA L A M A N⊗ → ⊗ → ⊗ →  

  .  همریختی ها می باشد-R مدولها و -R دقیق از ۀ  یک دنبال

  .]7[ .ك. ر:   اثبات

1ري باشد و   نوت ۀ یک حلق  Rفرض کنید  :22-1-1 قضیه 2,P P اول ل دو ایده ا R در این صـورت گـزاره هـاي زیـر      . باشند

  : دمعادلن

  1( 2 1P P⊆.  

  2( 2 1( ( / ) , ( / )) 0RHom E R P E R P ≠.  

  .]22-4 ,19[ . ك.ر : اثبات 

)این صورت باشد درRۀحلق از  یک ایده ال اولPفرض کنید  :23-1-1قضیه   / )E R P داراي ساختار یک PR- مدول 

   یکریختیاست و بعلاوه 

( / ) ( / )P PE R P E R P R≅   

  .  مدول ها برقرار است-PRاز 

  .] 6 – 5 ,19[ .ك .ر :اثبات

  : گزاره هاي زیر معادلند. باشد   m موضعی با ایده ال ماکسیمالۀ یک حلقR فرض کنید:24-1-1 نتیجه
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 1(Rدر توپولوژي طبیعی خودش کامل است .  

)هر خودسانی از      )2   / )E R m  ،   یعنی هر عضو از( ( / ) , ( / ) )Hom E R m E R m        را مـی تـوان یـک همریختـی

  . در نظر گرفتRتعریف شده بوسیله ي ضرب در یک عضو از

   .]19 [.ك .ر :اثبات

 مـدولها گـوییم   – R را یک هم مولد در کاتـاگوري  C. مدول باشد – R یک Cفرض کنید   :) ]1[ .ك . ر  (25-1-1تعریف  

ــوان هــر    ــر بت ــدول  – Rاگ ــسخه هــایی از     M م ــارجی ن ــک حاصلــضرب خ ــشاندC را در ی  ،]16-1,18[بر بنــا.  ن

( )
( / )

m Max R
E R m

∈
، ]19-1,18[  مدولها و با توجه به   – Rیک هم مولد در کاتاگوري      ⊕

( )
( / )

m Max R
E R m

∈
 یک هـم  ⊕

  . شند مدولها می با– Rمولد انژکتیو در کاتاگوري 

  :  گزاره هاي زیر معادلندC مدول – Rک براي ی: 26-1-1قضیه 

1( C  یک هم مولد در کاتاگوريR –مدولها است  .  

) مدولها اگر – R در کاتاگوري fبراي هر همریختی  )2 ), 0RHom f c 0f آنگاه = = . 

  .]14-18 ,1[ .ك .ر: اثبات

0 مدول غیر صـفر و – R یک Aهمچنین فرض کنید    .  باشد  یک هم مولد انژکتیو    E  فرض کنید  :27-1-1 تبصره a A≠ ∈ 

: همریختی – Rدر این صورت یک . باشد A Eϕ → چنان موجود است که ( ) 0aϕ ≠.   

0فرض کنید : اثبات a A≠ f: و ∋ Ra A→0چون .  همان نگاشت شمول باشدf   پس . ≠

( , ) : ( , ) ( , )Hom f c Hom Ra E Hom A E→  

)حال اگر . غیر صفر است , ) 0Hom Ra E )بدیهی است که . = , ) 0Hom f c )پس . = , ) 0Hom Ra E این . ≠

: همریختی – Rنتیجه می دهد که یک  Ra Eθ → وجود دارد که ( ) 0aθ  انژکتیو است با توجه Eاکنون از اینکه . ≠

  به دیاگرام جابه جایی 

0
0 0

Ra A

E
θ ϕ

⊆→ →

≠ ↓ ≠[  
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A:نتیجه می گیریم که  Eϕ → چنان موجود است که ( ) 0aϕ ≠.■  

 M اکیـد از زیـر مـدولهاي    ةمقصود از زنجیر.  مدول باشد– R یک M فرض کنید :) ]7-33 ,17[. ك .ر ( 28-1-1 تبصره

   صعودي چون زنجیره اي متناهی و اکیدا

0 1 1n nM M M M−⊂ ⊂ ⊂ ⊂L  

0 است که M از زیر مدولهاي  0M nM و= M= .یعنی ، در این زنجیره⊃تعداد علامت هاي  اکید ةطول این زنجیر 

  .)  استn اکید فوق برابر ةلذا طول زنجیر. ( یکی کمتر از تعداد جمله هاي آن است

   چون M اکید از زیر مدولهاي ةهر زنجیر

0 1 10 n nM M M M M−= ⊂ ⊂ ⊂ ⊂ =L  

,1 اگر به ازاي هرمی گوییم  M را سري ترکیبی ,i n= K ،1/i iM M  را از M مدول – R.  مدول ساده باشد– R یک −

  . گوییم اگر داراي سري ترکیبی باشدطول متناهی 

  . استn از طول Mدر این صورت هر سري ترکیبی .  باشدn داراي یک سري ترکیبی از طول Mاگر : 29-1-1قضیه 

   .]17[ .ك .ر: اتاثب

    مدول-R با طول متناهی است اگر و تنها اگر  M در این صورت . مدول باشد-R یکMفرض کنید : 30-1-1قضیه 

M  باشد نوتري و آرتینی هم  .  

   .] 7 – 36 ,17[. ك . ر:اثبات

 نیز یک فانکتور پادورد D مدولهاي با طول متناهی و-R رستۀ ζ حلقۀ نوتري باشد وRفرض کنید :31-1-1قضیه 

) به خودش باشد و ζ خطی از-Rدقیق چپ  )
( )

/
m Max R

E E R m
∈

= در این صورت .  باشدRوانژکتی یک هم مولد ⊕

  : گزاره هاي زیر معادلند

(i  هر برايM ζ∈ ،( )DD M M≅.    

ii( فانکتور D  ماکسیمال  دقیق است و براي هر اید ه الmاز حلقۀ  R  ،  

( / ) / .D R m R m≅  

iii(براي هر M ζ∈  ،( ) ( , )RD M Hom M E≅.  
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   .]6 [.ك .ر :اثبات

N,فرض کنید :32-1-1لم  E E با تولید متناهی وM فرض کنیدهمچنین.  مدول باشند- M ،R و ′ در  انژکتیو باشد ′

  : این صورت

( , ) ( ( , ) , ).R R R RM Hom N E Hom Hom M N E′ ′⊗ ≅  

   .] 2 – 2 ,16[ .ك .ر :اثبات

  کنید همچنین فرض. مدول باشد-Rیک  M  نوتري وۀ یک حلق Rدفرض کنی: 33-1-1تعریف 

( )
( )

/
m Max R

E E R m
∈

= )مدولدر این صورت . ⊕ ) ( , )RD M Hom M E=را دوگان ماتلیس M   میم می نا .  

M,و  نوتري باشدۀ یک حلقRفرض کنید: 34-1-1نتیجه  N،R- فرض کنیدهمچنین . مدول باشندMیک R- مدول 

  : در این صورت با تولید متناهی باشد

( ) ( ( , ) ).R RM D N D Hom M N⊗ ≅  

).  باشدR ۀ  ایده الهاي حلقJ و Iفرض کنید : ) ]17[ .ك .ر ( 35-1-1تعریف  ):I J به صورت   

( ) { }: : .I J a R a J I= ∈ ⊆  

) کهروشن است. تعریف می شود ):I J ایده ال R است و ( ):I I J⊆ .0لت خاص ادر حI = ،  

( ) { } { }0: : 0 : 0 , .J a R a J a R ab b J= ∈ = = ∈ = ∀ ∈  

RAnn نامیده می شود و با Jپوچساز  Jنمایش داده می شود .  

) و R ۀلهایی از حلق ایده اJ و I کنید فرض : 36-1-1قضیه  )I λ λ∈Λ خانواده اي از ایده الهاي R ،رتدر این صو باشد:  

( : ) ( : ).J I J Iλ λ
λ λ∈Λ ∈Λ

=∑ I  

   .]17[ .ك .ر :اثبات

/در این صورت حلقۀ . مدول نوتري باشد -R یکMفرض کنید: 37-1-1لم  ( )RR Ann Mیک حلقۀ نوتري است  .  

  .]17[ .ك .ر :اثبات

 را یک ایده ال اول R از حلقۀ P مدول باشد، ایده ال اول-R یک Mفرض کنید :) ]17[ .ك . ر( 38-1-1تعریف 

)چنان موجود باشد بطوریکه xمانند  M مدول-R از  گویند هرگاه عضو غیر صفريMوابسته به )RP Ann x= .  
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 چنان موجود xانند  مM گوییم اگر عضو غیر صفري از M مدول  – R را یک ایده ال وابسته ضعیف        Pهمچنین ایده ال اول     

) عضو مینیمال از   Pباشد که    ( ))RV Ann xۀ تمام ایده الهاي اول وابستۀمجموع.  باشد M را با ( )RAss Mۀ و مجموع ـ 

) را با M ضعیف از ۀتمام ایده الهاي اول وابست )RAss M%نشان می دهیم  .  

0M  در این صورت .مدول باشد - RیکM    نوتري وۀ یک حلقR رض کنیدف :39-1-1قضیه   اگر و تنها اگر ≠

( )RAss M ≠ ∅.   

   .] 9 – 35 ,17 [.ك .ر :اثبات

 Mیه در  اولۀ داراي یک تجزیM از Nزیر مدول .  مدول باشد– R یک Mفرض کنید که : ) ]17[ .ك . ر( 40-1-1تعریف 

  فرض کنید .  باشدM برابر اشتراك تعداد متناهی از زیر مدول هاي اولیه Nاست اگر 

1 2 .nN Q Q Q= I I K I  

1 باشد که در آن به ازاي هر         N اولیه   ۀیک تجزی  i n≤ ≤  ،iQ   یک زیر مدول iP-ه  اولیMۀاین تجزیه یک تجزی.  است 

  :  است اگرN کمین ۀاولی

1( 1 2, , , nP P PK دو به دو متمایز باشند و   

2( 
1

n

i j
i

Q Q
=

⊄I  بطوریکه  i j≠   1و به ازاي هر, 2...,i n= .  

  مدول نوتري باشد آنگاه – R یک M نوتري یا ۀ یک حلقRاگر . اشد مدول ب- Rیک  Mفرض کنید :41-1-1قضیه 

( ) ( )R RAss M Ass M=%.  

  .]1-2 ,(b)1-1 ,20[ .ك .ر :اثبات

) اولیه باشد در این صورتۀ داراي یک تجزیMمدول  – Rاگر زیر مدول صفر از : 42-1-1لم  )RAss M%ۀ یک مجموع 

) مدول نوتري باشد در این صورت– R یک Mگر متناهی است بخصوص ا )RAss M%متناهی است  .  

  .]4-1 ,20[ .ك .ر: اثبات

    نوتري و دنبالۀ جابه جاییقۀ  یک حلRفرض کنید : 43-1-1 لم

0 0L M N→ → → →  

  : در این صورت  . باشد همریختها -R وها مدول-Rدقیق کوتاه ازیک دنبالۀ 
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( ) ( ) ( ) ( ).R R R RAss L Ass M Ass L Ass N⊆ ⊆ U  

   .] 9 – 42 ,17[ .ك . ر:اثبات

) را با M در این صورت تکیه گاه . مدول باشد– R یک Mفرض کنید : 44-1-1 تعریف )RSupp M نشان داده و آن را 

   صورت به

{ }( ) ( ) : 0 .R pSupp M P Spec R M= ∈ ≠  

  . تعریف می کنیم

براي هر ایده ال اول ل با تولید متناهی باشد، و مد– R یک M یک حلقه و Rفرض کنید : 45-1-1قضیه 

( )Rp Supp M∈ یک R – همومورفیسم منحصر به فرد : /W M R P→وجود دارد  .  

  .]chap2, section4.4, prop2 ,3[ .ك. ر: اثبات

  : ا تولید متناهی باشد در این صورت مدول ب– R یک Mفرض کنید  :46-1-1لم 

{ }( ) ( ) : (0 : ) ( ( ) ).R R RSupp M P spec R P M V Ann M= ∈ ⊇ =  

 را به صورت زیر تعریف R ۀ روي حلقPدر این صورت ارتفاع .  باشدR یک ایده ال اول Pفرض کنید : 47-1-1تعریف 

  : می کنیم 

{ }0 1( ) sup : .R nht P n P P P P= ∈ ∃ ⊂ ⊂ ⊂ =¥ K  

 فـوق  ۀ ختم می شوند گرفته می شـود مـشروط بـر اینکـه مجموع ـ    P که به R روي طول تمام زنجیر ایده الهاي اول     supکه  

)کوچکترین کران بالا داشته باشد در غیر این صورت  )Rht P تعریف می کنیم∞ را برابر  .  

)dim را با نماد R بعددر این صورت.  یک حلقۀ جا به جایی و یکدار باشدRفرض کنید :48-1-1تعریف  )R نشان 

   :تعریف می کنیم و به صورت زیر می دهیم

{ }dim( ) sup ( ): ( ) .RR ht P P spec R= ∈  

,1وتري نیم موضعی با ایده الهاي ماکسیمال         ن ۀ یک حلق  Rفرض کنید   : 49-1-1تبصره   , nm mK  همچنـین فـرض    .  باشـد

کنید
1

( / )
n

i
i

E E R m
=

=    که در آن ⊕

 )                                          n  بار(  nE E E E= ⊕ ⊕K
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تنهـا اگـر عـدد طبیعـی     ، اگـر و    آرتینی اسـت   M   مدول – R در این صورت  .  مدول باشد  – R یک   M  فرض کنید  همچنین

1n    ،موجود باشد بطوریکه ≤

nM E⊂  

  . )  بنشانیم nE را می توانیم در Mمنظور این است که ( 

nM فرض کنیم  :اثبات E⊂  ، 9-1-1 ۀبنابر قضی  ،E       آرتینی اسـت لـذا nE    از ایـن رو    .  آرتینـی اسـتM  آرتینـی اسـت  .

 27-1-1 بصرةلذا طبق ت.  یک هم مولد انژکتیو استE،  25-1-1طبق تعریف   .  آرتینی و ناصفر باشد    Mفرض کنیم   ،  برعکس

ــ ــر صــفر از  ۀمجموع ــاي غی ــه M همریختــی ه ــ.  مخــالف تهــی اســتE ب ــون مجموع ــا اکن  همــه نگاشــتهاي ممکــن ۀم

: nf M E→ 1 بطوریکهn ،  هسته هاي این نگاشتهاۀاین مجموع، بنابر آرتینی استMچون . در نظر می گیریمرا  ≤

:لذا می توانیم    . داراي عضو مینیمال است    nf M E→   که  نیمادعا می ک  .  مینیمال پیدا کنیم   ۀ، را با هست f ـ  ک  یک بـه ی

kerxلـذا بـراي   .  یک بـه یـک نباشـد       f فرض کنید  .است f∈   0 وx  نگاشـت   27-1-1 ة تبـصر  بـا در نظـر گـرفتن      ،  ≠

:g M E→ موجود است که ( ) 0g x   ، قرار می دهیم. ≠

                                                      ( , ): .nh f g M E E= → ⊕   

kerxدر این صورت چون    f∈ و kerx g∉  ،  بنابراینker kerh f⊂     و این با مینیمال بودن ker fدر تناقض است  .

                                                                                 ■. می توان نشاندnEدر می توان را Mیک به یک است و   f لذا 

0M را ثانویه گوینـد هرگـاه       M مدول   – R :)]7-2-4,1. [ك .ر(  50-1-1تعریف   r و بـراي هـر   ≠ R∈  همریختـی ،

:r M Mϕ ) با تعریف    → )r m rmϕ rMیعنی  .  پوشا یا پوچ توان باشد     = M=   یا n اي در N  وجود داشته باشـد 

0nrبطوریکه M ) یک مدول ثانویه باشد آنگاه        Mاگر  . = )RAnn M P=      یک ایده ال اول R است در این صورت 

M را یک R – مدول P – گوییم ثانویه .   

 مدول ثانویه مانند – R برابر جمع تعداد متناهی M مدول – Rاگر : )]7-2-4,2 [.ك .ر ( 51-1-1تعریف 
1

k

i
i

M N
=

= ∑ 

فرض کنید در.  داراي یک نمایش ثانویه استMباشد آنگاه گوییم  
1

k

i
i

M N
=

= 1ربه ازاي ه ـ ∑ i k≤ ≤،iN  مـدول  یـک 

iP- ثانویه باشد در این صورت
1

k

i
i

M N
=

=   :  گوییم هر گاهM مینیمال براي ۀ را یک نمایش ثانوی∑


