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چͺیده

ارائه زمان به نسبت کاپاتو کسری مشتق با (انتشار) پخش معادله�ی حل برای شبͺه�بندی بدون روش دو پایان�نامه، این در

روش در مͬ�شود. استفاده کاپاتو کسری مشتق گسسته�کردن برای پیشرو تفاضل تقریب از روش دو هر در است. شده

مورد در پژوهش اولین روش این که مͬ�پردازیم، کسری (انتشار) پخش معادله�ی حل به کانسا روش از استفاده با اول

و دلخواه نقاط در مجهول تابع مقادیر بین دوم روش در مͬ�باشد. کانسا روش از استفاده با معادلات از دسته این حل

خواهیم معادله حل به آمده به�دست رابطه�ی از استفاده با که مͬ�آوریم، به�دست را رابطه�ای درونیابی نقاط در آن مقادیر

از استفاده با و مͬ�شود گرفته نظر در شعاعͬ پایه�ای توابع از خطͬ ترکیب به�صورت جواب روش دو هر در پرداخت.

به�دست با که شد خواهد حاصل معادلاتͬ دستگاه نهایت در مͬ�پردازیم. معادله حل به دامنه�ای و مرزی نقاط در هم�محلͬ

هر در و دلخواه نقطه�ی هر در را مجهول تابع مقادیر مͬ�توان آن�ها جایͽذاری و زمانͬ پله�ی هر در مجهول ضرایب آوردن

کرد. تعیین زمانͬ گام

کسری مرتبه از جزیی دیفرانسیل معادلات کسری، حسابان شعاعͬ، پایه�ای توابع شبͺه، روشبدون کلماتکلیدی:



مطالب فهرست

ت مطالب فهرست

ج جداول لیست

چ تصاویر لیست

١ پیش�نیازها و مقدمات ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزیی دیفرانسیل معادله ١.١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان در خاص توابع ٢.١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع ١.٢.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا تابع ٢.٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میتاگ-لفلر تابع ٣.٢.١

۶ شبͺه بدون روش�های ٢

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع ١.٢

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونیابی مساله جواب یͺتایی ١.١.٢

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع به�وسیله�ی تقریب ٢.١.٢

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتقارن هم�محلͬ روش ٢.٢

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن هم�محلͬ روش ٣.٢

١۶ زمانͬ وابسته�ی معادلات حل ٣

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ وابسته�ی معادلات حل برای کانسا نامتقارن هم�محلͬ روش ١.٣

٢٠ . . . . . . . . هم�محلͬ روش و شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با زمانͬ وابسته�ی معادلات حل ٢.٣

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سهموی معادلات حل ١.٢.٣

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هذلولوی معادلات حل ٢.٢.٣

٢٣ . . . . . . . . . شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با انتگرالͬ شرایط با بعدی ͷی موج معادله حل ٣.٣

ت



٢٩ کسری حسابان ۴

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرونوالد-لتنیͺوف تعریف ١.۴

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل تعریف ٢.۴

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاپاتو تعریف ٣.۴

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری دیفرانسیل معادلات ۴.۴

۴۴ شبͺه بدون روش�های از استفاده با کسری مرتبه�ی از (انتشار) پخش معادله�ی حل ۵

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه�ی از پخش معادله�ی گسسته�سازی ١.۵

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایی و پایداری ١.١.۵

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه از (انتشار) پخش معادله�ی حل برای کانسا روش ٢.۵

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه از پخش معادله�ی حل برای شبͺه بدون روش ͷی ٣.۵

۵٧ عددی نتایج ۶

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال�های ١.۶

۶۶ مراجع

ث



جداول لیست

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معروف شعاعͬ پایه�ی توابع از تعدادی ١.٢

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . δt = ۰٫ ۰۱ برای (۰٫ ۵, ۰٫ ۵) نقطه در ١.۶ مثال عددی نتایج ١.۶

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . δt = ۰٫ ۰۰۱ برای (۰٫ ۲, ۰٫ ۲) نقطه ١.۶در مثال عددی نتایج ٢.۶

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . δt = ۰٫ ۰۰۱ برای (۰٫ ۶, ۰٫ ۶) نقطه ١.۶در مثال عددی نتایج ٣.۶

۶١ . . . . . . . . . . . . t = ۰٫ ۵ و (۰٫ ۵, ۰٫ ۵) نقطه�ی در دوم روش ١.۶برای مثال R مقادیر ۴.۶

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . δt = ۰٫ ۰۱ برای (۰٫ ۴, ۰٫ ۴) نقطه ٢.۶در مثال عددی نتایج ۵.۶

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . δt = ۰٫ ۰۰۱ برای (۰٫ ۳, ۰٫ ۳) نقطه ٢.۶در مثال عددی نتایج ۶.۶

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . δt = ۰٫ ۰۰۱ برای (۰٫ ۸۵, ۰٫ ۸۵) نقطه ٢.۶در مثال عددی نتایج ٧.۶

۶٣ . . . . . . . . . . . t = ۰٫ ۵ و (۰٫ ۷۵, ۰٫ ۷۵) نقطه�ی در اول روش ٢.۶برای مثال R مقادیر ٨.۶

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . δt = ۰٫ ۰۱ برای x = ۰٫ ۳ نقطه ٣.۶در مثال عددی نتایج ٩.۶

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . δt = ۰٫ ۰۰۵ برای x = ۱٫ ۰۲ نقطه ٣.۶در مثال عددی نتایج ١٠.۶

ج



تصاویر لیست

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . δx = δy = ۰٫ ۱ برای درونیابی نقاط یͺنواخت توزیع ١.۶

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . δx = δy = ۰٫ ۰۵ برای درونیابی نقاط یͺنواخت توزیع ٢.۶

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ گام حسب بر دوم روش خطای نرم نمودار ٣.۶

چ



مقدمه
بوده ریاضیدانان توجه مورد قبل مدت�ها از صحیح مرتبه�ی انتگرال و مشتق از تعمیمͬ عنوان به کسری انتگرال و مشتق

مͬ�نویسد لایبنیتس به نامه�ای ٢طͬ هوپیتال ١۶٩۵ سال در داد. نسبت لایبنیتس١ به مͬ�توان را آن پیدایش تاریخ است.

اشاره نامتناهͬ سری�های و مشتقات بین رابطه�ی به او پاسخ در لایبنیتس مͬ�شود؟ توجیه چͽونه n =
۱

۲
برای dny

dxn
که

تعمیم لایبنیتس از بعد داشت. دربرخواهد مفیدی نتایج روزی که مͬ�داند چیزی از آشͺار تناقض ͷی را این و مͬ�کند

،(١٧٣٠) اویلر٣ جمله از بسیاری ریاضیدان�های توجه مورد (کسری) غیرصحیح به صحیح مرتبه�ی انتگرال و مشتق

،(١٨۶٧) گرونوالد٩ ٨،(١٨۴٧) ریمان ،(١٨٣٢) لیوویل٧ ،(١٨٢٢) فوریه۶ ،(١٨١٢)۵ لاپلاس ،(١٧٧٢) لاگرانژ۴

انتگرال و مشتق برای که تعاریفمختلفͬ میان از گرفت. قرار (١٩۶٧) کاپاتو١٢ و (١٩١٧) ویل١١ ،(١٨۶٨) لتنیͺوف١٠

برخوردار بیشتری اهمیت از کاپاتو و ریمان-لیوویل گرونوالد-لتنیͺوف، تعاریف است شده ارائه غیرصحیح مرتبه�ی

امروزه کرد. دنبال [۳۵,۳۳,۳۲,۳۰,۱۹,۹] مرجع کتب در مͬ�توان را تعاریف این مورد در کلͬ بحث هستند.

کسری، حسابان از گرفتن الهام با است. شده شناخته کسری” ”حسابان عنوان تحت غیرصحیح مرتبه�ی انتگرال و مشتق

غیره و شیمیایی ،ͬͺفیزی پدیده�های از بسیاری مدل�سازی و توصیف برای کسری مرتبه�ی از جزیی دیفرانسیل معادلات
١٣ کسری معمولͬ دیفرانسیل معادلات به�وسیله مͬ�تواند علوم و مهندسͬ در مسائل از بسیاری فرمول�بندی شدند. ظاهر

مهندسͬ در پدیده�ها از بسیاری که آن�جا از شود. بیان (FPDE) ١۴ کسری جزیی دیفرانسیل معادلات یا (FODE)

محققان توجه کسری، دیفرانسیل حساب برای شبیه�سازی و عددی مدل�های مͬ�شوند، معین FPDEs توسط ͷفیزی و

١Leibnitz
٢Hopital
٣Euler
۴Lagrange
۵Laplace
۶Fourier
٧Liouville
٨Reiman
٩Grunwald
١٠Letnikov
١١Wyle
١٢Caputo
١٣Fractional ordinary differential equations
١۴Fractional partial differential equations



محاسبات و ͬͺانیͺم محاسبات در جدید موضوع ͷی این حاضر حال در .[۱۸,۳,۱,] است کرده جلب خود به را

معادله ،١٧ پخش-وزشکسری معادله کسری١۶، انتشار معادله مانند ١۵ کسری جنبشͬ معادلات .[۴۲] مͬ�باشد ریاضͬ

مͬ�باشند حمل�و�نقل ͷدینامی توصیف برای مناسب و مفید معادلاتͬ ١٩ کسری کابل معادله ، ١٨ کسری فوکر-پلانک

زیادی اهمیت از معادلات این�گونه حل کسری جزیی دیفرانسیل معادلات اساسͬ نقش به توجه با .[۴۱,۳۶,۲۸,۲۷,]

آمده به�دست فوریه و لاپلاس تبدیلات از استفاده با تحلیلͬ جواب�های معادلات این�گونه از برخͬ برای است. برخوردار

روش�های به باید آن�ها حل برای این�رو از نیست. ممͺن معادلاتͬ چنین برای تحلیلͬ جواب یافتن همیشه اما .[۲] است

دو) هر یا فضا یا زمان مورد (در مشتق مرتبه�ی صحیح، مرتبه جزیی دیفرانسیل معادلات برخلاف آورد. روی عددی

منجر که است. (۱٫ ۵ یا ۰٫ ۵ مرتبه (مثلا کسری مرتبه�ی ͷی دیͽر، عبارت به نیست. صحیح عدد ͷی FPDE در

صحیح مشتق مرتبه با PDE برای موجود عددی شبیه�سازی روش�های زیرا مͬ�شود. عددی شبیه�سازی در مشͺلاتͬ به
متناه٢١ͬ عناصر روش و [۲۶,۲۴] (FDM) متناه٢٠ͬ تفاضلات روش به�وسیله FPDEs حاضر، حال در هستند.

بوده دامنه�ای شبͺه�بندی روش�های رده�ی به متعلق روش�ها این مͬ�شوند. حل به�صورتعددی [۳۴,۱۳,۱۲] (FEM)

و شده زیاد محاسبات حجم که مͬ�شوند سبب شبͺه�بندی�ها این هستند. معادله دامنه�ی و مرز روی شبͺه�بندی نیازمند و

شبͺه�بندی�ها این به�کارگیری همچنین مͬ�شود. روش�ها پیاده�سازی از حاصل ماتریس�های حجم افزایش باعث خصوصا

شبͺه�بندی روش�های توسعه برای مانعͬ کاستͬ�ها و مشͺلات این است. دشوار کاری نامنظم هندسͬ نواحͬ روی بر

ساده دامنه�های با بعدی دو و بعدی ͷی مسائل به مربوط زمینه این در شده انجام پژوهش�های اکثر مͬ�شود. محسوب

مشͺلات از جلوگیری برای اخیر سال�های در مͬ�باشند. محدود دیریͺله مرزی شرایط و مستطیل) و مربع مثال (به�عنوان

ندارد وجود مرز و دامنه گسسته�سازی به نیازی روش�ها این در یافته�اند. توسعه و آمده به�وجود بدون�شبͺه روش�های فوق،

سال در بار اولین بدون�شبͺه روش�های مͬ�پردازند. دیفرانسیل معادلات حل به پراکنده نقاط تعدادی از استفاده با فقط و

نمود: خلاصه زیر به�صورت مͬ�توان را بدون�شبͺه روش�های مزیت�های .[۱۷] گردید ٢٢ارائه کانسا توسط ١٩٩٠

ندارد. نیازی مرز و دامنه گسسته�سازی -به

است. مشابه سه�بعد و دوبعد در مسائل برای آن�ها -فرمول�بندی

است. شبͺه�بندی شامل روش�های برای برنامه�نویسͬ از ساده�تر روش�ها این برای -برنامه�نویسͬ

است. پیچیده FEM و FDM متداول روش�های برای که مͬ�باشند نامنظمͬ هندسͬ نواحͬ در مسائل حل به -قادر

پژوهش�های حاضر حال در است. FPDEمناسب�تر عددی برایحل بدون�شبͺه روش�های شده، گفته مزایای به توجه با

حال در همچنان مساله این و است شده گزارش شبͺه بدون روش�های به�وسیله�ی FPDEs بررسͬ مورد در محدودی

است. توسعه

١۵Fractional kinetic equation
١۶Fractional diffusion equation
١٧Fractional advection-diffusion equation
١٨Fractional Fokker-Planck equation
١٩Fractional cable equation
٢٠Finite differnce method
٢١Finite element method
٢٢Kansa

خ



جزیی٢٣ دیفرانسیل معادلات با آشنایی برای نیاز مورد مقدمات اول فصل در است. فصل شش بر مشتمل پایان�نامه این

کسری حسابان در کلیدی نقش که میتاگ-لفلر٢٧) و بتا٢۶ (گاما٢۵، ریاضͬ ٢۴در خاص توابع از مهم نوع سه همچنین و
نامتقارن٢٨ هم�محلͬ شبͺه�ی بدون روش دو و پرداخته شبͺه بدون روش�های معرفͬ به دوم فصل در مͬ�شود. بیان دارند،

زمانͬ وابسته�ی معادلات حل برای شبͺه بدون روش توضیح به سوم فصل در مͬ�شود. داده شرح متقارن٢٩ هم�محلͬ و

حل برای شبͺه بدون روش ͷی همچنین مͬ�شود. داده شرح هذلولوی٣١ و سهموی٣٠ معادلات برای و مͬ�شود پرداخته

مفهوم به صحیح مرتبه�ی انتگرال و مشتق مفهوم چهارم فصل در مͬ�شود. بیان نیز انتگرالͬ شرایط با هذلولوی معادله�ی

و مشتق برای کاپاتو و ریمان-لیوویل گرونوالد-لتنیͺوف، تعاریف و مͬ�شود داده تعمیم کسری مرتبه�ی انتگرال و مشتق

مͬ�شود. پرداخته یͺدیͽر با آن�ها رابطه�ی و تعاریف این از خواصͬ بیان به همین�طور مͬ�شود. ارائه کسری مرتبه انتگرال

فصل در مͬ�شود. ارائه زمان روی کسری مرتبه�ی مشتق با پخش معادله�ی حل برای شبͺه بدون روش دو پنج فصل در

مͬ�شود. بررسͬ معادلات نوع این حل برای روش دو این کارایی آن�ها از حاصل عددی نتایج و مثال چند ارائه�ی با شش

٢٣Partial differential equation
٢۴Special functions
٢۵Gamma function
٢۶Beta function
٢٧Mittag-leffler function
٢٨Unsymmetric collocation method
٢٩Symmetric collocation method
٣٠Parabolic
٣١Hyperbolic
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١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

جزیی دیفرانسیل معادله ابتدا مͬ�کنیم. استفاده آن�ها از بعدی فصل�های در که مͬ�پردازیم مفاهیمͬ بیان به فصل این در

نقش که را توابع این خواص برخͬ و مͬ�شود معرفͬ میتاگ-لفلر و بتا گاما، توابع ادامه در مͬ�شود، معرفͬ آن انواع و

مͬ�کنیم. یادآوری دارند، کسری حسابان در مهمͬ

جزیی دیفرانسیل معادله ١.١

مستقل. متغیرهای به نسبت آن جزیی مشتقات و مجهول تابع ͷی شامل است معادله�ای جزیی، دیفرانسیل معادله ͷی

مͬ�باشد زیر به�صورت جزیی دیفرانسیل معادله ͷی کلͬ شͺل

f(x, y, ..., u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
, ...,

∂۲u

∂x۲
,
∂۲u

∂y۲
, ...) = ۰

همچنین است، مستقل متغیرهای از u مجهول تابع و x, y, . . . مستقل متغیرهای شامل معادله این

مͬ�باشند. u جزیی مشتقات ∂u
∂x
,
∂u

∂y
,
∂۲u

∂۲x
, ...

غیراین�صورت در شوند، ظاهر معادله در به�صورتخطͬ همه�یمشتقاتآن وابسته�یuو متغیر استهرگاه خطͬ معادله این

را هستند خطͬ موجود مرتبه�ی بالاترین به نسبت تنها که معادلات از دسته آن گویند. غیرخطͬ را دیفرانسیل معادله

است. معادله در موجود جزیی مشتق مرتبه�ی بالاترین جزیی، دیفرانسیل معادله ͷی مرتبه�ی گویند. شبه�خطͬ معادلات

است زیر شͺل به معادله�ای خطͬ متغیره�ی دو دوم مرتبه جزیی دیفرانسیل معادله ͷی

a
∂۲u

∂x۲
+ b

∂۲u

∂x∂y
+ c

∂۲u

∂y۲
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu+ g = ۰ (١.١)

x هر به�ازای g(x, y) تابع هرگاه هستند. yو x مستقل متغیرهای از توابعͬ یا ثابت�ها g و f, e, d, c, b, a ضرایب که

گویند. ناهمͽن را معادله این�صورت غیر در و گویند همͽن را (١.١) معادله� باشد، صفر برابر yو

مͬ�شوند: تقسیم زیر دسته�ی سه به بعدی دو دوم مرتبه�ی جزیی دیفرانسیل معادلات کلͬ حالت در

١



١مͬ�نامند. بیضوی را معادله باشد b۲ − ۴ac < ۰ ١)اگر

مͬ�نامند. سهموی را معادله باشد b۲ − ۴ac =٠ ٢)اگر

مͬ�نامند. هذلولوی را معادله باشد b۲ − ۴ac > ۰ ٣)اگر
پواسون٢ معادله بعدی دو بیضوی معادلات معروف�ترین

∂۲u

∂x۲
+
∂۲u

∂y۲
+ g = ۰,

٣ لاپلاس معادله�ی و
∂۲u

∂x۲
+
∂۲u

∂y۲
= ۰,

شارش سرعت پتانسیل مثال عنوان به مͬ�شوند. ۵مطرح پایدار حالت مسائل ۴یا تعادل مسائل با ارتباط در که هستند

مستقل پارامتر ͷی عنوان به را t که مسائلͬ مͬ�کند. لاپلاسصدق معادله�ی در غیرچسبناک ناپذیر تراکم مایع ͷی پایدار

معادله�ی زمان۶مͬ�گویند. به وابسته معادلات را مسائل این مͬ�کنند. ایجاد را هذلولوی یا معادلاتسهموی دربرمͬ�گیرند،

پدیده�های کلͬ به�طور مͬ�شود. ناشͬ گرمایی رسانایی تئوری از که است سهموی معادله�ی ساده�ترین ∂u

∂t
= k

∂۲u

∂x۲

که مسائلͬ یا ارتعاش مسائل از هذلولوی معادلات مͬ�شوند. توصیف سهموی معادلات توسط گرما پخش و شارش

بعدی ͷی موج معادله دو، مرتبه�ی هذلولوی معادله راحت�ترین مͬ�گیرند. سرچشمه مͬ�کنند ایجاد زمان در ناپیوستگͬ

مͬ�شوند. توصیف هذلولوی معادلات توسط موج حرکت و مرتعش دستگاه�های کلͬ به�طور است. ∂
۲u

∂t۲
= c۲∂

۲u

∂x۲

که آن�جایی از عددی. روش�های و تحلیلͬ روش�های دارد: وجود کلͬ روش دو جزیی دیفرانسیل معادلات حل برای

عددی روش�های از عمل در است، غیرممͺن یا پیچیده موارد اکثر در تحلیلͬ روش�های از استفاده با معادلات این حل

مͬ�شود. استفاده

کسری حسابان خاصدر توابع ٢.١

توابع مͬ�باشند. توجه مورد ریاضͬ و ͷفیزی در کاربردی نظر از که مͬ�شود گفته توابعͬ از دسته آن به خاص توابع

ظاهر جزیی و معمولͬ دیفرانسیل معادلات جواب مدل�سازی در و است ریاضیات در قدیمͬ موضوع�های از ͬͺی خاص

مͬ�شوند.

گاما تابع ١.٢.١

تعمیم را n! فاکتوریل تابع گاما، تابع است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از گاما تابع ریاضͬ، خاص توابع مطالعه�ی در

توابع از بعضͬ تعریف در گاما تابع بپذیرد. را مختلط مقادیر حتͬ و غیرصحیح مقادیر مͬ�تواند n به�طوری�که مͬ�دهد،

١Elliptic
٢Poisson’s equation
٣Laplace’s equation
۴Equilibrium Problems
۵Steady-State Problems
۶Time dependent equation

٢



مͬ�شود تعریف زیر به�صورت و مͬ�شود ظاهر ریاضͬ خاص

Γ(z) =

∫ +∞

۰

e−ttz−۱dt, z ∈ C

.[۳۳] همͽراست (Re(z) > ۰) مختلط صفحه راست نیمه�ی در گاما تابع که داد نشان سادگͬ به مͬ�توان

مͬ�پردازیم: گاما تابع خواص از برخͬ بیان به ادامه در

از است عبارت گاما تابع خاصیت مهم�ترین (١

Γ(۱ + z) = zΓ(z). (٢.١)

داریم n طبیعͬ عدد هر برای (٢

Γ(۱ + n) = n!.

٧است. ساده قطب دارای n = ۰,۱,۲, . . . برای z = −n در گاما تابع (٣

است. صفر مخالف همواره گاما تابع (۴

است زیر به�صورت گاما تابع حدی نمایش (۵

Γ(z) = lim
n→+∞

n!nz

z(z + ۱)(z + ۲) . . . (z + n)
.

داریم z غیرصحیح عدد هر برای (۶

Γ(z)Γ(۱ − z) =
π

sin(πz)
.

است برقرار z ̸= ۰,−۱

۲
,−۱, . . . برای است، ٨معروف لژاندر فرمول به که زیر، رابطه�ی (٧

Γ(z)Γ(z +
۱

۲
) =

√
π۲۱−۲zΓ(۲z). (٣.١)

مͬ�کند صدق زیر مجانبی خاصیت در گاما تابع دلخواه b و a هر برای (٨

zb−a Γ(z + a)

Γ(z + b)
= ۱ +O(z−۱).

است تعریف قابل نیز زیر به�صورت گاما تابع (٩

Γ(z) =

∫ ۱

۰

(
ln(

۱

t
)
)z−۱

dt.

شده�است. ارائه [۳۳] در فوق خواص اثبات

مͬ�آید به�دست زیر مفید رابطه�ی (٣.١) رابطه�ی در است، صحیح عدد ͷی n ،که z = n+
۱

۲
دادن قرار با

Γ(n+
۱

۲
) =

√
π(۲n)!

۲۲nn!
. (۴.١)

٧Simple pole
٨Legendre formula

٣



داریم (۴.١) رابطه�ی در n = ۰ دادن قرار با

Γ(
۱

۲
) =

√
π.

داشت خواهیم (٢.١) رابطه�ی در z = −۱

۲
ازای به همچنین

Γ(−۱

۲
) = −۲Γ(

۱

۲
) = −۲

√
π.

تابع از استفاده با تعمیم این دارند. کسری حسابان در مهمͬ نقش حقیقͬ، مقادیر به�ازای
(

α
k

)
دوجمله�ای بسط ضرایب

مͬ�شود: بیان زیر به�صورت گاما

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت k ∈ Z+ و α ∈ R که به�طوری
(

α
k

)
دوجمله�ای بسط )ضرایب

α

k

)
=

(−۱)kΓ(k − α)

Γ(−α)Γ(k + ۱)
=
α(α− ۱)(α− ۲) . . . (α− k + ۱)

k!
.

بتا تابع ٢.٢.١

مͬ�شود. ظاهر ریاضͬ توابع از برخͬ کسری مرتبه�ی انتگرال و مشتق در که است خاصریاضͬ توابع از دیͽر ͬͺی بتا تابع

دارد. گاما تابع با مستقیمͬ ارتباط تابع این

B(z, w) =

∫ ۱

۰

tz−۱(۱ − t)w−۱dt, (Re(z) > ۰, Re(w) > ۰).

است گاما تابع با آن رابطه�ی بیانگر که مͬ�شود تعریف نیز زیر به�صورت بتا تابع

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, (Re(z) > ۰, Re(w) > ۰).

مͬ�پردازیم: بتا تابع خواص برخͬ بیان به حال

نوشت نیز زیر به�صورت مͬ�توان را بتا تابع (١

B(z, w) =

∫ ۱

۰

tz−۱(۱ − t)w−۱dt =

∫ +∞

۰

tz−۱

(۱ + t)z+w
dt = ۲

∫ π
۲

۰

(sin t)۲z−۱(cos t)۲w−۱dt.

است زیر به�صورت بتا تابع از دیͽری نمایش (٢

B(z, w) =

∫ ۱

۰

tz(۱ − t)wdt.

است برقرار بتا تابع مورد در زیر برابری�های (٣

B(z, w) = B(w, z),

B(z, w) = B(z + ۱, w) +B(z, w + ۱),

B(z, w + ۱) =
w

z
B(z + ۱, w) =

w

z + w
B(z, w).

شده�است. ارائه [۳۳] در فوق خواص اثبات

۴



میتاگ-لفلر تابع ٣.٢.١

تابع مͬ�شود. بیان میتاگ-لفلر به�نام تابعͬ برحسب اغلب کسری مشتق با دیفرانسیل معادلات تحلیلͬ جواب�های

مرتبه�ی دیفرانسیل معادلات در و مͬ�شود معرفͬ نیز کسری مرتبه�ی دیفرانسیل معادله ͷی ویژه تابع به�عنوان میتاگ-لفلر

توسط ١٩٠٣ سال در تابع این مͬ�کند. ایفا معمولͬ دیفرانسیل معادلات در نمایی تابع که دارد را نقش همان کسری

شده�است. معرفͬ z ∈ C برای زیر شͺل به سوئدی ٩ریاضیدان میتاگ-لفلر

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت α > ۰ برای Eα(z) میتاگ-لفلر تابع

Eα(z) =
+∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱)
, ∀z ∈ C.

است زیر به�صورت α, β > ۰ برای میتاگ-لفلر یافته�ی تعمیم تابع همچنین

Eα,β(z) =
+∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + β)
, ∀z ∈ C.

مͬ�کنیم بیان را میتاگ-لفلر تابع خواص برخͬ حال

مͬ�کند صدق زیر رابطه�ی در میتاگ-لفلر یافته�ی تعمیم تابع |z| < ۱ برای (١∫ +∞

۰

e−ttβ−۱Eα,β(tαz)dt =
۱

۱ − z
.

است زیر به�صورت میتاگ-لفلر ١٠تابع لاپلاس تبدیل (٢

L{Eα(atα)} =
sα−۱

sα − ۱
, s > |a|

۱
α .

است زیر به�صورت میتاگ-لفلر تابع ،αخاص مقادیر برخͬ ٣)برای

E۰(z) =
۱

۱ − z
,

E۱(z) = ez,

E۲(z
۲) = cosh(z),

E۲(−z۲) = cos(z).

است برقرار زیر رابطه�ی میتاگ-لفلر یافته�ی تعمیم تابع برای (۴∫ ∞

۰

e−sttαk+β−۱Eα,β(±atα)dt =
sα−β

sα ∓ a
, s > |a|

۱
α .

شود. مراجعه [۳۳] به فوق خواص اثبات برای

٩Mittag-Leffler
١٠Laplace transform

۵



٢ فصل

شبͺه بدون روش�های

بدون روش�های و شبͺه�بندی با روش�های دسته�ی دو به را جزیی دیفرانسیل معادلات عددی حل روش�های کلͬ به�طور

روش�های جمله از مͬ�شوند. تقسیم مرزی و دامنه�ای دسته�ی دو به نیز شبͺه�بندی روش�های مͬ�کنند. تقسیم شبͺه�بندی

نیازمند روش�ها این از استفاده برد. نام را متناهͬ عناصر روش و متناهͬ تفاضلات روش مͬ�توان دامنه�ای شبͺه�بندی

باعث را مساله حل زمان شدن طولانͬ و محاسبات افزایشحجم امر این که مͬ�باشد دامنه گسسته�سازی از بالایی سطح

بربیا توسط ١٩٧٨ سال در است مرزی شبͺه�بندی روش ͷی که (BEM) ١ مرزی عناصر روش رو این از مͬ�شود.

مͬ�شود انجام مرز روی فقط گسسته�سازی و ندارد وجود دامنه گسسته�سازی به نیازی روش این در که شد ٢پایه�گذاری

حاصل کوچͺتری نسبتا معادلات دستگاه همچنین و شده واحد ͷی اندازه به مساله بعد کاهش به منجر امر این .[۳۱]

ͷی به اساس٣ͬ جواب عنوان تحت خاصͬ توابع از استفاده با دیفرانسیل معادله ابتدا مرزی عناصر روش در مͬ�شود.

این اشͺال مهم�ترین مͬ�شود. حل عددی روش�های با آمده به�دست انتگرال معادله سپس مͬ�شود، تبدیل انتگرال معادله

برای آن�ها محاسبه�ی که مͬ�آید به�وجود منفردی انتگرال�های اساسͬ، خاصجواب�های شͺل دلیل به که است این روش

همواره گوناگون معادلات برای اساسͬ جواب�های یافتن این بر علاوه است. پرهزینه کاری بالاتر و بعدی سه مسائل

شبͺه بدون روش�های اخیر سال�های در شبͺه�بندی، روش�های در فوق�الذکر مشͺلات به توجه با نمͬ�باشد. امͺان�پذیر

کانسا توسط ١٩٩٠ سال در بار اولین شبͺه بدون روش�های است. یافته توسعه و شده مطرح جایͽزین روشͬ عنوان به

تعدادی از استفاده با فقط و نداشته وجود مرز و دامنه گسسته�سازی هیچ�گونه به نیازی روش�ها این در گردید. ارائه

مرزی و دامنه�ای دسته�ی دو به نیز شبͺه�بندی بدون روش�های مͬ�پردازند. جزیی دیفرانسیل معادلات حل به پراکنده نقاط

روش�های در مͬ�شوند. انتخاب مرز روی و دامنه درون پراکنده نقاط دامنه�ای شبͺه بدون روش�های در مͬ�شود. تقسیم

اخیر سال�های در که دامنه�ای شبͺه بدون روش ͷی مͬ�شوند. انتخاب مرز روی فقط پراکنده نقاط مرزی شبͺه بدون

توسط بار اولین شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده ۴است. شعاعͬ پایه�ای توابع روش است، داشته چشمͽیری پیشرفت�های

سال در کانسا توسط سپس و شد برده کار به زمین جغرافیای مدل�بندی برای روش ͷی عنوان به ١٩٧١ سال ۵در هاردی

١Boundary Element Method
٢Brebbia
٣Fundamental Solution
۴Radial Basis Function
۵Hardy

۶



کرد. پیدا توسعه (MQ)ͷکوادری مولتͬ تقریب�های مخصوصا شعاعͬ، پایه�ای توابع هم�محلͬ روش وسیله�ی به ١٩٩٠

شبͺه بدون روش�های انواع از مͬ�شود. بیان شعاعͬ پایه�ای توابع از خطͬ ترکیب ͷی به�صورت جواب تابع روش این در

این در که برد، نام را است معروف کانسا روش به که نامتقارن هم�محلͬ روش و متقارن هم�محلͬ روش مͬ�توان دامنه�ای

به روش�ها توضیح از قبل شعاعͬ، پایه�ای توابع به روش�ها این نیاز دلیل به مͬ�پردازیم. روش دو این توضیح به فصل

مͬ�پردازیم. توابع از رده این معرفͬ

شعاعͬ پایه�ای توابع ١.٢

هستند. نامنظم و منظم دامنه�های در بعدی چند پراکنده داده�های درونیابی برای توابع از دسته�ای شعاعͬ پایه�ای توابع

تابعͬ فقط شعاعͬ پایه�ای توابع که آن�جا از است. متغیره چند توابع تقریب در کاربردشان توابع این خاصیت مهم�ترین

شعاعͬ پایه�ای توابع به�کارگیری نتیجه در و مͬ�باشند بالاتر بعد با مسائل به تعمیم قابل آسانͬ به بنابراین هستند فاصله از

سادگͬ دقت، از: است عبارت شعاعͬ پایه�ای توابع به�وسیله�ی درونیابی دیͽر مزایای است. آسان�تر توابع سایر به نسبت

توابع از تعمیمͬ عنوان به معمولا را شعاعͬ پایه�ای توابع کامپیوتر. نیاز مورد حافظه کاهش و کارایی پیاده�سازی، در

مͬ�کنند. معرفͬ متغیره چند به متغیره ͷی اسپلاین

یعنͬ نقاط این در f حقیقͬ تابع مقادیر و {xj|j = ۱,۲, . . . , N} متمایز نقاط کنیم فرض

به�صورت نقاط این در f درونیابی برای خطͬ اسپلاین مͬ�دانیم که همان�طور شده�اند، داده {f(xj)|j = ۱,۲, . . . , N}

مͬ�شود: بیان زیر

sj(x) =
(xj+۱ − x)f(xj) + (x− xj)f(xj+۱)

xj+۱ − xj

, xj ≤ x ≤ xj+۱, (١.٢)

.j = ۱,۲, . . . , N − ۱ ازای به

یعنͬ مͬ�کنند، صدق درونیابی شرایط در s(x) تقریبی تابع

s(xj) = f(xj), j = ۱,۲, . . . , N. (٢.٢)

کرد بیان زیر به�صورت کلͬ درونیاب تابع ͷی به�صورت مͬ�توان را معادله این از دیͽری شͺل

s(x) =
N∑

j=۱

αj|x− xj|, x۱ ≤ x ≤ xN , (٣.٢)

باشد. برقرار (٢.٢) درونیابی شرایط که مͬ�شوند تعیین طوری αj ضرایب که

مناسبی نواحͬ به باید بعدی چند فضای متغیره، چند حالت در معادلند. هم با (٢.٢) و (١.٢) متغیره ͷی حالت در

با است. مناسب متغیره چند حالت به خطͬ اسپلاین تعمیم برای (٣.٢) عبارت شد. خواهد پیچیده مساله و شود افراز

است زیر به�صورت (٣.٢) از تعمیم ͷی f متغیره n تابع ͷی گرفتن نظر در

s(x) =
N∑

j=۱

αj∥x− xj∥, x ∈ Rd, (۴.٢)
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یا

s(x) =
N∑

j=۱

αjrj. (۵.٢)

بالاتر مراتب به (۵.٢) خطͬ درونیاب تابع تعمیم برای مͬ�باشد. اقلیدسͬ رفته به�کار نرم و rj = ∥x − xj∥ آن در که

کلͬ شͺل

s(x) =
N∑

j=۱

αjφ(rj),

غالبا که شعاعͬ پایه�ای توابع از تعدادی ١.٢ جدول در مͬ�شود. نامیده شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی φ که است، شده پیشنهاد

شده�اند معرفͬ مͬ�گیرند قرار استفاده مورد

.

معروف شعاعͬ پایه�ی توابع از تعدادی :١.٢ جدول

نام پایه شعاعͬ تابع

خطͬ تابع ۱ + cr

(pn(r)) چندجمله�ای تابع ۱ + c۱r + c۲r
۲ + ...+ cnr

n

(TPS) نازک صفحه اسپلاین�های r۲log(r)

(GTPS) تعمیم�یافته نازک صفحه اسپلاین�های r۲klog(r)

گاوس تابع e−r۲

تعمیم�یافته گاوس تابع e−c۲r۲

(MQ) ͷکوادری مولتͬ تابع (r۲ + c۲)۱/۲

(IMQ) ͷکوادری مولتͬ تابع معکوس (r۲ + c۲)−۱/۲

(Q− IMQ) ͷکوادری مولتͬ تابع شبه�معکوس (r۲ + c۲)−۳/۲
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درونیابی مساله جواب یͺتایی ١.١.٢

زیر فرم به خطͬ معادلات دستگاه ،(٢.٢) درونیابی شرط بردن به�کار با و مناسب شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی انتخاب با

مͬ�شود حاصل

f(xi) =
N∑

j=۱

αjφ(∥xi − xj)∥, ۱ ≤ i ≤ N,

ماتریس اگر تنها و اگر است فرد به منحصر جواب دارای فوق معادلات دستگاه مجهول�اند. ضرایب αjها آن در که

ضرایب

A =



φ(∥x۱ − x۱∥) . . . φ(∥x۱ − xN∥)

φ(∥x۲ − x۱∥) . . . φ(∥x۲ − xN∥)
... . . . ...

φ(∥xN − x۱∥) . . . φ(∥xN − xN∥)


,

این شعاعͬ پایه�ای توابع از بسیاری مفید ویژگͬ�های از ͬͺی مͬ�نامند. درونیابی ماتریس را ماتریس این باشد. نامنفرد

.[۳۹] است نامنفرد آن�ها درونیابی ماتریس درونیابی، نقاط انتخاب نحوه�ی مورد در محدودیت اعمال بدون که است

یͺتایی تضمین برای که Aاست، متقارن ماتریس بودن مثبت معین درونیابی، ماتریس بودن نامنفرد برای کافͬ یͷشرط

درونیابی ماتریس که شعاعͬ پایه�ای تابع مͬ�شود. برده به�کار شعاعͬ پایه�ای توابع از بعضͬ برای درونیابی مساله جواب

مͬ�شود. نامیده مثبت معین شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی باشد، مثبت معین آن

شعاعͬ پایه�ای توابع به�وسیله�ی تقریب ٢.١.٢

مͬ�باشد زیر پراکنده۶به�صورت داده�های و RBFها درونیابی به�وسیله�ی u تابع تقریب کلͬ حالت در

u(x) ≃
N∑

j=۱

αjφ(rj), x ∈ Ω ⊂ Rd.

درونیابی�اند ضرایب αjها است، مساله بعد d و x = (x۱, x۲, . . . , xd) مͬ�باشد، شده داده نقاط کل Nتعداد آن در که

.rj = ∥x− xj∥ و است شعاعͬ پایه�ای تابع ͷی φ شوند، تعیین باید که

داشت خواهیم درونیابی شرط به توجه با

u(xi) ≃
N∑

j=۱

αjφ(rij), i = ۱,۲, . . . , N,

ماتریس اگر فقط و اگر داشت خواهد یͺتا جواب دستگاه این شد گفته که همان�طور و rij = ∥xi − xj∥ آن در که

آن�گاه (ͷکوادری مولتͬ معکوس و گاوسͬ (مانند باشد مثبت معین φ شعاعͬ پایه�ای تابع اگر باشد. نامنفرد Aضرایب

(مانند باشد مثبت معین مشروط به�طور φ شعاعͬ پایه�ای تابع اگر بود. خواهد یͺتا جواب دارای معادلات دستگاه

ψ(x) به�نام چندجمله�ای ͷی معمولا معادلات دستگاه بودن حل قابل از اطمینان برای آن�گاه ( TPS و ͷکوادری مولتͬ

۶Scattered Data

٩



مͬ�شود اضافه شعاعͬ پایه�ای تابع به زیر به�صورت

u(x) ≃
N∑

j=۱

αjφ(rj) + ψ(x), x ∈ Ω ⊂ Rd.

است. نظر مورد چندجمله�ای ψ(x) آن در که

P برای پایه�ای P۱, ..., Pm اگر حال است. q حداکثر درجه�شان که باشد Rd در چندجمله�ای�های فضای P فرضکنیم

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت معمولا ψ(x) باشد، Rd در

ψ(x) =
m∑

i=۱

µiPi(x),

آن در که

m =
(q − ۱ + d)!

d!(q − ۱)!
.

بنابراین

u(x) ≃
N∑

j=۱

λjφ(rj) +
m∑

i=۱

µiPi(x), x ∈ Ω ⊂ Rd. (۶.٢)

جواب آوردن به�دست برای بود. خواهد Nمجهول +m و Nمعادله دارای رابطه این از حاصل دستگاه که مͬ�کنیم توجه

مͬ�شود اضافه درونیابی شرایط از حاصل معادلات به زیر mمعادله معادلات، دستگاه این برای یͺتا

N∑
j=۱

λjPi(xj) = ۰ i = ۱, . . . ,m. (٧.٢)

خواهد Nمجهول +m و Nمعادله +m دارای هم با تواما (٧.٢) و (۶.٢) از حاصل معادلات دستگاه این�صورت در

به نیز را معایبی RBFها از استفاده .[۷] داشت خواهد یͺتا جواب ضرایب ماتریس بودن نامنفرد صورت در که بود،

منجر چͽال درونیابی ماتریس�های به RBFها به�وسیله�ی درونیابی از ماتریسضرایبحاصل کلͬ حالت در دارد. همراه

بدوضعͬ، بر غلبه راه ͷی مͬ�یابد. افزایش سرعت به بزرگ اندازه با مسائل برای خصوصا آن�ها شرطͬ عدد که مͬ�شود

نقاط از تعدادی حسب بر موضعͬ به�صورت که هستند توابع از خاصͬ دسته�ی که مͬ�باشد CS-RBFها ٧ از استفاده

مͬ�شوند. تنک درونیابی ماتریس�های تشͺیل به منجر نتیجه در و مͬ�شوند تعریف همجوار

نامتقارن هم�محلͬ روش ٢.٢

.[۱۷] گردید پیشنهاد ١٩٩٠ سال در کانسا توسط که مͬ�باشد دامنه�ای شبͺه بدون روش ͷی نامتقارن هم�محلͬ روش

بͽیرید نظر در مرزی شرایط با را زیر جزیی دیفرانسیل معادله کلͬ فرم روش، این توضیح برای

Lu = F, (٨.٢)

٧Compactly Supported Radial Basis Function
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