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پیشگفتار
مختلف علوم در توجهی قابل جذابیت کسري مرتبه�ي دیفرانسیل معادلات از استفاده اخیر سال�هاي در

آورده�اند[۸,۱۹,۲۵]. بدست اجتماعی علوم و مالی امور حتی و شیمی فیزیک، جمله از
این در اولیه مطالعات زیرا می�نامند، قدیمی مطلبی جهتی از را صحیح غیر مرتبه�ي دیفرانسیل حساب
دهه�ي چند در زیرا می�نهند، نام جدید و بدیع مطلبی دیگر جهتی از می�گردد. باز 17 قرن اواخر به زمینه

است. شده مطرح موضوع این در کاربردي مقالات و کنفرانس�ها اولین اخیر
است. شده استفاده کسري مرتبه�ي دیفرانسیلی معادلات حل براي روش چندین اخیر، دهه�هاي طول در
ضعف نقاط و کرده بررسی را موجود روش�هاي از برخی [11] همکاران و فورد2 و [9] همکاران و دیتهلم1
تحلیل و تجزیه روش ،[18] عملیاتی روش به می�توان دیگر روش�هاي از دادند. توضیح را آنها قوت و
مرتبه�ي دیفرانسیل معادلات حل براي کرد. اشاره و... [۱,۲۳] دیفرانسیل تبدیل روش ،[16] هموتوپی

دارد. اساسی نقش مناسب عددي روش یک داشتن کسري
کسري مرتبه�ي دیفرانسیل معادلات عددي حل به پایان�نامه این در

Dα
∗ y(t) = f(t, y(t)), ۰ < α ≤ ۱

دو تابع یک f و کاپوتو3 کسري مرتبه�ي مشتق Dα
∗ آن در که می�پردازیم y(۰) = y۰ اولیه�ي شرایط با

است. شده ارائه نوع این از معادلات حل براي عددي روش چندین گذشته دهه�ها�ي طول در است. متغیره
طیفی روش�هاي جمله از روشهم�محلی می�کنیم. استفاده منظور بدین روشهم�محلی از پایان�نامه این در
و می�دهد ارائه خوبی دقت خطی غیر دیفرانسیل معادلات از عددي جواب آوردن بدست براي که است
به را متعامد چندجمله�اي�هاي مواقع اکثر در می�باشد. نمایی همگرایی آن برجسته�ي ویژگی�هاي از
که مانس-لژاندر چندجمله�اي�هاي از ما بنابراین می�گیرند، نظر در هم�محلی روش در پایه�اي توابع عنوان
خواص چندجمله�اي�ها این می�کنیم. استفاده هستند یافته تعمیم متعامد چندجمله�اي�هاي از خانواده�اي

می�دهد. کاهش را آمده وجود به خطاي آنها از استفاده که دارند مهمی بسیار

1Diethelm
2Ford
3M. Caputo

ه�



است: شده تنظیم زیر بصورت پایان�نامه این

سپس می�کنیم. بیان دلخواه مرتبه�ي دیفرانسیل حساب از کوتاه تاریخچه�اي ابتدا اول، فصل در -
می�پردازیم. دارند، مرتبه�کسري از مشتق�گیري نظریه�ي در زیادي کاربرد که خاص توابع معرفی به

می�کنیم. معرفی را کسري مرتبه�ي مشتقات رایج�ترین از نمونه سه ادامه در

می�شود. ارائه گاوس عددي انتگرال�گیري و متعامد چندجمله�اي�هاي از مختصري مرور دوم، فصل در -
گردید. خواهد مبادرت روش�ها این خطاي تحلیل و تجزیه و طیفی روش�هاي معرفی به سپس

آنها خواص از بسیاري و می�شوند معرفی مانس-لژاندر و مانس چندجمله�اي�هاي سوم، فصل در -
مرتبه دیفرانسیل معادلات عددي حل براي هم�محلی روش ادامه در می�گیرد. قرار بررسی مورد
داده نشان عددي مثال�هاي ارائه�ي با آمده بدست عددي نتایج نهایتا می�شود. گرفته بکار کسري

می�شود.

و



1 فصل

کسري مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب

تاریخچه 1-1
دلخواه مرتبه�ي از مشتق�گیري و انتگرال�گیري آن از منظور که است ریاضی از شاخه�اي کسري حساب

باشد. مختلط یا حقیقی می�تواند دلخواه مرتبه�ي می�باشد،
می�کنیم. بررسی را کسري حسابان توسعه�ي و پیدایش چگونگی بخش این در

با 2 هوپیتال 1695 سال در کرد. معرفی nام صحیح مرتبه�ي مشتق براي را dny
dxn نماد لیبنیتز1 بار اولین

در 1695 سپتامبر 30 در لیبنیتز کند. ارائه (n = ۱
۲) dny

dxn براي تعبیري که خواست وي از نامه�اي ارسال
می�نویسد: هوپیتال به پاسخ

“ داشت خواهد پی در را مفیدي نتایج روزي اما است ظاهري تضاد یک این ”

صحیح مرتبه�ي از دیفرانسیل عملگر براي را زیر قاعده�ي 1772 سال در لاگرانژ3 نیتز، لایب از بعد
داد توسعه

dm

dxm
dn

dxn
=

dm+n

dxm+n
.

1G. W. Leibniz
2L’Hopital
3J. L. Lagrange

1



2 کسري مرتبه انتگرال و دیفرانسیل حساب .1 فصل

مرتبه به گاما تابع از استفاده با را m ∈ N ،y(x) = xm تابع صحیح مشتق لاکرویس1 بعد سال چند
داد. تعمیم کسري

dn(xm)

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, (m ≥ n)

باشد: صحیح غیر n اگر

dn(xm)

dxn
=

Γ(m+ ۱)

Γ(m− n+ ۱)
xm−n

مسئله�ي آبل2 اینکه تا نداشتند. فیزیکی مسائل حل در خاصی کاربرد کسري عملگرهاي 1823 سال تا
کرد. مطرح را همزمانی خم

که طوري به می�باشد (x, y) صفحه در منحنی یک تعیین شامل مسئله این همزمانی: خم مسئله�ي
از مستقل می�رسد، زمین جاذبه نیروي تحت نقطه پایین�ترین به لغزش حال در ذره�ي که لازم زمان

باشد. منحنی روي بر (x۰, y۰) شروع نقطه�ي
است، برابر می�آورد بدست ذره که جنبشی انرژي با رفته دست از پتانسیل انرژي فیزیک قوانین طبق

یعنی

−۱

۲
m(

dλ

dt
)۲ = mg(y۰ − y), (1-1)

از است. زمین گرانشی شتاب g و منحنی طول در شروع نقطه�ي از ذره فاصله λ ذره، جرم m آن در که
داریم: (1-1) رابطه�ي

− dλ√
y۰ − y

=
√

۲gdt.

1S. F. Lacroix
2N. H. Abel
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می�آوریم: بدست t = T تا t = ۰ زمان از انتگرال�گیري با

√
۲gT =

∫ y۰

۰

(y۰ − y)−
۱
۲dλ.

می�شود، گرفته نظر در ثابت منحنی نقطه�ي پایین�ترین به ذره رسیدن براي لازم زمان اینکه به توجه با
تابعی را λ مسیر طول اگر حال می�گیریم. نظر در k را آن که باشد ثابت بایستی فوق عبارت چپ سمت
، y۰ → x متغیرهاي تغییر با .dλ

dy
= F ′(y) داریم λ = F (y) یعنی بگیریم، نظر در ارتفاع حسب بر

به: شود می تبدیل بالا ي معادله F ′ = f نمایش با و y → t

k =

∫ x

۰

(x− t)−
۱
۲f(t)dt. (2-1)

راست سمت لذا کرد. ضرب ۱
Γ( ۱

۲
)
در را طرفین (2-1) انتگرالی معادله در f نامعلوم تابع یافتن براي آبل

شد: تبدیل ۱
۲ مرتبه�ي از کسري انتگرال یک به

k

Γ(۱
۲)

=
۱

Γ(۱
۲)

∫ x

۰

(x− t)−
۱
۲f(t)dt =

d−
۱
۲

dx−
۱
۲

f(x). (3-1)

داریم: (3-1) طرفین به d
۱
۲

dx
۱
۲
بردن کار به با

d
۱
۲

dx
۱
۲

d−
۱
۲

dx−
۱
۲

f(x) =
۱

Γ(۱
۲)

d
۱
۲

dx
۱
۲

k,

⇒ f(x) =
۱√
π

d
۱
۲

dx
۱
۲

k =
k

π
√
x
.

است. شده استفاده ۱
۲ مرتبه�ي مشتق تساوي آخرین براي که

زیر صورت به f(x) مفروض تابع براي را α مرتبه�ي از کسري انتگرال تعریف ریمان1، 1847 سال در
کرد پیشنهاد

D−αf(x) =
۱

Γ(α)

∫ x

c

(x− t)α−۱f(t)dt+ ψ(x).

1Reimann
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ψ(x) مکمل تابع بدون معادله این است. انتگرال پایین حد در موجود ابهام علت به ψ(x) تابع وجود
است. گرفته نام ریمان-لیوویل کسري انتگرال که می�باشد، کسري انتگرال تعریف رایج�ترین امروزه

کلی طور به ∫ x

c
(x− t)−α−۱f(t)dt آنگاه دهیم تغییر را α علامت اگر ریمان-لیوویل مشتق تعریف براي

می�دهیم: نمایش زیر صورت به را ریمان-لیوویل کسري مشتق لذا می�شود. واگرا

Dαf(x) = Dn−βf(x) = DnD−βf(x)

=
dn

dxn
(

۱

Γ(β)

∫ x

c

(x− t)β−۱f(t)dt),

.۰ < β = n− α < و۱ است α مساوي یا بزرگتر صحیح عدد کوچکترین n = ⌈α⌉ آن در که
کسري مرتبه مشتق تعریف براي را دیگري پایه�ي لتنیکوف2 و گرونوالد1 لیوویل، و ریمان با همزمان

کردند. معرفی
مشتق تعریف جمله از است. شده ارائه بیستم قرن در کسري حساب نتایج از زیادي تعداد مجموع در

می�پردازیم. آن معرفی به ادامه در که کاپوتو
کنفرانس�ها اولین اخیر دهه�ي چند در زیرا کرد، قلمداد نو علم یک عنوان به می�توان را کسري حساب
1974 سال در زمینه این در کاربردي کنفرانس اولین گردید. مطرح موضوع این در کاربردي مقالات و
“First conference on fractional calculus and its applications” عنوان تحت راس3 توسط
در اسپنیر6 و الدهام5 توسط زمینه این در یاداشت�ها و نگارش�ها اولین شد. برگزار نیوهاون4 دانشگاه در

گردید. 1974 سال در “Fractional Calculus” کتاب تالیف به منجر که گردید آغاز 1968 سال

1Grunwald
2Letnikov
3B. Ross
4New Haven
5K. B. Oldham
6J. Spanier
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و بلوگنا4 ،3 وست ،2000 سال 2 هیفر ،1999 سال در پدلبنی1 جمله از متعددي پژوهشگران
سال در ماینادي9 توسط اخیرا و 2006 سال تروجیلو8 و سریوستاوا7 کیلباس6، ،2003 سال گریگلنی5
گردیده کتبی و مقالات ارائه�ي به منجر آن نتایج که داشته�اند زمینه این در مختلفی مطالعات ،2010

.[19] است

خاص توابع از برخی معرفی 2-1
دلخواه مرتبه�ي از انتگرال�گیري و مشتق�گیري نظریه�ي در نیاز مورد خاص توابع معرفی به بخش این در
را مهمی بسیار نقش که می�باشند میتاگ-لفلر10 تابع و بتا تابع گاما، تابع شامل توابع این می�پردازیم.
[24] مرجع از همگی بخش این مطالب دارند. دلخواه مرتبه�ي از انتگرال و مشتق تعاریف ارائه�ي در

می�باشند.

گاما تابع 1-2-1
تابع تعریف ارائه�ي به ادامه در می�کند. بیان n دلخواه عدد هر براي را ( فاکتوریل n ) n! مفهوم گاما تابع

می�پردازیم. آن خواص از برخی و گاما
1Podlubny
2Hilfer
3B. West
4M. Bologna
5P. Grigolini
6A. Kilbas
7H. M. Srivastava
8J. Trujillo
9F. Mainardi
10Mittag-Leffler
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می�شود تعریف زیر صورت به Γ(z) اویلر1 گاماي تابع .1.2-1 تعریف

Γ(z) =

∫ ∞

۰

e−ttz−۱dt, Re(z) > ۰.

:[24] از عبارتند آن خواص از برخی که
(1)

Γ(z + ۱) = zΓ(z), z ∈ C\{۰,−۱,−۲,−۳, ...}

می�شود. اثبات جز به جز انتگرال�گیري با که
داریم: n ∈ N براي (2)

Γ(n) = (n− ۱)!

کرد تعریف نیز زیر حدي صورت به می�توان را گاما تابع (3)

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + ۱) . . . (z + n)
, Re(z) > ۰.

بتا تابع 2-2-1
می�شود تعریف زیر صورت به بتا تابع .2.2-1 تعریف

β(z, ω) =

∫ ۱

۰

tz−۱(۱ − t)ω−۱dt, (Re(z) > ۰, Re(ω) > ۰).

:[24] از عبارتند آن خواص برخی که
داد. تعمیم مختلط صفحه کل به می�توان زیر ي رابطه از استفاده با را بتا تابع (1)

β(z, ω) =
Γ(z)Γ(ω)

Γ(z + ω)
, z, ω ∈ C.

1Euler
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می�کند. بیان را گاما تابع و بتا تابع بین رابطه�ي بالا تعریف
(2)

β(z, ω) = β(ω, z)

آورد: بدست گاما تابع براي را زیر روابط می�توان بتا تابع کمک با

Γ(z)Γ(۱ − z) =
π

sin(πz)
, ۰ < Re(z) < ۱, z = ۰,±۱,±۲, . . . .

می�آید. بدست Γ(۱
۲) =

√
π دهیم، قرار z = ۱

۲ رابطه این در اگر
(3)

Γ(z)Γ(z + ۱
۲) =

√
π۲۲z−۱Γ(۲z), (۲z ̸= ۰,−۱,−۲, ...).

داریم: z = n+ ۱
۲ دادن قرار با

Γ(n+
۱

۲
) =

√
πΓ(۲n+ ۱)

۲۲nΓ(n+ ۱)
=

√
π(۲n)!

۲۲nn!
.

میتاگ-لفلر تابع 3-2-1
می�باشد. ez تابع یافته�ي تعمیم فرم میتاگ-لفلر تابع

می�شود تعریف زیر صورت به میتاگ-لفلر پارامتري تک تابع .3.2-1 تعریف

Eα(z) =
∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + ۱)
, α > ۰ (4-1)

می�شود بیان زیر فرم به آن پارامتري دو تابع و

Eα,β =
∞∑
k=۰

zk

Γ(αk + β)
, (α > ۰, β > ۰).

[24] می�کنیم بیان را β و α مختلف مقدارهاي ازاي به آن خاص حالت�هاي از برخی


