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  :چكيده    

  

 

  يك روش بدون شبكه از خطوط براي حل عددي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي 

  الهام يزدي اميري

  

  

  

  

اي شعاعي معادلات يهتوابع پا كه با استفاده از ، بريمكار ميشبكه از خطوط را به نامه ما يك روش بدوندر اين پايان

رانگ  سپس با استفاده از روشتبديل به معادلات ديفرانسيل معمولي مي شود  غيرخطي جزئي با مشتقات ديفرانسيل

هاي خطا ارزيابي ها بر اساس نرمدقت روش. آوريمدست ميهاي زماني بهرا در گام مساله جواب مرتبه چهارم كوتا

   .شده است

  

  

  

  

  

  

  

  :كلمات كليدي

  كوادريك، گاوسيناي شعاعي، روش بدون شبكه، روش رانگ كوتا، مالتيوش توابع پايهر
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Abstract:         

 

 

A meshless Method of Lines for the Numerical Solution of Partial 

Differential Equation  

Elham Yazdi Amiri  

  

  

  

In this dissertation, we apply meshless method of line, which uses 

radial basis functions (RBFs) to reduction the partial differential 

equation nonlinear to ordinary differential equation. Then we use 

fourth Runge-Kutta methods obtain solution problem in time steps. 

Accuracy of the methods is assessed in terms of various error norms.   

   

  

  

  

  

Keyword:  

Radial Basis Function Method, Meshless Method, Runge_Kutta 

Method, Multiqudric (MQ), Gaussian (GA).                           
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  :پيشگفتار     

در  هاي زيستي داشته و اخيرامعادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي غيرخطي كاربردهاي مهمي در فيزيك، شيمي، پديده

ها ارائه شده هاي زيادي در اين زمينهو مدل. هاي ديگر گسترش يافته استاقتصاد، امورمالي، پردازش تصاوير پزشكي و زمينه

  .ا نياز داريمنهها اغلب به حل عددي آاين مدلاست براي بررسي و محاسبه 

ها ي شبكه موجودند مانند تفاضل متناهي، المان محدود، حجم محدود كه بيشترين استفادههاي عددي زيادي بر پايهروش

ي بدون هاهاي اخير روشباشد لذا براي جلوگيري از توليد شبكه در سالرا دارند ساختن شبكه در هندسه سخت و پرهزينه مي

در روش بدون شبكه يك . بندي مورد توجه پژوهشگران قرار گرفته استهاي شبكهزيني مناسب براي روشعنوان جايگشبكه به

ها PDEعنوان يك ابزار قدرتمند براي حل عددي اي شعاعي بهمجموعه از نقاط پراكنده بدون ارتباط مورد نياز است توابع پايه

باشند از جمله داراي ويژگي قابل توجهي مي باشنداي شعاعي ميهايي كه بر پايه توابع پايهروش. مكان استاساس طرح همبر

بندي دامنه نياز ندارند روش عددي بدون همگرايي سريع و انعطاف پذيري در انتخاب محل گره و از آنجا كه در عمل به شبكه

  .شوندشبكه ناميده مي

رود كار ميهبشعاعي و روش رانگ كوتا براي حل عددي معادلات با مشتقات جزئي اي پايه نامه، روش توابعدر اين پايان

 نهاهاي بعدي از آپردازيم كه در فصلنامه ميابتدا در فصل اول به تعاريف و معرفي برخي از مفاهيم اوليه مورد نياز در پايان

. و استفاده از آن براي حل معادلات ارائه شده استاي شعاعي، چگونگي گسترش در فصل دوم روش توابع پايه. كنيماستفاده مي

ي خطاي آن براي حل معادلات ديفرانسيل معمولي و چگونگي حل آن بر هاي رانگ كوتاي كلي و مرتبهسپس به توضيح روش

سيل با مشتقات لات ديفراناي شعاعي، معاددر فصل سوم با استفاده از برخي از توابع پايه. ايموابسته به زمان پرداخته PDEروي 

- ي چهارم ميو سپس به حل آن با استفاده از روش رانگ كوتاي مرتبه را تبديل به معادلات ديفرانسيل معمولي نمودهجزئي 

و كامپيوتري با  Matlab 2009نامه با استفاده از نرم افزار دست آمده در اين پايانلازم به ذكر است نتايج عددي به. پردازيم

  .محاسبه شده است Memory: 4 GBو  i7-2620M CPU @ 2.70GHz  Core (TM) Intel (R)مشخصات

  

  

  

  

  

  



  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  فصل اول

  مقدمات و تعاريف اوليه

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  3                                             مقدمات و تعاريف اوليه                                                                             . 1فصل

 

 

 

  تعاريف و مفاهيم اوليه 1- 1

مدل سازي مسائل مهم در فيزيك، شيمي، زيست شناسي، پزشكي، نجوم و يا علوم نظري مانند جامعه شناسي، مديريت، 

. شودها به زبان رياضي منجر به معادلات تابعي ميبيان اين مدل. باشدانشناسي و غيره، از اهميت قابل توجهي برخوردار ميرو

شود، يك اي كه در آن آهنگ تغييرات يك تابع نسبت به يك و يا چند متغير مستقل مطالعه ميمعادله تابعي حاصل از پديده

را معادله ديفرانسيل  اگر تابع مجهول فقط به يك متغير مستقل وابسته باشد آن. شودمعادله ديفرانسيل ناميده مي

  .گويند )PDE( ٢جزئيرا معادله ديفرانسيل با مشتقات  و اگر تعداد متغيرهاي مستقل بيش از يكي باشد آن) ODE(١معمولي

هاي گرماي توان مدلگيرند ميار ميهاي فيزيكي كه معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مورد استفاده قراز جمله مدل

اي امواج راديويي و معادله لاپلاس ناشي از پتانسيل ناشي از فرضيه توزيع دما در بدن، معادله موج ناشي از حركت جبهه

 عنوان مثال در بررسي تاثيرات حرارتي در بدن يك جسم صلب ممكن است دما به. استاتيكي يا ميدان فشار كشسان را نام برد

θ ير كند و در نتيجه يي ديگر تغاي به لحظهچنين از لحظهي ديگر و هماي به نقطهاز نقطه
$%$& , $%$' , $%$( , در حالت كلي  ($%$

آيد كه مشتقات جزئي مراتب بالاتر، مانند  خصوصي چنين پيش چنين ممكن است در مساله بههم. نباشد صفر
$2%$& $' , $2%$( $' ,

ه از مدل خود چه كاربردهايي را مد نكبر نياز به شرايط اوليه، بسته به اي داراي معني فيزيكي باشند در چنين حالتي علاوه  &$2%$2

  .كنيمصورت است كه با مسائل با مقادير مرزي برخورد ميدر اين ،نظر به شرايط مرزي منطقه يا محيط عمل نيز داريم

عنوان  به. شوندا نمايان مينهصورت انديس در آهاي مستقل بهنويسند كه متغيراي ميگونهقات جزئي را بهبعضي مواقع مشت

جاي مثال به
جاي ، به'uنويسيم مي '$*$

$*$& اگر متغيرها زياد باشند نياز به نوشتن برنامه براي حل . و غيره )&uنويسيم مي )$

,x1گذاري متغيرها صورت اغلب از شمارهتقات جزئي داشته باشيم، در اينمش معادلات ديفرانسيل با  x2, … , x, استفاده مي-

  .است x2نسبت به  u ي دوممشتق مرتبه u22براي مثال . دهيمگذاري نشان ميكنيم و مشتقات جزئي را با انديس

  انند اي مهاي طبيعي رابطهگاهي براي توصيف پديده .1-1-1تعريف 

)1-1(                        F .x1,  x2, …  , x,, u,  u11,  u12, …  ,  u1,, …  ,  u1,, …  ,  u,,/ = ∘  

. شوددهد، معادله ديفرانسيل جزئي ناميده ميهم ربط مي اي كه مشتقات جزئي را بهآيد، چنين رابطهدست ميبين مشتقات به

جزئي متغير وابسته بر متغير وابسته و متغير مستقل، شامل يك يا چند مشتق يفرانسيلي كه علاوهعبارت ديگر به معادله دبه

  .باشد معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي گويند

                                                           

1 Ordinary Differential Equation 

2 Partial Differential Equation  
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,x١ متغير n شامل) 1-1(معادله   x2, …  , x, يك تابع مجهول u كه تابعي از متغيرهاي مستقل است و مشتقات جزئي 

 u١١ , u12, u22را در يك دامنه مناسب ) 1-1(معادله . و غيره استD  از فضايn بعديℝ,  با متغيرهاي مستقل

x
1
,  x2, …  , x, اگر تابعي مانند. گيريمدر نظر مي u = u(x١, x٢, …  , x,) در دامنه D كه در معادله  طوريموجود باشد به

هاي موجود با شرايط اضافي مناسب يك جواب از بين جواب. شودگفته مي) 1-1(ل صدق كند، جواب معادله ديفرانسي) 1-1(

  .كنيممخصوص را پيدا مي

ترتيب در فضاي  باشند كه انتشار موج را بههايي از معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي ميهاي زير مثالمعادله. 2- 1- 1مثال 

  .كننديك بعدي، دو بعدي و سه بعدي توصيف مي

1( 
$2*$'2

= c2 $2*$&2
 

2( 
$2*$'2

= c2($2*$&2
+ $2*$(2

) 

3( 
$2*$'2

= c2($2*$&2
+ $2*$(2

+ $2*$)2
) 

u تابع مجهول) 1(در معادله  = u(x, t) به مكان x  و متغير زمان tهولتابع مج) 2(باشد در معادله وابسته مي  

u = u(x, y, t)  3(به سه متغير و در معادله( ،u = u(x, y, z, t) باشدبه چهار متغير وابسته مي.  

مرتبه يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي عبارت است از بالاترين مرتبه مشتقات جزئي كه در آن معادله  .3- 1- 1تعريف

  .باشددر معادله ميشود و درجه يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي موجود ظاهر مي

هاي موجود از درجه يك و ضرايب شود اگر تابع مجهول و همه مشتقيك معادله ديفرانسيل خطي ناميده مي .4- 1- 1تعريف

  .شودطي ناميده ميخصورت معادله غيردر غير اين. تابع مجهول و مشتقات جزئي، ثابت و يا متغيرهاي مستقل باشند

  گيريمنظر ميمعادلات زير را در  .5- 1- 1مثال

1( x $2*$&2
+ y $2*$(2

=∘ 

2( u $*$' + x $*$& = 2 

مشتقات جزئي ) 1(در معادله 
$٢&$*٢ , ,xترتيب متغيرهاي مستقل باشند و ضرايب مشتقات جزئي بهاز درجه يك مي  ٢)$*٢$ y  

مشتقات جزئي ) 2(معادله  باشند درهستند لذا معادله ديفرانسيل جزئي داده شده خطي مي
$*$' , باشند از درجه يك مي  &$*$

اما ضريب  
  .باشدلذا معادله ديفرانسيل جزئي غيرخطي مي. باشندمي  u)متغير وابسته( تابع مجهول  '$*$
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ر باشد و در يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي را همگن گويند هرگاه تركيب خطي مشتقات متحد با صف. 6- 1- 1تعريف

  .صورت غيرهمگن گوييمغير اين

  باشند هايي از معادلات همگن ميمعادلات زير مثال

a         معادله تلگراف $٢'$*٢ + b $*$' + cu − $٢&$*٢ = ∘  

معادله لاپلاس                              
$٢&$*٢ + $٢)$*٢ = ∘  

  .توان به معادله پواسون اشاره كردثالي از معادلات ديفرانسيل جزئي غيرهمگن ميوان معن چنين بهو هم

                                                                
$٢&$*٢ + $٢)$*٢ = f(x, y).  

  .ادله و شرايط  داده شده صدق كندكه در مع uجواب يك معادله ديفرانسيل جزئي عبارت است از تابعي مانند  .7-1-1تعريف

uواضح است كه براي يك معادله ديفرانسيل معمولي همگن خطي، اگر - 1. 8-1- 1تذكر
1
,  u2, …  , u, هاي معادله جواب

  صورت  ا كه بهنهتركيب خطي آهر باشند، 

)1-2                            (                        u = c١u١ + c2u2 + ⋯ + c,u,,  

. شودناميده مي ١ها اصل انطباقمفهوم تركيب دو يا تعداد بيشتري از اين جواب. باشد نيز يك جواب معادله خواهد بودمي

  .شايان ذكر است كه اصل انطباق براي معادلات ديفرانسيل جزئي همگن خطي در دامنه داده شده نيز برقرار است

كه در معادلات ديفرانسيل با هاي دلخواه بستگي دارد در حاليخطي، جواب عمومي به ثابت براي يك معادله ديفرانسيل -2

  عنوان مثال معادله ديفرانسيل جزئي ارد به مشتقات جزئي، جواب عمومي به توابع دلخواه بستگي د

)1-3                                     (                         
$*$& + $*$( = ∘ ,  

u شكل  داراي جواب به = f(x − y) باشد، كه در آن ميf(x − y) پذير دلخواه است و اين بدين معناست كه يك تابع مشتق  

  تواند هر يك از توابع زير باشد   مي) 1-3(

:u = x − y,             u = e&<(,               u = sinh(x − y) ,u = l n(x − y),    ?  
در شرايط   صادق ي يك معادله ديفرانسيل جزئي كاربرد زيادي ندارد و اغلب يك جواب خصوصي كهبا اين وجود جواب عموم  

  .داده شده مورد نياز مي باشد

  

  

                                                           

1 Superposition Principle 
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بفرد پايدار وجود داشته باشد كه در حالت است اگر يك جواب منحصريك معادله ديفرانسيل جزئي خوش. 9- 1- 1تعريف

ك معادله ديفرانسيل جزئي پايدار است اگر تغييرات كوچك در شرايط و يا جواب ي. معادله و شرايط داده شده صدق كند

  .ضرايب معادله منجر به تغيير جزئي در جواب شود

  .باشداي از چندين معادله ديفرانسيل جزئي مييك دستگاه از معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي، مجموعه. 10- 1- 1تعريف

  .ت ديفرانسيل جزئي آمده استهايي از دستگاه معادلادر ادامه مثال

 معادله اويلر براي سيالات تراكم ناپذير چسبناك   .1

@∂u∂t + u. Du = −Dpdivu = ∘                 ? 
                    براي سيالات تراكم ناپذير چسبناك ١استوكس–معادله ناوير  .2

@∂u∂t + u. Du − ∆u = −Dpdivu = ∘                 ? 
 در خلامعادله ماكسول  .3

:∂u∂t + u. Du = −DpcurlB = µ,ϵ,E'     divu = divE = ∘  
? 

  شرايط مرزي اوليه براي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي 1-2 

هاي فيزيكي مانند موج، گرما، انتشار براي توصيف پديده ذكر شد، معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي غالبا طور كه قبلاهمان

دست آوردن جواب هر معادله ديفرانسيل جزئي شرايط اضافي ديگري نيز براي به. روندكار ميانيك كوانتوم و غيره بهموج، مك

- اي كه جواب را در آن جستجو ميصورت مقدار مرزي روي تمام يا قسمتي از ناحيهاين شرايط به دست باشد و معمولا بايد در

شرايط مرزي، تابع را در دو يا چند نقطه . شرايط اوليه و يا شرايط مرزي باشنداين قسمت ممكن است . كنيم بيان خواهد شد

براي . كنندكنند و شرايط اوليه تابع مجهول را در سراسر ناحيه مفروض، در زمان آغاز معين ميمرزي تعيين شده توصيف مي

مقادير داده شده . شودداده ميD روي مرز  معمولا u ، متغير وابستهD يك معادله ديفرانسيل جزئي مفروض در دامنه كراندار

  .گوييمروي مرز را شرايط مرزي معادله مي

  

  

                                                           

1 Navier Stokes  
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  براي شرايط مرزي سه حالت وجود دارد                      

نوان مثال براي يك ه عب. شودروي مرز دامنه كراندار مي uمقدار تابع  حالت معمولا در اين :١شرايط مرزي ديريكله .1

> ∘ه ك L ميله به طول H < I  شرايط مرزي توسطu(∘) = α وu(L) = β  شوند كه در آن تعريف ميα  وβ  اعداد ثابتي

>∘ي مستطيلي، هستند و براي يك صفحه x < L1  و∘< L < L2 معمولا  شرايط مرزي

u .x, L٢/ ,∘)u و  y), u .L١, y/ , u(x,∘) اگر متغير وابسته . شوندداده ميu باشد، شرايط مرزي  در هر نقطه روي مرز صفر

 .شودصورت غيرهمگن ناميده مياين همگن در غير

نوان ه عب. شودهاي سويي در هر نقطه روي مرز دامنه داده ميحالت، مقادير مشتق در اين: ٢شرايط مرزي نيومن .2

صورت ، شرايط مرزي نيومن بهLمثال براي يك ميله به طول 
$*$& (L, t) = β و $*$& (∘, t) = α  دباشنمي. 

هاي سويي آن در نقاط روي مرز و مشتق  uحالت تركيب خطي از متغيرهاي وابسته در اين: ٣شرايط مرزي مركب .3

 .شودداده مي

  گيريم معادله زير را با شرايط داده شده در نظر مي .1-2-1مثال 

∂u∂x − ∂2u∂t2
= ∘ ,         ∘ ≤ x ≤ 1 ,     t ≥ ∘ ,                                                     

u(x,∘)شرط اوليه                                  = sinx,           ∘ ≤ x ≤ 1,    

,∘)uشرط مرزي                               t) = ∘ ,              t ≥ ∘,             

uشرط مرزي                                      .1, t/ = ∘ ,              t ≥ ∘, 

  .له مقدار مرزي موسوم هستندچنين مسائلي به مسااين

شوند بدين ترتيب در اين مثال شرط نظر گرفته مي عنوان متغيرهاي مستقل در نظر رياضي، زمان و مختصات فضايي بهاز نقطه

شرايط . گردندين ميتعيx  و شرايط مرزي در اين مورد با دو نقطه بر روي محور t اي است معين بر محور نقطه اوليه صرفا

t در زمان مشخص اوليه معمولا = t∘  و ياt شوند و در نظر گرفتن شرايط در دو نقطه انتهايي ديگر بازه زماني تعيين مي ∘ =

روي مرز نيز در  بر شرايط اوليه و مرزي شرايط ديگري نظير مشتقات تابع بر در موارد بسياري علاوه. مفروض، مرسوم نيست

توان روش عددي مناسبي اي هستند كه با توجه به آن ميهاي مرزي، عوامل تعيين كنندهويژگي معمولا. شوندمينظر گرفته 

  .براي يافتن جواب تقريبي معادله انتخاب كرد

                                                           

 1 Dirichlet Boundary Condition 
 
 

2  Neumann Boundary Condition  

3 Mixed Boundary Condition   
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  معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه اول با دو متغير مستقل 3 - 1

,xدو متغير مستقل صورت كلي يك معادله ديفرانسيل جزئي مرتبه اول با  y صورت زير است به  

)1-4                                                     (F .x, y, u, $*$& , $*$(/ = ∘, 

حسب  اگر تابع بر. باشديك تابع داده شده ميF كه در آن
$*$(  اگر . شودخطي ناميده ميغير) 4-1(خطي نباشد معادله  &$*$ و 

  Fحسب   بر
$*$(   صورت زير خواهد بودبه) 4-1(خطي نباشد معادله   uحسب بر و نه لزوما  &$*$ و 

)1-5               (                               a(x, y, u) $*$& + b(x, y, u) $*$( = c(x, y, u),  

,bكه در آن  a  به uشودناميده مي 1خطياين معادله شبه. بستگي دارند.  

  صورت زير است اي بهمعادله 2خطيفرانسيل نيمهيك معادله دي

)1-6                                   (a(x, y) $*$& + b(x, y) $*$( = c(x, y, u),  

كه در آن ضريب 
$*$(  , وسيله عبارت غيرهمگن سمت راست معادله  باشد و غيرخطي بودن معادله فوق بهوابسته نمي  uبه &$*$

  .شودمي نشان داده) 1-6(

  باشدصورت زير مييك معادله ديفرانسيل خطي به

)1-7            (                               a(x, y) $*$& + b(x, y) $*$( + c(x, y)u = d(x, y),  

و مشتقات جزئي آن يعني u كه در آن متغير وابسته 
$*$( , dبه همراه   &$*$ و  c , b , a كه همگي توابعي ازx, y   باشند بهمي-

  .شوندصورت خطي ظاهر مي

  معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه دوم با دو متغير مستقل 4 -1 

,x صورت كلي يك معادله ديفرانسيل جزئي مرتبه دوم خطي با دو متغير  yباشد صورت زير ميبه  

a(x, y) ∂2u∂x2
+ b(x, y) ∂2u∂x ∂y + c(x, y) ∂2u∂y2

= α(x, y) ∂u∂x + β(x, y) ∂u∂y + γ(x, y)u + δ(x, y). 
,δ(xكه در آن توابع  y), … , b(x, y), a(x, y) اگر. شوندضرايب معادله ناميده مي δ معادله فوق يك معادله خطي  ∘ ≡

  . باشدصورت يك معادله خطي غيرهمگن مياين غير همگن است و در

)1-8     (                   a(x, y) $2*$&2
+ b(x, y) $2*$& $( + c(x, y) $2*$(2

= F .x, y, u, $*$& , $*$(/,  

  

                                                           

1 Quasilinear 

2 Semilinear 


