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  چكيده

  

اي  حلقه R فرض كنيد. كنيم مي و بررسي هاي اول را مطالعه آل نامه، دو تعميم از ايده در اين پايان
را يك  Rاز  Iي  آل سره ايده. عدد صحيح مثبتي باشد nجابجايي، يكدار و ناصفر بوده و 

,..., گاه براي هرجاذب نامند هر -nآل  ايده nx x R 1 ...، اگر 1 nx x I 1 ضرب  گاه حاصل آن 1
n  تا ازixها بهI  داشته باشدتعلق .I قوياًآل  را يك ايده n- گاه براي هر جاذب نامند هرn 1

,...,آل  ايده nI I 1 ...، اگر Rاز  1 nI I I 1  Iها مشمول در iIتا از  nضرب  گاه حاصل آن 1
  .باشد

كه آيا اين دو مفهوم  جاذب را بررسي كرده و اين -n قوياًجاذب و  -nهاي  آل ايدهخصوصيات  
جاذب بودن را نسبت  -nپايداري مفهوم  .يكي هستند را به عنوان يك حدس بيان خواهيم كرد

مورد  ...ي كسرها و سازي، حلقه بيل موضعيها از ق حلقه ي هاي گوناگون در نظريه اربه ساخت
. كنيم جابجايي مطالعه مي يها جاذب را در چندين رده از حلقه -nهاي  آل داده و ايده  بررسي قرار
          ، nبه ازاي عدد صحيح مثبتي مانند  ،آل سره ي نوتري هر ايده دهيم در يك حلقه نشان مي

n- آل  ي پروفر، يك ايده چنين در يك دامنه هم. جاذب استn- جاذب است براي بعضي 
nل باشدوهاي ا آل ضربي از ايده تنها اگر حاصل و گر، ا�.  

  .جاذب -n قوياًآل  پروفر، ايدهدامنه جاذب،  -nآل  جاذب، ايده -2آل  ايده: كلمات كليدي
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  مقدمه

حالت . هاي اول هستند آل جابجايي و يكدار، تعميمي از ايدههاي  جاذب در حلقه -nهاي  آل ايده
n    .و بررسي شده استمعرفي ] 4[در  )جاذب -2هاي آل ايده( 2

را يك  Rجابجايي  ي از حلقه Iي  آل سره ايده. يك عدد صحيح مثبت باشد nفرض كنيد 
,..., هر براي هرگاهجاذب نامند  - nآل  ايده nx x R 1 ...اگر ، 1 nx x I 1 ها ixتا از  nگاه  ن، آ1

تر، اعداد متمايز  به طور دقيق. تعلق داشته باشد Iها به  ضرب آن وجود داشته باشند كه حاصل
 ,..., ,...,ni i n 1 1 ...وجود داشته باشند به طوري كه  1

ni ix x I
1

 Rاز  Iي  آل سره ايده .
... گاهاگر هرتنها  و جاذب است اگر -nآل  يك ايده mx x I1 ، براي,..., mx x R1 و m n ،

يك  I، ديگربه عبارت . تعلق داشته باشد Iها به  ضرب آن حاصلباشند كه  هاixتا از  nگاه  آن

nضرب  حاصل گاهتنها اگر هر و است اگر Rجاذب از  -n آل ايده 1  عنصر ازR

I
 ،صفر باشد 

يك  دقيقاًجاذب  -1 آل بنابراين يك ايده. رابر صفر باشدتا از اين عناصر ب nضرب  گاه حاصل آن
آل  ايده nضرب  اول، حاصل آل ايده nاشتراك  دهيم ميبه طور كلي، نشان . آل اول است ايده

ول اصلي در يك آل ا ايده nضرب  آل اول، حاصل يك ايده امn توان نمادين ،بيشين
 ي بعدي در يك دامنهآل اول يك  ايده nضرب  حاصل -vآل حاصل از  صحيح و ايدهقلمرو
  .جاذب هستند -nهايي  آل همگي ايده ،كرول

n- بررسي  ]3[ رهاي صحيح نسبت به تجزيه غير يكتا د          هاي اصلي در قلمرو آل جاذب بودن ايده
مورد پژوهش و بررسي قرار  ]1[در  لهاي او آل هاي ديگري نيز از ايده اخيراً تعميم. شده است

  . اند گرفته

براي مثال، . آوريم ميجاذب را به دست  -n هاي آل ايده، بعضي از خواص اساسي 1فصل در 
؛ )13,1 قضيه( آل اول مينيمال دارد ايده nحداكثر  ،جاذب -n آل دهيم يك ايده مينشان 
 -n آل ايده؛ اگر )20,1 قضيه(جاذب است  -n آل ايدهيك  بيشين، آل ايده n ضرب حاصل
,...,اول مينيمال  آل ايده n دقيقاً، I جاذب nP P1  گاه آنرا داشته باشد ... nP P I1 ) ؛ )26,1قضيه

  ).18,1مثال ( جاذب نيست -n آل ايدهيك  لزوماً ،اول آل ايده n ضرب حاصلبا اين وجود، 
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به خصوص . دهيم ميجاذب را ادامه  -n هاي آل ايدهخواص اساسي  ي مطالعه، 2فصل در 
چه  كنيم ميجاذب بحث كرده و بررسي  -n هاي آل ايدهاوليه و  هاي آل ايدهي ارتباط بين  درباره
) آل ايدهموقع  : )

R

I x  آل ايدهيك n-  جاذب ازR است .  

ها مانند  حلقههاي گوناگون نظريه  اررا نسبت به ساختجاذب  -n هاي آل ايده، پايداري 3فصل در 
 -n هاي آل ايدهبه خصوص . دهيم ميمورد بررسي قرار ... قسمت و هاي خارج حلقهسازي،  موضعي
و در قلمروهاي ) 22,3نتيجه (حاصل از ضرب مستقيم تعداد متناهي حلقه  ي حلقهرا در جاذب 

�صحيح به فرم  �D XK Xي كه ي، جاD حلقه از ميدان يك زيرK  معين  ،)42,3قضيه (است
  . سازيم مي

. پردازيم هاي جابجايي مي حلقهجاذب در چندين رده از  -n هاي آل ايده بررسي ، به4فصل در 
براي  ،جاذب است -n آل ايدهنوتري يك  ي حلقهسره از يك  آل ايدههر  دهيم مينشان  مثلاً

 و جاذب است اگر -n آل ايدهيك  Rاز دامنه ارزياب  I آل ايده ).15,4قضيه ( �nبعضي 
mIتنها اگر  P جايي كه ،( )P Rad I اولي از  آل ايدهR بوده و m n 1 ) 21,4قضيه(. 

فقط اگر  و اگر، �nبراي بعضي  ،جاذب است -n از يك دامنه پروفر، آل ايدهيك 
به  R ي حلقهيك  كنيم ميچنين بررسي  هم .)32,4قضيه ( اول باشد هاي آل ايده ي ازضرب حاصل

) جاذب است كه -nي آل ايده، داراي nازاي كدام اعداد صحيح مثبت  )n 1- جاذب نيست .  

از  Iي  سره آل ايده. خواهيم كردبررسي  را اول هاي آل ايدهپاياني، تعميم ديگري از  در فصل
... گاهاگر هر ،جاذب نامند -n قوياً آل ايدهرا يك  R ي حلقه nI I I 1  هاي آل ايدهبراي ، 1

,..., nI I 1 تر اعداد  به طور دقيق باشد؛ Iها مشمول در jI تا از n ضرب حاصل گاه آن، Rاز  1
متمايز  ,..., ,...,ni i n 1 1 ...وجود داشته باشند به طوري كه  1

ni iI I I
1

 آل ايدهبنابراين يك . 
يك  Rجاذب از  -n قوياً آل ايدهبه وضوح، يك . اول است آل ايدهيك  دقيقاًجاذب،  - 1 قوياً
 9,5در نتيجه (باشد  كه آيا اين دو مفهوم معادل هستند يك حدس مي اين. جاذب است -n آل ايده

 هاي آل ايدهچند نتيجه مرتبط با  .)هاي پروفر معادل هستند ايم كه اين دو مفهوم براي دامنه نشان داده
جاذب با  -n قوياً آل ايدهيك  Iاگر  دهيم ميبراي مثال، نشان . كنيم ميجاذب را ارائه  -n قوياً
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m ( )m n اول مينيمال  آل ايده,..., mP P1 اعداد صحيح و مثبت  گاه آن ،باشد,..., mn n1  با
... mn n n  1  وجود دارند به طوري كه... mn n

mP P I1
 آل ايده n ضرب حاصل؛ )2,5قضيه ( 1

نوتري يك  ي حلقهسره از يك  آل ايده؛ هر )7,5نتيجه (جاذب است  -n قوياً آل ايده، يك بيشين
  .)8,5نتيجه ( �nبراي بعضي  ،جاذب است -n قوياً آل ايده

  در اين. معرفي شده است ]4[جاذب در  -2 هاي آل ايدههمان طور كه در بالا اشاره شد، مفهوم 
جاذب به طور طبيعي به  -2 هاي آل ايدهي  بارهدر بعضي موارد، نتايج موجود درنامه  پايان
)جاذب -n هاي آل ايده )n  n هاي آل ايدهدر مواردي هم اين نتايج براي . ندا تعميم داده شده 3

آيا اين نتايج  كه اين در موارد كمي، و) را ببينيد) ج(27,3براي نمونه مثال ( جاذب برقرار نيستند -
)جاذب  -n هاي آل ايدهبراي  )n   فصلو  37,3قضيه ( برقرار هستند يا خير بررسي نشده است  3

  ).را ببينيد 5

1جابجايي و يكدار بوده و ها حلقه نامه، اين پاياندر سرتاسر  هاي  چنين تمام همريختي هم. 0
)dimرا با  Rبعد كرول . يك حلقه باشد Rفرض كنيد . اي يكاني هستند حلقه )Rي  ، مجموعه
)را با  Rاول  هاي آل ايده )Spec R ،بيشين هاي آل ايدهي  مجموعه R  را با( )Max R ،ي حلقه 
) را با Rهاي كسر كلي )T Rهاي ، ميدان كسرR  را وقتيR صحيح است بايك قلمرو ( )qf R ،
)را با  Rتوان  عناصر پوچ آل ايده )Nil R  هاي صفر  مقسوم عليه ي مجموعهوR  را با( )Z R 

) گاه آنباشد  Rي  سره آل ايدهيك  Iاگر  .دهيم مينمايش  )Rad I و( )RMin I  به ترتيب
 0با  صفر را آل ايدهاغلب . هستند Iاول مينيمال  هاي آل ايده ي مجموعهو  Iراديكال  گر نمايان

,مطابق معمول . دهيم مينمايش  , ,n� � � به ترتيب اشاره دارند به اعداد صحيح مثبت،  �و  �
، تعريف �nبراي هر . ، اعداد گويا و اعداد حقيقيnاعداد صحيح، اعداد صحيح به پيمانه 

n كنيم مي      . نماد»« مفاهيم و . بريم را براي شمول اكيد به كار مي
  .هستند ]13، 11، 9، 7 [ايم مطابق مراجع  را نياورده ها آناصطلاحاتي كه تعريف 

  .باشد مي ]2[نامه برگرفته از مرجع  اين پايان
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  )قسمت اول( جاذب - n هاي آل ايدهي اساسي اه ويژگي
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، R ي حلقهاز  Iي  سره آل ايده كه كنيم ميآوري ياد. يك عدد صحيح مثبت باشد nفرض كنيد 
... گاهاست اگر هرجاذب  -n آل ايدهيك  nx x I 1 ,...,براي ، 1 nx x R 1 تا از  n گاه آن،  1

ix به  ها آن ضرب حاصلها وجود داشته به طوري كهI در اين فصل بعضي از . تعلق داشته باشد
كار خود را با نتايج مقدماتي زير . آوريم ميجاذب را به دست  -n هاي آل ايدهخواص اساسي 

  . كنيم ميشروع 

  .اعداد صحيح مثبت باشند nو  mيك حلقه و Rفرض كنيد  .1,1قضيه 

... گاهتنها اگر هر جاذب است اگر و -n آل ايدهيك  Rاز  Iي  سره آل ايده) الف( mx x I1 ،
,...,براي  mx x R1  وm n ،گاه آن n  تا ازix ضرب حاصلها وجود داشته باشند به طوري كه 
  .تعلق داشته باشد Iبه  ها آن

mبراي هر  گاه آنباشد  Rجاذب از  -n آل ايدهيك  Iاگر ) ب( n ،I  آل ايدهيك          
m- نيز هست جاذب.  

)باشد  Rجاذب از  -jn آل ايدهيك  jIاگر ) ج( )j m 1 ،گاه آن ... mI I 1  آل ايدهيك 
n- جايي كه  ،جاذب است... mn n n  1 . به خصوص اگر,..., nP P1 اولي از  هاي آل ايدهR 

... گاه آنباشند  nP P 1  آل ايدهيك n-  جاذب ازR است.  

,...,اگر ) د( np p1 صحيح از قلمرو )نه لزوماً متمايز( عناصر اوليR گاه آن ،باشند ... nI p p R 1 
  .است Rجاذب از  -n آل ايدهيك 

) گاه آنباشد  Rجاذب از  -n آل ايدهيك  Iاگر ) ه( )Rad I  آل ايدهنيز يك n-  جاذب ازR 
nxبوده و  I براي هر ،( )x Rad I.  

mكافي است قرار دهيم  )) الف( :اثبات n 1.  
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( حكم براي . كنيم مياثبات  حكم را با استقراm n 1  در واقع (به وضوح برقرار است
kكه  kحكم براي عدد طبيعي  فرض كنيد). جاذب نيست -n آل ايدهچيزي جز تعريف  n 1 

kبراي  دهيم مينشان برقرار باشد؛  1 فرض كنيد. نيز برقرار است ,..., ,k kx x x R 1 به طوري  1
...كه  k kx x x I 1 k دهيم ميقرار . 1 k kx x x 1 . بنابراين... k kx x x I  1 حال به كمك فرض . 1

  :از دو حالت زير را خواهيم داشت  استقرا يكي

)ها ixتا از  n:حالت اول )i k  1 تعلق  Iبه  ها آن ضرب حاصلوجود دارند به طوري كه  1
  .در اين حالت حكم ثابت است ؛دارد

n :حالت دوم 1  تا ازix ها مانند,...,
ni ix x
1 1

 ( )ji k  1 وجود دارند به طوري كه  1
,...,

ni i kx x x I

 

1 1
...بنابراين ، 

ni i k kx x x x I
  1 1 تا  n ضرب حاصلجاذب است، پس  -I ،nاما . 1

  .خواهد داشتتعلق  Iها به ixاز 

m فرض كنيد )ب( n . چونI  آل ايدهيك n-  جاذب بوده وm n 1 پس طبق قسمت ،
,...,، هرگاه )الف( mx x R 1 ...به طوري كه  1 mx x I 1 ها وجود دارند كه ixتا از  n گاه آن، 1

mها، ixحال از مابقي . تعلق دارد Iبه  ها آن ضرب حاصل n  تا را به دلخواه برداشته و در اين
 ixتا از  mكه شامل ( ضرب حاصلاست پس اين  آل ايده Iچون . كنيم مي، ضرب ضرب حاصل
  .جاذب است -m آل ايدهيك  Iبنابراين . تعلق دارد Iبه  )هاست

... دهيم ميقرار  )ج( mI I I  1 . فرض كنيم,..., nx x R 1 ...به طوري كه  1 nx x I 1 1 .
...بنابراين  n jx x I 1 jبراي هر  1 m 1 . اماjn n  وjI ،jn- لذا  ،جاذب استjn  تا ازix

ها را در هم ixحال اگر تمام اين . تعلق دارد jIبه  ها آن ضرب حاصلي كه ها وجود دارند به طور
هاي  تعلق داشته و تعداد مولفه Iحاصل به  گاه آنهاي تكراري را حذف كنيم ixضرب كرده و 

ي به  زارهگ.جاذب خواهد بود -n آل ايدهيك  Iپس . تاست nداكثر ح ضرب حاصلاين 
  .جاذب است  -1 آل ايدهيك  ،اول آل ايدهزيرا هر  ،واضح است) ج(خصوص 
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,..., فرض كنيد )د( nx x R 1 ....به طوري كه  1 nx x I 1 ...بنابراين . 1 ...n np p x x 1 1 پس  .1
...j np x x 1 jبراي هر ، 1 n 1 لذا براي هر  وj n 1 ،ji n  1 وجود دارد به طوري  1

كه 
jj ip x . در نتيجه... ...

nn i ip p x x
...لذا . 11

ni ix x I
1

  . جاذب است -n آل ايدهيك  Iپس  .

)بوده و  Rجاذب از  -n آل ايدهيك  Iفرض كنيد  )ه( )x Rad I . بنابراين عدد طبيعيm 
mxوجود دارد به طوري كه  I.  اگرm n ،گاه آن n m n mx x x I  . اگرm n گاه آن 

nxجاذب است پس  -I ،nچون  I . در نتيجه براي هر( )x Rad I،nx I . حال فرض
,..., كنيد nx x R 1 ...به طوري كه  1 ( )nx x Rad I 1 )بنابراين . 1 ... )n

nx x I 1 و لذا  1
...n n

nx x I 1 n دهيم ميقرار . 1
i iy x براي هر ،,...,i n 1 ...بنابراين . 1 ny y I 1 ، I و چون 1

n-  فرض كرد كه  توان ميجاذب است، بدون كم شدن از كليت... ny y I1.  لذا
( ... ) ...n n n

n nx x x x I 1 ...در نتيجه  و 1 ( )nx x Rad I1.�  

 آل ايدهيك  I، ديديم كه اگر )ب(1,1در قضيه  .باشد Rي حلقهاي از  سره آل ايده I فرض كنيد
n-  گاه آنجاذب باشد I  آل ايدهيك m-  جاذب نيز هست، براي هرm n . لذا تعريف زير را

  .خواهيم داشت

عدد صحيح مثبتي مانند  براياگر  .باشد Rسره از حلقه  آل ايدهيك  Iفرض كنيد  .2,1تعريف 
n ،I  آل ايدهيك n-  گاه آنجاذب باشد( )R I  كنيم ميرا به صورت زير تعريف   

 ( ) min .R I n n I  ــده آل       جاذب اســت-  يـــك ايـ

) كنيم ميدر غير اين صورت تعريف  )R I  .  اگر ابهامي پيرامونR  نباشد به جاي( )R I

)نويسيم  مي )I . مناسب است كه تعريف كنيم( )R R  0.  

R ،از  I آل ايدهبنابراين براي هر  ( ) ,I  �    به طوري كه  0

( ) ( ),I I Spec R   1  

 ( ) .I I R   0  
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)لذا  )I آل ايده ي به معنايي، فاصله I وقتي . كند گيري مي را تا اول بودن اندازهR  يك قلمرو
xصحيح بوده و R 0 ،گاه آن ( ) ( )xR x   كه( )x  تعريف  ]3,8[مطابق مراجع

براي اين منظور به  .كنيم ميبازنويسي   را به كمك تابع 1,1هايي از قضيه  حال بخش. شود مي
  .آوريم هاي اول نياز داريم كه در زير صورت اين قضيه را مي آل ي اجتناب از ايده قضيه

,...,فرض كنيد  .3,1قضيه  nP P1  كهn  باشند و حداكثر دو تا از  R ي هايي از حلقه آل ايده 2
ت به ضرب بسته باشد كه نسب Rزير گروهي از گروه جمعي  Sفرض كنيد . ها اول نباشند آن

 اگر). باشد Rاز يا زيرحلقهآل يا  ممكن است ايده Sمثلاً ( است
1

n

i
i

S P


 به ازاي گاه  آنj اي

jكه  n 1 ،jS P.  

  �.]61,3، قضيه 15[ :اثبات

  .اعداد صحيح مثبتي باشند mو  nيك حلقه و  Rفرض كنيد  .4,1قضيه 

,..., اگر )الف( mI I1 ي از هاي آل ايدهR  گاه آنباشند ( ... ) ( ) ... ( )m mI I I I     1 به . 1
)خصوص،  ... )nP P n  1  جايي كهiP اولي از  هاي آل ايدههاR از طرفي هر دو . هستند

  .نامساوي ممكن است اكيد باشند

,...,اگر  )ب( nP P1 ي از ناپذير مقايسهاول  هاي آل ايدهR  گاه آنباشند ( ... )nP P n  1.  

,...,اگر  )ج( nx x1 صحيح اي از قلمرو يكهو غير ناصفر عناصرR  گاه آنباشند ( ... )nx x R n 1 ؛
  .ممكن است نامساوي اكيد باشد

,...,1اگر ) د( np p صحيح عناصر اولي از قلمروR  گاه آنباشند . ( ... )np p R n 1  

)گاه آنباشد  Rي از آل ايده Iاگر ) ه( ( )) ( )Rad I I  اكيد باشد؛ نامساوي ممكن است.  

)گاه  آن باشند Rبرابر ها jIهر يك از  اگر )الف( :اثبات )jIاز دو طرف نامساوي حذف  ها
)ها، jIاگر براي يكي از  .ها همگي سره هستندjIپذيريم  ميبنابراين . مي شوند )jI   ،

براي هر  كنيم ميپس فرض . نهايت شده و حكم ثابت استسمت راست نامساوي بي گاه آن
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j m 1 ،( )j jI n  . دهيم ميقرار ... mn n n  1 .،ج(1,1ي  طبق قضيه در اين صورت( ،
... mI I 1  آل ايدهيك n- پس طبق تعريف . جاذب است ،  

( ... ) ... ( ) ... ( ).m m mI I n n n I I         1 1 1  

,...,هرگاه  nP P1 ي اولي از اه آل ايدهR  براي هر  گاه آنباشندj m 1 ،( )jP    پس . 1

1( ... ) ( ) ... ( ) ... .n nP P P P n          1 1 1  

R براي مثال فرض كنيد. ت اكيد باشندهر دو نامساوي ممكن اس  �،I  �1 6،I P �2 و  12
0P 2.  ،در نتيجهI I  �1 2 0Pو  6 P 1 )از همين قضيه،) د(طبق قسمت  .2 )I 1 و  2

( )I I 1 2 ,از طرفي چون . 2 ,P P I2 1 Pو2 P1  هستند پس Rاولي از هاي آل ايده 2
( ) ( ) ( ) ( )P P P P I      1 2 2 1 2   بنابراين ، 1

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

I I I I

P P P P

  
  

     
     





1 2 1 2

1 2 1 2

2 3 2 1
1 2 1 1  

... دهيم ميقرار ) ب( nI P P  1 . الف(طبق قسمت(، ( )I n  . دهيم مينشان . ( )I n    
n كنيدفرض   ) و 2 )I n  . پسI  آل ايدهيك ( )n 1- چون . جاذب استiP ها
iاول، براي هر  هاي آل ايدهپس طبق قضيه اجتناب از ند ناپذير مقايسه n 1،i j

j i

P P

ع لذا .  

iبراي هر  n 1 ،ix R  وجود دارد به طوري كه\i i j
j i

x P P


  . ،در اين صورت

... nx x I1 . چونI ،( )n 1- پذيريم كه  كليت ميبنابراين بدون كم شدن از  ،جاذب است
... nx x I 1 ...پس . 1 n nx x P 1 iي اول است پس آل ايده nPجايي كه  و از آن 1 n  1 1 

iوجود دارد به طوري كه  nx P بنابراين . كه تناقض است( )I n .   

,..., فرض كنيد) ج( nx x1 صحيح اي از قلمرو يكهاصر ناصفر و غير عنR دهيم ميقرار  .باشند 
... nI x x R )اگر . 1 )I   كنيم ميپس فرض . حكم ثابت است گاه آن ( )I m .  نشان

m دهيم مي n . كنيم ميفرض m n . چونI ،m-  جاذب است پس( )n 1-  جاذب نيز
...لذا از اين كه . خواهد بود nx x I1 بدون كم شدن از كليت خواهيم داشت ،... nx x I 1 1. 
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rبنابراين  R  وجود دارد به طوري كه... ...n n nx x x x x r 1 1 1 صحيح است قلمرو  R چون. 1
nxپس  r1يعني  ؛nx  درR يكه بودن  يكه است كه متناقض با غيرixبنابراين . هاست

( )I m n   . برايR  � ،x 1 xو  4 2   .فوق اكيد خواهد بودنامساوي  2

,...,فرض كنيد ) د( np p1  عناصر اولي از قلمرو صحيحR آل ايده، ) د(1,1طبق قضيه . باشند 
... np p R1  ،n-  جاذب بوده و لذا( ... )np p R n 1 . از طرفيip ها ناصفر و غير يكه هستند

)، ) ج(پس طبق  ،)يف عناصري ناصفر و غير يكه هستندعناصر اول طبق تعر( ... )np p R n 1 .
)بنابراين  ... )np p R n 1.  

)اگر ) ه( )I  ) فرض كنيدحال . نامساوي برقرار استبه وضوح  گاه آن 0 )I n  . بنابراينI 
) ،)ه(1,1پس طبق قضيه . جاذب خواهد بود -n آل ايدهيك  )Rad I  آل ايدهنيز يك n-  جاذب

)بوده و لذا  ( )) ( )Rad I n I   . برايR  Iو  �    � .نامساوي اكيد خواهد بود �4

اي است كه به ازاي هيچ  سره هاي آل ايدهكه داراي  )11,1مثال ( زنيم را مثال مي اي حلقه ،ادامهدر 
n،اي n- را  24,4، 43,3، 29,3ي ها مثال ،ي ديگر از اين دستها حلقهبراي ديدن . جاذب نيستند

  .ببينيد

به  لذا ابتدا. منظم فون نويمان است ي حلقهاي از يك  را كه در مثال خواهيم آورد نمونهاي  حلقه
) ريمكه در ادامه به آن نياز دا(بيشين بودن  نيز مفهوم همو  ها حلقهو توصيف اين تعريف 

  .پردازيم مي

aرا يك حلقه منظم فون نويمان نامند اگر براي هر  R ي حلقه .5,1 تعريف R  عنصرb R 
aوجود داشته باشد به طوري كه  b a2.  

)كاهش يافته نامند اگر  ي حلقهرا يك  R ي حلقه .6,1 تعريف ) 0Nil R .  

يي برقرار ها حلقهعكس اين مطلب در  .ي منظم فون نويمان، كاهش يافته هستندها حلقهبه وضوح، 
)dimبا نماد  R ي حلقهبعد كرول . صفر باشد ها آناست كه بعد كرول  )R  به صورت زير تعريف

  شود مي
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  dim( ) : sup ... ; ( ) ;n iR n P P P P Spec R      �  10
0  

)dim دهيم ميدر غير اين صورت قرار . فوق كراندار باشد ي مجموعهبه شرط آن كه  )R  .  

  :شرايط زير معادلند در اين صورت. يافته باشد كاهش ي حلقهيك  Rفرض كنيد  .7,1 حكم

)1 (R  فون نويمان است منظم ي حلقهيك.  

) معادلاً(برابر صفر است  Rبعد كرول ) 2( ) ( )Max R Spec R(.  

  .شود ميتوليد  خودتوانو توسط يك عنصر   اصلي بوده Rبا توليد متناهي از  آل ايدههر ) 3(

  �.]6,2ي  ي بعد از نتيجه ، نكته11[ :اثبات

با بعد كرول  كاهش يافتهي ها حلقهي منظم فون نويمان را ها حلقهتوان  فوق مي حكمي  به واسطه
  .صفر تعريف كرد

,فرض كنيد  .8,1يف تعر , ,..., ( )nI J I I n 1  Jو  I. باشند Rي  هايي از يك حلقه آل ايده 2
Iبيشين نامند اگر  را هم J R  .چنين  هم,..., nI I1 بيشين نامند اگر  را دو به دو همi jI I R  

iبراي هر  j  كه,i j n 1.  

 هاي گزارهدر اين صورت . باشند Rي  هايي از يك حلقه آل ايده Jو  Iفرض كنيد  .9,1 حكم
  :زير معادلند

)1 (I  وJ بيشين هستند هم.  

n,براي هر دو عدد صحيح مثبت ) 2( mهاي  آل ، ايدهnI  وmJ بيشين هستند هم.  

)3 (( )Rad I  و( )Rad J بيشين هستند هم.  

  �. ]25,2، تمرين 15[ :اثبات
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)فرض كنيد  .10,1 حكم ) ,..., nn I I در . باشند Rي  بيشيني از حلقه هاي دو به دو هم آل ايده 12
  اين صورت

)1 (... nI I  1   بيشين هستند و  هم nIو  1

)2 (... ...n nI I I I 1 1.  

,...,خصوص، اگر  به kM M1 هاي بيشين متمايزي از  آل ايدهR  و,..., kn n1  اعداد صحيح مثبتي
...گاه  آن ،باشند ...k kn n n n

k kM M M M  1 1
1 1 .  

  �.]59,3قضيه ، 15[ :اثبات

فرض كنيد  .11,1 مثال
i

R




� 2
1

 ي حلقهيك  Rخودتوان است لذا  Rچون هر عضو . 

   دهيم مي، قرار n مثبت براي هر عدد صحيح .منظم فون نويمان است

 ( ) ; .n i iI x R x i n    10  

 دهيم ميقرار  چنين هم ( ) ,i iI x R x i    �2 1  Iو  nIكه  شود ميبه سادگي ديده . 0
) دهيم مينشان . هستند Rاي از سره هاي آل ايده )nI n   براي هرnچنين  ؛ هم

   0I   . توان  ميكنيم كه  توجه ميnI  ضرب حاصلبه صورت را n دو  اول آل ايده
اگر   واقع در .نوشت بيشين همبه دو  ( )j i jP x R x   0 ،j n 1براي هر گاه ن، آ 
j n 1 ،( )jP Spec R  وi jP P R  ي هر براi j.  شود ميبه سادگي ديده 
...n nI P P n... لذا بيشين هستند،ها دو به دو jPاما . 1 nI P P  1 .ب(4,1ي  پس طبق قضيه( ،

( )nI n .  

) دهيم ميحال نشان  )I   . دهيم ميبراي اين منظور نشان I ،n- براي هر  ،جاذب نيست
n  ,ما اين ادعا را براي  .1 ,n  1 2 nبراي . كنيم ميثابت  3    .شود ميبه طور مشابه اثبات  4

I ،1- قرار دهيد زيرا  جاذب نيست؛( , , ,...) 1 1 0 )و  0 , , , , ,...) 2 10 0 0 در اين صورت  .0
I  1 2 Iاما  0 1  وI 2.  
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I ،2- كافي است . جاذب نيست, , R   1 2   .ر نظر بگيريمرا به صورت زير د 3
R 1  باشند 0 ها مولفهبوده و مابقي  1 ي اول و سوم آنها مولفهكه  باشدعنصري.R 2 

R.باشند 0 ها مولفهبوده و مابقي  1ي سوم و پنجم آن ها مولفهكه  باشدعنصري  3  عنصري
در اين صورت .باشند 0 ها مولفهبوده و مابقي  1آن  ي پنجم و اولها مولفهكه  باشد

I   1 2 3 Iاما ، 0 1 2 ،I 1 I و 3  2 3.  

I ،3- كافي است . جاذب نيست, , , R    1 2 3   .را به صورت زير در نظر بگيريم 4
R 1  ؛باشند 0يش ها مولفهبوده ومابقي  1پنجم آن ، سوم، ي اولها مولفهكه  باشدعنصري
R 2  ؛باشند 0يش ها مولفهبوده و مابقي  1آن  هفتم، پنجم، سوم يها مولفهكه  باشدعنصري
R 3  ؛باشند 0يش ها مولفهبوده و مابقي  1آن  اول، هفتم، پنجمي ها مولفهكه  باشدعنصري
R 4  در  .باشند 0يش ها مولفهبوده و مابقي  1ي هفتم، اول، سوم آن ها مولفهكه  باشدعنصري

Iاين صورت     1 2 3 4 به روش . تعلق ندارد Iها به iتا از  3هيچ  ضرب حاصلاما ، 0
,براي  ،جاذب نيست -I ،nتوان نشان داد كه  مي مشابه ,...n  4 )لذا . 5 )I   . از طرفي
(0)كه  دهد مييند فوق اين را هم نشان فرآ  .  ي حلقهلذاR  اي است  ي سرهها آل ايدهداراي

  . جاذب نيستند -nاي، nكه به ازاي هيچ 

آل اول   را يك ايده Rاز  Pآل اول  ايده. باشد Rآل سره از يك حلقه  يك ايده Iفرض كنيد 
 Iباشد كه  Rهاي اول  آل ي تمام ايده يك عضو مينيمال در مجموعه Pنامند اگر  Iمينيمال از 
جاذب،  -n آل ايدهاين است كه هر ) 13,1قضيه (ي مهم اين فصل  اولين نتيجه. شوند را شامل مي

  .براي اثبات اين مطلب، به لم زير نياز داريم. اول مينيمال دارد آل ايده nحداكثر 

Iفرض كنيد  .12,1 لم P ي حلقهي از هاي آل ايده R  بوده كهP در اين . ي اول استآل ايده
  :زير معادلند هاي گزاره صورت

)1 (P  اول مينيمال  آل ايدهيكI است.  

xبراي هر ) 2( P ،\y R P  و عدد طبيعيn  وجود دارند به طوري كهnyx I.  


