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نام೯دا
.قخالال یشْکُر مل المخلوق یشْکُر مل و

فرمود. عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمی پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم

دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
ایشان ارزنده�ی های راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانی و تشکر صمیمانه ، حجتی غلامرضا

نمی�رسید. انجام به مجموعه این
و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که لکستانی مهرداد دکتر آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده در

سپاسگزاری بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامی در که خانواده�ام اعضای کلیه و همسرم از
می�کنم.

کمک�های خاطر به نژاد موحدی اکرم خانم از مخصوصاً و تحصیلم دوران دوستان تمام از پایان در
سپاسگزارم. بی�دریغ�شان

دଌن�وه رویا
ෙ७ور۱۳۹۰

سه
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آن�ها پایداری خواص و کسری دیفرانسیل معادلات برای صریح روش�های عنوان:

حجتی غلامرضا : راهنما استاد

لکستانی مهرداد : مشاور استاد
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پایداری، ناحیه�ی صریح، روش چندگامی، روش کسری، مرتبه�ی دیفرانسیل، معادله�ی واژه�ها: کلید

پایداری بازه�ی

چکیده

موثر و مفید روش�های معرفی برای زیادی تلاش�های کسری، دیفرانسیل معادلات عددی حل زمینه�ی در

مستلزم روش�ها این از استفاده مورد چندین در ولی می�باشند. ضمنی آن�ها اکثر که است گرفته صورت

عددی حل برای صریح روش�های مشکل این با مقابله برای است. محاسبات از عظیمی حجم انجام

این در شده�اند. معرفی جزئی مشتقات با کسری دیفرانسیل معادلات و کسری دیفرانسیل معادلات

روش�هایی و گرفته قرار بررسی مورد صریح چندگامی روش�های برخی پایداری خاصیت�های پایان�نامه

عددی آزمایش چندین همچنین شده�اند. معرفی کمتر محاسباتی هزینه�ی و وسیع�تر پایداری بازه�ی با

کنند. تایید را تئوری نتایج تا شده ارائه
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مقدمـه

محاسبه دلخواه مرتبه�ی هر از مشتق و انتگرال آن در (که کسری محاسبات موضوع اخیر، دهه�ی سه در
دست ملاحظه�ای قابل شهرت به مهندسی و پایه علوم از مختلف زمینه�های در عملی ظهور دلیل به می�شود)
مدت�های برای هستند، کسری انتگرال و مشتق شامل که دیفرانسیلی معادلات بررسی است. یافته
و فیزیکی پدیده�های شرح در اخیر دهه�ی در ولی .[١۵] بود ریاضیات از محض زمینه�ای زیادی
ملکول�های پویایی�شناسی مثال عنوان به است. گرفته قرار توجه مورد افزونی روز طور به شیمیایی،
· · · و دینامیکی سیستم�های مدل�بندی پیچیده، زمین�شناسی ساختارهای در ناخالصی پخش پروتئین،
با روش�هایی حاضر حال در .[١۶] هستند کسری دیفرانسیل معادلات عملی کاربردهای از نمونه�هایی
دسته�ی دو به که است، آمده وجود به کسری انتگرال و دیفرانسیل معادلات حل برای بالا قابلیت�های

می�شوند. تقسیم�بندی معادلات نوع این تئوری حل و عددی حل
نوع از آن�ها اکثر که است گرفته صورت زیادی تلاش�های معادلات نوع این عددی حل زمینه�ی در
می�شود. محاسبات از بالایی حجم انجام به منجر آن�ها از استفاده و [١١ ،۶ ،٣ ،٢ ،١] می�باشند ضمنی
مراجع در آن�ها پایداری خاصیت�های برخی و معرفی صریح روش�های مشکل این حل برای بنابراین
استفاده برای لذا آن�هاست. پایداری به مربوط صریح روش�های بزرگ مشکل شده�اند. بررسی [١٨ ،٧]
قرار بررسی مورد عمیق و وسیع طور به آن�ها پایداری خاصیت�های باید روش�ها این قابلیت�های از

گیرد.
حل برای روش�ها این از استفاده در که مشکلاتی و شده معرفی صریحی روش��های پایان�نامه این در
معرفی بهتر پایداری خاصیت�های با صریح روش�هایی سپس می�شوند. بیان دارد وجود سخت معادلات

می�گیرد. قرار بررسی مورد قبلی صریح روش�های به نسبت آن�ها مزیت�های و شده
است. شده تنظیم [۵] مرجع اساس بر پایان�نامه این

٣



١ فصل

مقدماتی مفاهیم

۴



۵ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

مقدمـه

معادلات معرفی کسری، مشتق مختلف تعاریف کسری، محاسبات پایه�ی مفاهیم شامل فصل این
آن�هاست. عملی کاربرد�های از نمونه�هایی و خطی کسری دیفرانسیل

کسری محاسبات پیدایش تاریخچه ١.١

مرتبه�ی از مشتق مفهوم می�توان آیا بود: این شد کسری محاسبات پیدایش به منجر که اصلی سوال
باشد؟ کسری n که داد تعمیم حالتی به را dny

dxn صحیح
١۶٩۵ سال در سپس شد. لایبنیتز١معرفی توسط بار اولین ام، n مرتبه�ی مشتق برای dny

dxn نماد
”...این داد: جواب لایبنیتز �شد؟“ خواهد چه نتیجه n = 1

2
”اگر کرد: سوال او از نامه�ای هوپیتال٢طی

کسری محاسبات جمله این با شد.“ خواهد حاصل مفیدی نتایج آن از روزی که است آشکار تناقض یک
با رابطه در او که نتایجی کرد اظهار داشت، (١۶٩٧) والیس٣ با لایبنیتز که مکاتبه�ای در شد. متولد
آورد. به�دست نیز کسری محاسبات از استفاده با می�توان را آورده �دست به 1

2
π نامتناهی حاصل�ضرب

به مستقیم غیر صورت به صحیح مرتبه�ی از مشتق برای نمایی قانون اثبات لاگرانژ۴با ١٧٧٢ سال در
کرد: بیان او کرد. کمک کسری محاسبات

dm

dxm
· dn

dxn
y =

dm+n

dxm+n
y.

روی باید محدودیتی چه بدانند داشتند علاقه� ریاضی�دانان آمد، پیش کسری محاسبات بحث که زمانی
از بار اولین برای ،١٨١٩ سال در باشد. صحیح دلخواه m,n هر برای قانون این تا شود اعمال y(x)
خود صفحه�ای هفتصد کتاب از صفحه دو حدود لاکروایکس۵ شد. برده نام متن یک در کسری مشتق
است مثبت صحیح عدد یک m آن در که y(x) = xm کرد فرض او داد. اختصاص موضوع این به را

صورت به آن ام n مرتبه�ی مشتق و
dny

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m > n,

١Leibniz
٢Hopital
٣Wallis
۴Lagrange
۵Lacroix



۶ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

آورد: به�دست گاما)، (تابع فاکتوریل یافته�ی تعمیم حالت برای لژاندر۶ نماد از استفاده با سپس است.
dny

dxn
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n

گرفت: نتیجه و ، n = 1
2
و y = x داد قرار مثال عنوان به و

d
1
2y

dx
1
2

=
2
√
x√
π
,

ولی دارد. هم�خوانی می�آید دست به لیوول و ریمان روش از استفاده با امروزه که آن�چه با نتیجه این که
نیز بعد سال�های در نکرد. ارائه باشد، استفاده قابل دلخواه مرتبه�ی هر برای که کلی روند لاکروایکس
فقط کسری مشتق قضایای قرن، سه حدود گرفت. صورت و... ریمان-لیوول٨ و فوریه٧ توسط کارهایی
داده�اند نشان محققان اخیر دهه�ی چند در ولی بودند ریاضی�دانان برای استفاده قابل تئوری صورت به
بودند. صحیح مرتبه�ی از که هستند قبلی مدل�های از کاراتر بسیار صحیح غیر مرتبه�ی از مدل�های که

کسری محاسبات در شده استفاده توابع ٢.١

دارند. مفیدی نقش کسری محاسبات به مربوط مسائل حل در که می�شوند معرفی توابعی قسمت این در

گاما تابع ١.٢.١

صورت به گاما تابع

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1 dt

اگر که است بدیهی می�باشد. همگرا (Rez > 0) مختلط صفحه�ی راست سمت در که می�شود تعریف
است. شده تعریف مثبت و حقیقی z هر برای گاما تابع باشد، حقیقی z

۶Legendre
٧Fourier
٨Riemann-Liouville



٧ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

بتا تابع ٢.٢.١

صورت به بتا تابع

B(x, y) =
∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 dt

صورت به گاما تابع حسب بر آن نمایش .Rey > 0 و Rex > 0 آن در که می�شود تعریف

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
(١.١)

است.

ناقص گامای تابع ٣.٢.١

صورت به ناقص گامای تابع صورت این در ،Rez > 0 اگر

γ∗(ν, z) =
1

Γ(ν)zν

∫ z

0

tν−1e−t dt

می�شود. تعریف

ناقص بتای تابع ۴.٢.١

صورت به ناقص بتای تابع ، 0 < ξ < 1 و Rex > 0 اگر

Bξ(x, y) =

∫ ξ

0

tx−1(1− t)y−1 dt

می�شود. تعریف

خطا تابع ۵.٢.١

صورت به خطا تابع

Erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2 dt



٨ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

صورت به ناقص گامای تابع حسب بر آن نمایش و می�شود تعریف

Erf(x) = xγ∗(
1

2
, x2)

است.

هندسی فوق توابع ۶.٢.١

صورت به pFq یافته�ی تعمیم هندسی فوق سری

pFq(a1, ..., ap, b1, ...bq; z) =
Γ(b1)...Γ(bq)

Γ(a1)...Γ(ap)

∞∑
k=0

Γ(a1 + k)...Γ(ap + k)zk

Γ(b1 + k)...Γ(bq + k)k!

ازای به سری آنگاه ،p 6 q اگر باشند). منفی غیر صحیح اعداد ها bi که شرطی (به می�شود تعریف
اگر و بود خواهد همگرا |z| < 1 که هایی z ازای به آنگاه p = q + 1 اگر و بود خواهد همگرا z هر

تابع صورت این در ، p = q = 1 اگر بود. خواهد واگرا صفر غیر z هر ازای به آنگاه p > q + 1

1F1(a, c; z) =
Γ(c)

Γ(a)

∞∑
k=0

Γ(a+ k)zk

Γ(c+ k)k!

معادله�ی در (چون می�شود نامیده نیز کامر٩ تابع 1F1 اوقات گاهی البته می�شود. نامیده هندسی فوق تابع
کلی شکل دارای که کامر دیفرانسیل

Ky(t) = tD2y(t) + (c− t)Dy(t)− aD0y(t) = 0

صورت به آن انتگرالی نمایش می�کند). صدق است،

1F1(a, c, ; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∫ 1

0

ta−1(1− t)c−a−1ezt dt

صورت به که است هندسی فوق توابع از دیگر یکی نیز U(a, c, z) است.

U(a, c, z) =
1

Γ(a)

∫ ∞

0

xa−1(1 + x)c−a−1e−zx dx

است. کامر دیفرانسیل معادله�ی جواب یک نیز تابع این می�شود. تعریف

٩Kummer



٩ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

میتگ-لفلر تابع ٧.٢.١

طور به می�کند. ایفا مهمی نقش ez تابع صحیح، مرتبه�ی از دیفرانسیل معادلات به مربوط محاسبات در
این دارد. مهمی میتگ-لفلر١٠نقش تابع نیز کسری دیفرانسیل معادلات به مربوط محاسبات در مشابه

می�شوند تعریف زیر صورت به که است پارامتری دو و پارامتری تک نوع دو دارای تابع
پارامتری تک میتگ-لفلر تابع

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(α k + 1)
,

شکل به نامتناهی سری شکل به آن بسط که

Eα(z) = 1 +
z

Γ(α + 1)
+

z2

Γ(2α + 1)
+ ...

شد. معرفی میتگ-لفلر توسط ١٩٠٣ سال در تابع این است.
پارامتری دو میتگ-لفلر تابع

صورت به پارامتری دو میتگ-لفلر تابع

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(α k + β)
, (α > 0, β > 0)

α = β = 1 اگر و می�شود حاصل پارامتری تک میتگ-لفلر تابع باشد، β = 1 اگر می�شود. تعریف
داریم صورت این در

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
= ez.

ریمان-لیوول کسری انتگرال ٣.١

روی f ،Reν > 0 اگر .(f تابع ν مرتبه�ی ریمان-لیوول کسری (انتگرال ١.٣.١ تعریف
انتگرال�پذیر J = [0,∞) از متناهی بازه�ی زیر هر بر و پیوسته تکه�ای صورت به J ′ = (0,∞)

١٠Mittage-Leffler



١٠ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

عبارت t > 0 هر ازای به صورت این در باشد،

0D
−ν
t f(t) =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1f(ξ) dξ

گوییم. ν مرتبه�ی از f ریمان-لیوول کسری انتگرال را

تعریف: این درباره�ی بحث چند

آنگاه ، ν ≥ 1 و باشد X > 0 و [0, X] بر پیوسته تابعی f اگر که است واضح •∫ t

0

(t− ξ)ν−1f(ξ) dξ

f اگر مثال برای کرد. کلی�تر را انتگرال وجود شرط می�توان ولی است موجود t هر ازای به
کند رفتار −1 < λ < 0 آن در که tλ مانند مبدا همسایگی در fو باشد پیوسته (0, x] روی
خواهد وجود ناسره انتگرال عنوان به مذکور انتگرال صورت این در باشد، 0 < Reν < 1 یا

داشت.

مطابقت توابعی با f که می�شود باعث (0,∞) بر f بودن پیوسته تکه�ای شرط فوق، تعریف در •
لزوماً قبل نکته�ی بنا لذا می�کنند. رفتار tλ(−1 < λ < 0) مانند مبدا همسایگی در که کند

داشت. خواهد وجود آن انتگرال

می�شود. گفته� C توابع کلاس می�کنند، صدق شده ذکر تعریف شرایط در که توابعی به •

لذا و است حقیقی ν می�کنیم فرض شود، وارد مطلب کلیت به خللی که این بدون این از بعد •
می�شود. تبدیل ν > 0 شرط به Reν > 0 شرط

ریمان-لیوول کسری انتگرال از مثال�هایی ١.٣.١

f(t) = tµ تابع ν مرتبه�ی از کسری انتگرال •
داریم ریمان-لیوول کسری انتگرال تعریف بر بنا

0D
−ν
t tµ =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1 ξµ dξ =
B(µ+ 1, ν)

Γ(ν)
tµ+ν

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
tµ+ν .



١١ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

که دادیم نشان پس

0D
−ν
t tµ =

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
tµ+ν , ν > 0, µ > −1, t > 0. (٢.١)

ν مرتبه�ی از K ثابت کسری انتگرال گرفت نتیجه می�توان باشد، µ = 0 اگر خاص حالت در
با است برابر

0D
−ν
t K =

K

Γ(ν + 1)
tν , ν > 0. (٣.١)

و ν > 0 (٢.١) رابطه�ی در اگر که است این شود، توجه آن به باید قسمت این در که نکته�ای
داشت خواهیم باشد، µ > −1

lim
t→0

0D
−ν
t =


0 µ+ ν > 0

Γ(µ+ 1) µ+ ν = 0

∞ µ+ ν < 0

دیفرانسیل�پذیری مبدأ، در f تابع پیوستگی حتی که گرفت نتیجه می�توان (٢.١) رابطه�ی به توجه پسبا
نمی�کند. ضمانت t = 0 در را 0D

−ν
t f(t)

عضو exp(at) صورت این در است، ثابت عدد یک a آن در که باشد f(t) = exp(at) اگر •
داریم تعریف بر بنا و است C کلاس

0D
−ν
t eat =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1eaξ dξ, ν > 0. (۴.١)

خواهیم�داشت کنیم، اعمال (۴.١) بر را x = t− ξ متغیر تغییر اگر حال

0D
−ν
t eat =

eat

Γ(ν)

∫ t

0

xν−1e−ax dx, ν > 0,

نوشت می�توان ناقص گامای تابع تعریف به توجه با و
0D

−ν
t eat = tνeatγ∗(ν, at).

کسری محاسبات به مربوط مطالعات از بسیاری در (۴.١) رابطه�ی راست طرف که آن�جایی از



١٢ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

خواهیم�داشت لذا می�دهیم. نمایش Et(ν, a)نماد با را آن می�شود، ظاهر
Et(ν, a) = tνeatγ∗(ν, at).

داشت خواهیم خطا تابع تعریف به باتوجه ν = 1
2
اگر خاص حالت در

0D
− 1

2
t eat = Et(

1

2
, a)

= a−
1
2 eatErf(at)

1
2 .

نماد با sin(at) تابع وبرای Ct(ν, a) نماد با ν مرتبه�ی کسری انتگرال cos(at) تابع برای •
می��شود. داده نمایش st(ν, a)

�داشت خواهیم کسری انتگرال تعریف به توجه با باشد، ν = 1
2
اگر پس

0D
− 1

2
t cosat = Ct(

1

2
, a)

=

√
2

a
[(cosat)C(x) + (sinat)S(x)]

و

0D
− 1

2
t sinat = St(

1

2
, a)

=

√
2

a
[(sinat)C(x)− (cosat)S(x)]

صورت به که می�باشند فرنل١١ توابع C(x), S(x)و x =
√

2at
π
روابط این در که

C(x) =

∫ x

0

cos(
1

2
πt2) dt, s(x) =

∫ x

0

sin(
1

2
πt2) dt,

توابع کسری انتگرال محاسبه�ی برای می�توان مثلثاتی روابط برخی از البته می�شوند. تعریف
رابطه�ی از استفاده با مثال، عنوان به کرد. استفاده مثلثاتی

cos 2θ = 2 cos2 θ − 1 = 1− 2 sin2 θ,
١١Fresnel



١٣ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

نوشت می�توان
0Dt−νcos2at =

tν

2Γ(ν + 1)
+

1

2
Ct(ν, 2a)

و
0D

−ν
t sin2at =

tν

2Γ(ν + 1)
− 1

2
Ct(ν, 2a).

کنیم فرض •
f(t) = (a− t)λ, a > t > 0.

داریم تعریف از استفاده با و است C کلاس عضو f صورت این در

0D
−ν
t (a− t)λ =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1(a− ξ)λ dξ, a > t > 0.

داشت خواهیم کنیم، اعمال اخیر انتگرال بر را x = t−ξ
a−ξ

متغیر تغییر اگر حال

0D
−ν
t (a− t)λ =

(a− t)ν+λ

Γ(ν)

∫ t
a

0

(x)ν−1(1− x)−ν−λ−1 dx.

نوشت می�توان ناقص بتای تابع تعریف به توجه با بنابراین

0D
−ν
t (a− t)λ =

1

Γ(ν)
(a− t)λ+νB t

a
(ν,−λ− ν).

تحلیلی t = 0 در که است f(t) = e−
1
t می�شود ظاهر کسری محاسبات اکثر در که دیگری تابع •

f(t) = tλe−
a
t , λ > −1 یعنی تابع این کلی�تر حالت کسری انتگرال قسمت این در نیست.

داریم تعریف از استفاده با می�کنیم. بررسی را

0D
−ν
t [tλe−

a
t ] =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− ξ)ν−1ξλe−
a
ξ dξ.

داشت خواهیم ξ = t
x+1

متغیر تغییر اعمال با
0D

−ν
t [tλe−

a
t ] = tλ+νe−

a
t U(ν,−λ,

a

t
),

.ν > 0 و λ > −1 و t > 0 آن در که



١۴ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

کسری انتگرال�های برای نماها قانون ٢.٣.١

اعداد λ, µ, ν و باشد پیوسته اقلیدسی صفحه�ی تمام روی F کنیم فرض دیریکله١٢). (فرمول ٢.٣.١ لم
صورت دراین باشند. ∫مثبت t

a

(t− x)µ−1 dx

∫ x

a

(y − a)λ−1(x− y)ν−1F (x, y) dy

=

∫ t

a

(y − a)λ−1 dy

∫ t

y

(t− x)µ−1(x− y)ν−1F (x, y) dx. (۵.١)

به (۵.١) رابطه�ی صورت این در ،F (x, y) = g(x)f(y) و λ = 1 و a = 0 اگر خاص حالت در
∫شکل t

0

(t− x)µ−1g(x) dx

∫ x

0

(x− y)ν−1f(y) dy

=

∫ t

0

f(y) dy

∫ t

y

(t− x)µ−1(x− y)ν−1g(x) dx. (۶.١)

شکل به (۶.١) رابطه��ی ،g(x) = 1 کنیم فرض اگر می�شود. تبدیل

∫ t

0

(t− x)µ−1 dx

∫ x

0

(x− y)ν−1f(y) dy

= B(µ, ν)
∫ t

0

(t− y)µ+ν−1f(y) dy, (٧.١)

است. بتا تابع B آن در که می�شود نوشته

.[١٢] ر.ک برهان.

.µ, ν > 0 و باشد پیوسته J روی f کنیم فرض کسری). انتگرال�های برای نماها (قانون ٣.٣.١ قضیه
داریم t هر ازای به صورت این در

0D
−ν
t [0D

−µ
x f(t)] =0 D

−(µ+ν)
t f(t) =0 D

−µ
x [0D

−ν
t f(t)]. (٨.١)

١٢Dirichlet



١۵ مقدماتی مفاهیم .١ فصل

داریم کسری انتگرال تعریف به توجه با برهان.

0D
−ν
t [0D

−µ
x f(t)] =

1

Γ(ν)

∫ t

0

(t− x)ν−1[
1

Γ(µ)

∫ x

0

(x− y)µ−1f(y) dy] dx,

طرفی از

0D
−(µ+ν)
t =

1

Γ(µ+ ν)

∫ t

0

(t− y)µ+ν−1f(y) dy,

می�دهند. نتیجه را (٩.١) رابطه�ی درستی (١.١) و (۶.١) روابط

قضیه: این درباره�ی نکته چند

عملگر با معادل را 0D
0
t باید باشد، صحیح است صفر برابر که (ν) µ هر برای قضیه بخواهیم اگر •

کنیم. تعریف همانی

لزوماً (دیفرانسیل�پذیر)، اولیه تابع یک کسری انتگرال حاصل دیدیم، قبل بخش در که همان�گونه •
را دیفرانسیل�پذیر غیر تابع کسری انتگرال می�توان قضیه این به بنا ولی نیست اولیه تابع یک

کرد. محاسبه

می�دهد نتیجه ٣.٣.١ قضیه�ی ، eat بودن پیوسته به توجه با باشد، f(t) = eat اگر مثال عنوان به
0D

−ν
t Et(µ, a) = Et(µ+ ν, a), µ > −1 , ν > 0

داریم مشابه طور به و
0D

−ν
t Ct(µ, a) = Ct(µ+ ν, a), µ > −1 , ν > 0,

0D
−ν
t St(µ, a) = St(µ+ ν, a), µ > −2 , ν > 0,

0D
−ν
t [tEt(µ, a)] = tEt(µ+ ν, a)− νEt(µ+ ν + 1, a), µ > −2 , ν > 0.

مشتق کسری وانتگرال کسری انتگرال مشتق ٣.٣.١

آن�گاه باشد، پیوسته J بر f کنیم فرض .۴.٣.١ قضیه

داریم باشد Cکلاس عضو Df اگر الف)

0D
−ν−1
t [Df(t)] =0 D

−ν
t f(t)− f(0)

Γ(ν + 1)
tν .


