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چͺیده

آن�ها Rکه حلقه روی مدول�ها از جدیدی رده پایان�نامه در�این� است. یͺدار و جابه�جایی Rیͷحلقه فرضکنیم

نگاشت و ناتهͬ اول طیف دارای اول�دار، و ناصفر مدول هر است. شده معرفͬ نامیم، اول�دار مدول�های را

متناهͬ تولید با R−مدول�های تمام خانواده شامل واقعͬ به�طور مدول�ها از رده این است. پوشا آن طبیعͬ

با مدول�های مشابه اول�دار مدول�های از اول زیر�مدول�های خواص که است شده داده نشان هم�چنین است.

است. متناهͬ تولید

اول. طیف اول�دار، مدول اشباع، اول، زیر�مدول کلیدی: واژه�های

.13C13 ،13C99 : موضوعͬ(٢٠١٠) بندی رده

الف�



مقدمه

عناصری مجموعه به�صورت را N رادیͺال ،M از N زیر�مدول برای Samual و Zariski ،١٩۵٨ سال در

در .radM (N) =
√
N :M دیͽر به�عبارت کردند. تعریف ،rnM ⊆ N طبیعͬ nای برای که r مانند R از

در C.P.Lu ،١٩٩۵ سال در داد. قرار بررسͬ مورد را اول زیر�مدول�های [١٢] در C.P.Lu ،١٩٨۴ سال

به�دست را هستند ناتهͬ طیف دارای که را مدول�هایی برخͬ و پرداخت مدول ͷی طیف�های مطالعه به [١۴]

و پرداخت زیر�مدول�ها اشباع نظریه با اول زیر�مدول�های مطالعه به [١۶] در C.P.Lu ،٢٠٠٣ سال در آورد.

نتایج و اول�دار مدول�های خواص اول�دار، مدول�های مطالعه به پایان�نامه این در آورد. به�دست را مهمͬ نتایج

مͬ�پردازیم. اول�دار مدول�های از دیͽری

R−مدول پوچساز .(N < M) N ≤ M و باشد R−مدول ͷی M و جابه�جایی حلقه ͷی R کنیم فرض

مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت و داده نشان N :M با را M
N

N :M = {r ∈ R | rM ⊆ N}

هر و r ∈ R برای�هر در�صورتͬ�که مͬ�شود، نامیده p−اول) ) اول زیر�مدول ͷی M از P سره زیر�مدول

طیف ،M اول زیر�مدول�های تمام مجموعه .m ∈ P یا r ∈ P : M = p آنگاه rm ∈ P هرگاه ،m ∈ M

زیر�مدول�های مجموعه p ∈ SpecR برای�هر مشابه به�طور مͬ�شود. داده نمایش SpecM با و نامیده ،M اول

ناصفر مدول برای است مͬ�شود.ممͺن تعریف Spec(٠) = ∅ و مͬ�شود داده نشان SpecpM Mبا p−اول

مدولͬ، چنین ندارد. اول زیر�مدول Z−مدول، به�عنوان Zp∞ مثال به�عنوان شود. تهͬ مساوی SpecM ،M

ضابطه با ψ : SpecM −→ Spec
R

AnnM
نگاشت SpecM ̸= ∅ زمانͬ�که مͬ�شود. نامیده بدون�اول مدول

پایان�نامه این مͬ�شود. نامیده SpecM از پوشا طبیعͬ نگاشت ،P ∈ SpecM برای�هر ،ψ(P ) = P :M

AnnM

این هدف است. ͬͺزاریس توپولوژی به�نام توپولوژی، به مجهز ،X = SpecM آن در ؛که [١۵] از بر�گرفته

پوشا طبیعͬ نگاشت دارای ͷی هر و ناتهͬ آن�ها اول طیف که است مدول�هایی خواصجبری بررسͬ پایان�نامه

مͬ�کنیم. بررسͬ را مدول�هایی چنین اول زیر�مدول�های ١.١.٢ قضیه در هستند.

معادلند. زیر گزاره�های در�این�صورت باشد. ناصفر MیRͷ−مدول کنیم .فرض ١.١.٢ قضیه

پوشا�ست. ψ : Spec(M) −→ Spec(R/AnnM) طبیعͬ نگاشت (١)

.P :M = p به�طوری�که دارد وجود P ∈ SpecM ،p ∈ V (AnnM) هر برای (٢)

ب



پ

.pMp ̸=Mp ،p ∈ V (AnnM) هر برای (٣)

Mاست. از p−اول زیرمدول ͷی Sp(pM) ،p ∈ V (AnnM) هر برای (۴)

.Specp(M) ̸= ∅ ،p ∈ V (AnnM) هر برای (۵)

در�صورتͬ�که مͬ�شود نامیده Mاول�دار R−مدول Mاست. اول�دار R−مدول معرفͬ ٢ فصل در گام نخستین

مدولͬ بنابراین کند. صدق ١.١.٢ قضیه شرایط از ͬͺی در M آنگاه M ̸= ⟨٠⟩ درصورتͬ�که و M = ⟨٠⟩

خواهیم نشان ١١.١.٢ قضیه در است. اول�دار مدول ͷی باشد، پوشا طبیعͬ نگاشت دارای آن اول طیف که

از کاربردی ١٢.١.٢ نتیجه در هستند. اول�دار آن، خارج�قسمتͬ مدول�های و متناهͬ تولید با مدول هر که داد

است. شده برده به�کار پایان�نامه سراسر در نتیجه این حقیقت در داد. خواهیم نشان را ١١.١.٢ قضیه

اول زیر�مدول�های و متناهͬ تولید با مدول�های اول زیر�مدول�های خواص شباهت بررسͬ به ٣ فصل در

تساوی در و �ناکایاما لم در ،M اول�دار R−مدول مͬ�دهیم، نشان همچنین مͬ�پردازیم. اول�دار مدول�های

و مͬ�دهیم. تعمیم متناهͬ تولید با مدول�های برای را قضایا این و مͬ�کند. صدق SuppM = V (AnnM)

معادلند. زیر گزاره�های باشد، ضربی مدول ͷیM اگر که مͬ�گیریم نتیجه ١۴.١.٣ قضیه در آن�جا از

است. تولیدمتناهͬ Mبا (١)

است. Mاول�دار (٢)

.SuppM = V (AnnM) (٣)

.pM :M = p ،p ∈ V (AnnM) هر برای (۴)

.pM ̸=M ،p ∈ V (AnnM) هر برای (۵)

همچنین مͬ�پردازیم. اول�دار مدول ͷی از خارج�قسمتͬ مدول�های و زیر�مدول�ها سازی موضعͬ به ۴ فصل در

از نیستند. اول�دار لزوما که مͬ�شویم متذکر و مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را اول�دار مدول�های جمع�مستقیم

مͬ�کنیم. معرفͬ جمع�مستقیم مفهوم با را اول�دار مدول�های ساختن برای روشͬ دیͽر طرفͬ

که مͬ�دهیم نشان ،AnnM شامل I ایده�آل هر برای و M R−مدول از مختلفͬ شرایط برای ۵ فصل در

را تساوی این ما است. برقرار [١٣] Mبنابر متناهͬ تولید با R−مدول برای تساوی این .rad IM =
√
IM

مͬ�دهیم. توسعه مͬ�کنند صدق زیر شرایط از ͷی هر در اما نیستند، متناهͬ تولید با لزوما که مدول�هایی برای

اول�دار یͺدست محتوی مدول�های (١)

اول�دار ضربی مدول�های (٢)

نوتری اول طیف با حلقه�ای روی اول�دار، یͺدست مدول�های (٣)



ت

زیر�مجموعه ͷی Y اگر هستند. یͺانͬ مدول�ها تمام و همانͬ عضو با و جابه�جایی حلقه�ها تمام پایان�نامه این در

این مͬ�شود. داده نشان τ(Y ) با ،Y عناصر تمام اشتراک در�این�صورت باشد، SpecM یا SpecR از ناتهͬ

است. شده تدوین زیر مقاله براساس پایان�نامه

C.P. Lu, A module whose prime spectrum has the surjective natural map, Houston

Journal of Mathematics, Volume 33, No 1, (2007).
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١ فصل

مقدمات

و پیشرفته جبر مباحث با خواننده که فرض این با فصل این در است. یͺدار و جابجایی حلقه�ای R پایان�نامه، این در
مͬ�پردازیم. نیاز مورد قضایای و تعاریف بیان به دارد را لازم آشنایی جابجایی

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

صورت به و داده نشان AnnRM با Mرا پوچساز در�این�صورت باشد، MیRͷ−مدول کنیم فرض .١.١.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف زیر

AnnRM := {r ∈ R | rm = ٠,M به هرmمتعلق {برای = (٠ :R M)

.AnnRM = ٠ که صورتͬ در مͬ�شود، نامیده Mبا�وفا R−مدول .٢.١.١ تعریف

در�این�صورت Rباشد. از ایده�آلͬ I و Rیͷحلقه فرضکنیم [28, Lemma and definition 3.46] تعریف٣.١.١. و لم
√
I := {r ∈ R : rn ∈ I که باشد موجود N متعلق�به n}

مͬ�شود. نامیده I رادیͺال و است؛ I شامل و R از ایده�آلͬ

در�این�صورت باشد. MیRͷ−مدول و صحیح حوزه�ی ͷی R کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

T (M) := {m ∈M : rm = ٠ که باشد موجود r ∈ R \ {٠}}

T (M) = ٠ اگر و تابدار مدول ͷیM آنگاه T (M) =M اگر مͬ�شود. Mنامیده تابی مدول زیر و Mاست مدول زیر
مͬ�شود. نامیده آزاد�از�تاب مدول ͷیM آنگاه

دقیق رشته�ی هر برای هر�گاه مͬ�شود، نامیده Nیͺدست R−مدول باشد. NیRͷ−مدول فرضکنیم تعریف١.١.۵.
مانند R−همریختͬ�ها و R−مدول�ها از

٠ −→M ′ −→M −→M ′′ −→ ٠

باشد. دقیق زیر رشته�ی

٠ −→M ′ ⊗
RN −→M

⊗
RN −→M ′′ ⊗

RN −→ ٠

باشند. برقرار دو هر آن عکس و فوق گزاره�ی صورتͬ�که در مͬ�شود، نامیده با�وفا یͺدست N R−مدول همچنین

١



٢ مقدمات .١ فصل

باشد. یͺدست مدول −R ͷی M و صحیح حوزه�ی ͷی R کنیم فرض [26, Proposition 3.49] .۶.١.١ گزاره
است. تاب از Mآزاد در�این�صورت

Mیͺدست در�این�صورتR−مدول باشد. اصلͬ ایده�آل Rیͷحوزه فرضکنیم [26, Corollary 3.51] .٧.١.١ قضیه
باشد. تاب از Mآزاد اگر�و�تنها�اگر است

m ∈M اگر مͬ�شود، Mنامیده روی صفر علیه یͷمقسوم r ∈ R باشد. MیRͷ−مدول فرضکنیم تعریف٨.١.١.
مͬ�دهیم. نشان ZR(M) با Mرا روی صفر علیه�های مقسوم مجموعه�ی .rm = ٠ mو ̸= ٠ به�طوری�که باشد، موجود

، صفر علیه مقسوم غیر r هر و e ∈ E هر برای صورتͬ�که در مͬ�شود، نامیده بخش�پذیر E R−مدول .٩.١.١ تعریف
.e = re′ به�طوری�که باشد موجود E از e′ مانند عضوی

R−مدول عنوان به K در�این�صورت باشد؛ R کسر�های میدان K و صحیح حوزه�ی R کنیم فرض .١٠.١.١ قضیه
است. بخش�پذیر

به�طوری�که باشد، R از ایده�آل ͷی a و متناهͬ تولید با R−مدول ͷی M کنیم فرض ناکایاما). لم ) .١١.١.١ لم
.M = در�این�صورت٠ ،a ⊆ Jac(R) و aM =M

aM؛ = M به�طوری�که R از ایده�آل ͷی a و باشد، متناهͬ تولید با R−مدول ͷی M کنیم فرض .١٢.١.١ قضیه
.a+AnnM = Rدر�این�صورت

عکس با�وفاست. و Mیͺدست آنگاه باشد با�وفا یͺدست MیRͷ−مدول اگر [6, P.29.remark] .١٣.١.١ ملاحظه
نیست. صحیح کلͬ حالت در مطلب این

معادلند. زیر گزاره�های در�این�صورت باشد. MیRͷ−مدول کنیم فرض [18, Theorem 7.2] .١۴.١.١ قضیه

است. با�وفا یͺدست R Mروی (١)

.N
⊗

RM ̸= ٠ ،N ناصفر R−مدول هر برای و است یͺدست R Mروی (٢)

.mM ̸=M ، R از m ماکسیمال ایده�آل هر برای و است یͺدست R Mروی (٣)

.pM ̸=M ، R از p اول ایده�آل هر برای و است یͺدست R Mروی (۴)

مͬ�شود، نامیده با�وفا یͺدست ψ همریختͬ باشد. حلقه�ای همریختͬ ͷی ψ : A −→ B کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف
باشد. با�وفا یͺدست A−مدول عنوان به B درصورتͬ�که

در�این�صورت باشد حلقه�ای همریختͬ ͷی ψ : A −→ B کنیم فرض [18, P.28.Theorem 3] .١۶.١.١ قضیه
معادلند. زیر گزاره��های

است. با�وفا یͺدست ψ (١)

است. پوشا ψ−١(q) = qc ضابطه با aψ : SpecB −→ SpecA و یͺدست ψ (٢)

به�طوری�که دارد، وجود B از m′ ماکسیمال ایده�آل ،A از m ماکسیمال ایده�آل هر برای و است یͺدست ψ (٣)
.m′ ∩A = m

مͬ�شود. نامیده موضعͬ شبه دارد m مانند ماکسیمال ایده�آل ͷی دقیقاً Rکه جابجایی حلقه�ی .١٧.١.١ تعریف



٣ مقدمات .١ فصل

مͬ�شود. نامیده موضعͬ حلقه باشد، موضعͬ شبه که R نوتری و جابه�جایی حلقه .١٨.١.١ تعریف

عنصر دارای به�عبارت�دیͽر باشد. صفر آن پوچ رادیͺال هرگاه مͬ�شود، نامیده یافته تحویل R حلقه .١٩.١.١ تعریف
نباشد. پوچ�توان ناصفر

و مͬ�شود داده نشان SuppM با M محمل باشد. R−مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت

SuppM = {p ∈ SpecR |Mp ̸= ٠}

داده نمایش htR(p) نماد با را p ارتفاع در�این�صورت .p ∈ SpecR و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .٢١.١.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت و

htR(p) := sup{n است| p به مختوم اول ایده�آل�های از اکید زنجیری طول ،n}

.htR(p) =∞ مͬ�دهیم قرار نباشد، موجود فوق مجموعه سوپریمم اگر

به�صورت R حلقه بعد .٢٢.١.١ تعریف

dim(R) := sup{htR(p) | p ∈ SpecR}

.dim(R) =∞ مͬ�دهیم قرار نباشد، موجود فوق مجموعه سوپریمم اگر مͬ�شود. تعریف

است. ماکسیمال حلقه، از اول ایده�آل هر ،dim(R) = ٠ اگر •

.dim(R) = htm در�این�صورت∞> mباشد. ماکسیمال ایده�آل با موضعͬ حلقه ͷی R فرضکنیم .٢٣.١.١ قضیه

تعداد و متناهͬ F پایه هر در�این�صورت باشد. متناهͬ پایه��ای با آزاد R−مدول ͷی F کنیم فرض .٢۴.١.١ تعریف
مͬ�شود. داده نشان rankF با و مͬ�شود نامیده F رتبه F پایه هر عضوهای تعداد است. یͺسان F پایه هر�دو عضوهای

باشد. متناهͬ پایه�ای دارای اگر�و�تنها�اگر است متناهͬ بعد با برداری فضای •

مͬ�شود نامیده منظم موضعͬ R حلقه در�این�صورت باشد. موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض .٢۵.١.١ تعریف
شود. تولید عنصر dimR توسط آن ماکسیمال ایده�آل هرگاه

.dimR = V dim
m

m٢ هرگاه است منظم موضعͬ (R,m) حلقه •

است. صحیح حوزه منظم، موضعͬ حلقه هر [28, Theorem 15.34] .٢۶.١.١ قضیه

در�این�صورت باشد. R کسرهای میدان K و MیRͷ−مدول و صحیح حوزه ͷی R کنیم فرض .٢٧.١.١ گزاره

rankR(M) = V dimK(K
⊗

RM)

R−مدول از زیر�مدول ͷیN و (P. I.D) اصلͬ ایده�آل Rیͷحوزه فرضکنیم [26, Corollary 4.15] .٢٨.١.١ قضیه
.rank(N) ≤ rank(F ) و است آزاد یRͷ−مدول N در�این�صورت باشد. F آزاد

اگر�و�تنها�اگر است Mنوتری در�این�صورت باشد. MیRͷ−مدول فرضکنیم [28, Theorem 13.7] .٢٩.١.١ قضیه
باشد. متناهͬ تولید Mبا زیر�مدول هر
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هر آنگاه باشد نوتری M اگر در�این�صورت باشد. R−مدول ͷی M کنیم فرض [28, Lemma 14.7] .٣٠.١.١ لم
است. نوتری نیز آن خارج�قسمتͬ مدول هر و زیر�مدول

باشد. R از سره ایده�آل ͷیm و نوتری صحیح حوزه ͷی R کنیم فرض [30, P.216.Corollary 1] .٣١.١.١ قضیه
.
∩
i
(mi) = در�این�صورت٠

باشند. R از ایده�آل دو I٢ و I١ و باشد یͺدست R−مدول ͷی M کنیم فرض [19, Theorem 7.4] .٣٢.١.١ قضیه
در�این�صورت

(I١
∩
I٢)M = I١M

∩
I٢M

اول ایده�آل برای�هر در�این�صورت باشد. پروژکتیو MیRͷ−مدول فرضکنیم [19, Theorem 7.12] .٣٣.١.١ قضیه
است. پروژکتیو Rp−مدول ͷیMp ،R از p

حاصل�ضرب از زیر�مدولͬ Mبا هرگاه مͬ�شود نامیده Mبی�تاب R−مدول [26, P.171.Definition] تعریف١.١.٣۴.
باشد. یͺریخت Rها مستقیم

از زیر�مدولͬ M اگر�و�تنها�اگر است بی�تاب R صحیح حوزه روی متناهͬ رتبه با M مدول [24, P.55] .٣۵.١.١ قضیه
باشد. متناهͬ تولید با آزاد مدول ͷی

گزاره�های در�این�صورت ،p ∈ R\{٠} و باشد اصلͬ ایده�آل حوزه ͷی R فرضکنیم [28, Lemma 3.34] .٣۶.١.١ لم
معادلند. زیر

است. R ناصفر و اول ایده�آل p R (١)

است. R اول عضو p (٢)

است. R تحویل�ناپذیر عضو p (٣)

روی s .s ∈ S و باشد S تعویض�پذیر حلقه از زیر�حلقه�ای R کنیم فرض [28, Definition 16.13] .٣٧.١.١ تعریف
به�طوری�که باشند داشته وجود r٠, · · · , rh−١ ∈ R و h ∈ N اگر است صحیح R

sh + rh−١sh−١ + · · ·+ r١s+ r٠ = ٠

باشد. R[X] به متعلق تکین جمله�ای چند ͷی ریشه s یعنͬ

باشد. صحیح R روی S عضو هر اگر است صحیح R روی S گوییم •

S (R ⊆ S) تعویض�پذیر حلقه از زیر�حلقه�ای R فرضکنیم وقوع). قضیه ) [28, Theorem 34.13] .٣٨.١.١ قضیه
.q
∩
R = p به�طوری�که دارد وجود q ∈ SpecSدر�این�صورت p ∈ SpecR فرضکنیم باشد. Rصحیح روی S و بوده

ضربی مدول ٢.١

باشد موجود R از I ایده�آل M از N زیر�مدول برای�هر در�صورتͬ�که مͬ�شود، نامیده ضربی M مدول .١.٢.١ تعریف
.N = IM به�طوری�که

M از N زیر�مدول برای�هر اگر است Mضربی R−مدول یعنͬ است. I = (N :R M) ضربی مدول تعریف در •
.N = (N :R M)M باشیم داشته
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باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض [5, Lemma 2] .٢.٢.١ لم

ی١Rͷ−S−مدول S−١M در�این�صورت باشد. ضربی MیRͷ−مدول Rو از ضربی بسته ͷی S فرضکنیم (١)
است. ضربی

ͷی Mp ،R از p (ماکسیمال) اول ایده�آل برای�هر اگر�و�تنها�اگر است ضربی M متناهͬ تولید با R−مدول (٢)
باشد. ضربی Rp−مدول

اگر�و�تنها�اگر است Mضربی در�این�صورت باشد. باوفا MیRͷ−مدول فرضکنیم [8, Theorem 1.6] .٣.٢.١ قضیه

R از Iλ(λ ∈ Λ) ایده�آل�های از ناتهͬ مجموعه برای�هر (١)
∩

λ∈Λ
(IλM) = (

∩
λ∈Λ

Iλ)M

و B ⊂ A به�طوری�که باشد موجود B ایده�آل ،N ⊂ AM که R از A ایده�آل و M از N زیر�مدول برای�هر (٢)
.N ⊆ BM

فرض باشد. باوفا ضربی MیRͷ−مدول و R حلقه از اول ایده�آل ͷی p کنیم فرض [8, Lemma 2.10] .۴.٢.١ لم
.x ∈ pM یا a ∈ pدر�این�صورت .a ∈ R و x ∈M آن در که ax ∈ pM کنیم

در�این�صورت Mباشد. از سره Nزیر�مدول و ضربی MیRͷ−مدول فرضکنیم [8, Corollary 2.11] .۵.٢.١ نتیجه
معادلند. زیر گزاره�های

است. اول N (١)

است. R از اول ایده�آل ͷی Ann
M

N
(٢)

.N = pM و AnnM ⊆ p به�طوری�که دارد وجود R از p اول ایده�آل (٣)

اولیه زیر�مدول ٣.١

در�صورتͬ�که مͬ�شود، نامیده اولیه زیر�مدول ،M Nاز سره زیر�مدول باشد. MیRͷ−مدول فرضکنیم تعریف١.٣.١.
.rnM ⊆ N به�طوری�که باشد، موجود n طبیعͬ عدد یا و m ∈ N آنگاه rm ∈ N اگر ،m ∈M و r ∈ R برای�هر

در�این�صورت Mباشد، R−مدول از اولیه زیر�مدول ͷی N کنیم فرض [29, Lemma 4.17] .٢.٣.١ تعریف و لم

P = {r ∈ R | rnM ⊆ N به�طوری�که باشد موجود n طبیعͬ عدد } =
√
N :M

مͬ�شود. Mنامیده p−اولیه زیر�مدول ͷی N و است R اول ایده�آل ͷی

باشد R p−اولیه ایده�آل ͷی q اگر ویژه به .N :M ⊆ p آنگاه Mباشد از p−اولیه زیر�مدول ͷی N اگر .٣.٣.١ توجه
.q ⊆ p آنگاه

N :M در�این�صورت Mباشد. R−مدول از اولیه زیر�مدول ͷی N فرضکنیم [23, Proposition 18] .۴.٣.١ قضیه
است. p−اولیه ایده�آل ͷی
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مینیمال اول و اول زیر�مدول�های ۴.١

صورتͬ�که در مͬ�شود نامیده اول زیر�مدول ،M از P سره زیر�مدول باشد. MیRͷ−مدول فرضکنیم تعریف١.۴.١.
.r ∈ P :M یا e ∈ P آنگاه re ∈ P اگر ،e ∈M هر و r ∈ R برای�هر

p := (P :M) دهیم قرار اگر Rاستو اول Pیͷایده�آل :M آنگاه Mباشد. از اول Pیͷزیر�مدول اگر .٢.۴.١ توجه
مͬ�شود. Mگفته p−اول زیر�مدول ،P به آنگاه

عنوان به R از اول زیر�مدول ͷی R حلقه اول ایده�آل هر هم�چنین و است اولیه اول، زیر�مدول هر که است واضح •
است. R−مدول

M اول زیر�مدول ͷی N لزوماً آنگاه باشد، اول ایده�آل ͷی N : M ،M از N سره زیر�مدول برای اگر .٣.۴.١ تذکر
نیست.

اول زیر�مدول�های تمام مجموعه در�این�صورت باشد. R−مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.۴.١ تعریف
و مͬ�دهند نشان SpecpM با را M p−اول زیر�مدول�های تمام مجموعه ویژه به مͬ�دهیم. نمایش SpecM با را M

.SpecpM ⊆ SpecM

هرگاه است اول زیر�مدول ͷی R صحیح حوزه Mروی مدول از T (M) تابدار زیر�مدول [12, Result 3] .۵.۴.١ قضیه
.T (M) ̸=M

در�این�صورت ،p = N :M و Mباشد، R−مدول از سره Nیͷزیر�مدول فرضکنیم [12, Theorem 1] .۶.۴.١ قضیه
معادلند. زیر گزاره�های

است. اول زیر�مدول ͷی N (١)

است. آزاد�از�تاب R−مدول
p
ͷی M

N
(٢)

N : M به�طوری�که باشد M R−مدول از سره زیر�مدول ͷی N کنیم فرض [12, Proposition 2] .٧.۴.١ گزاره
R از m ماکسیمال ایده�آل برای�هر ویژه به است. اول زیر�مدول ͷی N در�این�صورت است. R ماکسیمال ایده�آل ͷی

Mاست. اول زیر�مدول ͷی mM ،mM ̸=M به�طوری�که

در�این�صورت Mباشد. از ماکسیمال Nزیر�مدول و MیRͷ−مدول فرضکنیم [12, Proposition 4] .٨.۴.١ گزاره
است. R ماکسیمال ایده�آل ͷی N :M و است اول زیر�مدول ͷی N

در�این�صورت باشد. R کسر�های میدان K و نیست میدان که باشد صحیح حوزه ͷی R کنیم فرض .٩.۴.١ قضیه
.SpecR(K) = {(٠)}

p
∩
S = ∅ به�طوری�که باشد، R از ضربی بسته زیر�مجموعه ͷی S کنیم فرض [14, Proposition 1] .١٠.۴.١ قضیه

گردایه و M از P p−اول زیر�مدول�های گردایه بین ͷبه�ی�ͷی تناظر ͷی در�این�صورت باشد. R−مدول ͷی M و
.W = S−١P و P =W

∩
M که است به�گونه�ای تناظر این و است برقرار S−١M Wاز ١p−S−اول زیر�مدول�های

ͷبه�ی�ͷی تناظری در�این�صورت .p ∈ SpecR و R−مدول ͷی M کنیم فرض [14, Corollary 3] .١١.۴.١ نتیجه
.N :M ⊆ p به�طوری�که است، Mبرقرار از N اول زیر�مدول�های Mpو Rp−مدول اول زیر�مدول�های بین

در�این�صورت؛ .R ̸= ٠ و باشد ناصفر MیRͷ−مدول کنیم فرض [14, Theorem 2] .١٢.۴.١ قضیه
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.SpecM ̸= ∅ لذا دارد. وجود Spec R

AnnM
به SpecM از پوشا تابع ͷی آنگاه باشد، متناهͬ تولید Mبا اگر (١)

.SpecM ̸= ∅ لذا دارد. وجود SpecR به SpecM از پوشا تابع ͷی آنگاه باشد، باوفا یͺدست R Mروی اگر (٢)

.SpecM ̸= ∅ آنگاه باشد، R صحیح حوزه روی آزاد�از�تاب مدول ͷیM اگر (٣)

.SpecM ̸= ∅ آنگاه باشد، ضربی مدول ͷیM اگر (۴)

طبیعͬ نگاشت زیر شرایط از ͷهر�ی در باشد. MیRͷ−مدول کنیم فرض [15, Proposition 3.5] .١٣.۴.١ گزاره

است. پوشا ψ(P ) = P :M

AnnM
ضابطه با ψ : SpecM −→ Spec

R

AnnM

باشد. ناصفر متناهͬ تولید با مدول ͷیM (١)

باشد ناصفر باوفای یͺدست مدول ͷیM (٢)

طبیعͬ نگاشت و یRͷ−مدول S (R ↩→ S Rاست( شامل S حلقه به�طوری�که مͬ�گیریم S مانند حلقه�ای Mرا (٣)
باشد. پوشا p ∈ SpecS برای�هر ،θ(p) = p

∩
R ضابطه با θ : SpecS −→ SpecR

به�طوری�که ،R از اول ایده�آل ͷی p و باشد یͺدست MیRͷ−مدول کنیم فرض [12, Theorem 3] .١۴.۴.١ قضیه
زیر�مدول ͷی pM ویژه به است. M از p−اولیه زیر�مدول qM آنگاه باشد R از p−اولیه ایده�آل q اگر .pM ̸= M

Mباشد. از p−اول

به�صورت و داده نشان V (N) با Nرا واریته در�این�صورت .N ≤M و MیRͷ−مدول فرضکنیم تعریف١.١۵.۴.
مͬ�شود. تعریف زیر

V (N) = {P ∈ SpecM | P ⊇ N}

اول زیر�مدول ͷی را مینیمالͬ عضو چنین آنگاه باشد، مینیمال عضو ͷی دارای حداقل شمول رابطه تحت V (N) اگر
در�صورتͬ�که؛ مͬ�شود Nنامیده (روی) مینیمال زیر�مدول ،M از P اول زیر�مدول به�عبارت�دیͽر Nنامند. (روی) مینیمال

.N ⊆ P (١)

.P ′ = P آنگاه ،N ⊆ P ′ ⊆ P به�طوری�که Mباشد از دیͽری اول زیر�مدول P ′ اگر (٢)

Mگویند. �مدول مینیمال اول زیر�مدول را (٠) زیر�مدول مینیمال، اول زیر�مدول که شود توجه
گویند. نیز مینیمال اول زیر�مدول ͷی را P آنگاه Mباشد، مینیمال اول زیر�مدول ͷی P اگر •

زیر�مدول�ها اشباع ۵.١

باشد. طبیعͬ همریختͬ φ :M −→Mp و p ∈ SpecR و N ≤M و MیRͷ−مدول کنیم فرض .١.۵.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت p به نسبت N زیر�مدول اشباع در�این�صورت

Sp(N) = (Np)
c = φ−١(Np)

آن در که

Sp(N) = {e ∈M | se ∈ N به�طوری�که دارد وجود s ∈ R \ p}
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بسته زیر�مجموعه S آن در که مͬ�گویند نیز M در N S−مولفه را Sp(N) است. N Mشامل از زیر�مدولͬ Sp(N) و
است. S = R \ p ضربی

N زیر�مدول در�این�صورت .p ∈ SpecR و Mباشد از زیر�مدولͬ N و MیRͷ−مدول کنیم فرض .٢.۵.١ تعریف
.Sp(N) = N هرگاه است شده اشباع p به Mنسبت� از

در�این�صورت؛ .p ∈ SpecR و Mباشد از زیر�مدولͬ N و MیRͷ−مدول کنیم فرض [16, Result 1] .٣.۵.١ لم

.(Sp(N))p = Np و Sp(Sp(N)) = Sp(N) (١)

.N :M ⊆ Sp(N :M) ⊆ Sp(N) :M = Sp(Sp(N) :M) (٢)

در�این�صورت؛ .p ∈ SpecR و Mباشد از زیر�مدولͬ N و MیRͷ−مدول کنیم فرض [16, Result 2] .۴.۵.١ لم

.(N :M = p)
√
N :M = p و Sp(N) = N اگر�و�تنها�اگر Mاست از (p−اول) p−اولیه زیر�مدول ͷی N (١)

.N = Sp(N) = Sq(N) ،q ∈ V (p) برای�هر در�این�صورت باشد. شده اشباع p ∈ SpecR به نسبت N اگر (٢)

.p ∈ SpecR و باشد M از زیر�مدولͬ N و R−مدول ͷی M کنیم فرض [16, Theorem 2.1] .۵.۵.١ قضیه
در�این�صورت؛

.Np :Mp = (Sp(N) :M)p (١)

معادلند. زیر گزاره�های (٢)

.Np ̸=Mp (i)

.Sp(N) :M ⊆ p (ii)

.Sp(N) ̸=M (iii)

.p ∈ Supp
M

N
(iv)

زیر گزاره�های در�این�صورت .p ∈ SpecR و باشد R حلقه از ایده�آل ͷی I کنیم فرض [16, Lemma 2.2] .۶.۵.١ لم
معادلند.

است. R از p−اولیه ایده�آل ͷی Sp(I) (١)

.
√
Sp(I) = p (٢)

است. I از مینیمال اول ایده�آل ͷی p (٣)

گزاره�های در�این�صورت .p ∈ SpecR Nو ≤M و MیRͷ−مدول فرضکنیم [16, Theorem 2.3] .٧.۵.١ قضیه
معادلند. زیر

Mاست. از p−اولیه زیر�مدول ͷی Sp(N) (١)

است. R از p−اولیه ایده�آل ͷی Sp(N) :M (٢)

.
√
Sp(N) :M = p (٣)

.Sp(N) :M = p اگر�و�تنها�اگر Mاست از p−اول زیر�مدول ͷی Sp(N) ویژه به
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.pM ⊆ N به�طوری�که p ∈ SpecR Nو ≤M و MیRͷ−مدول فرضکنیم [16, Proposition 2.4] .٨.۵.١ گزاره
معادلند. زیر گزاره�های در�این�صورت

.Sp(N) ̸=M (١)

.N :M = Sp(N) :M = p (٢)

است. اول زیر�مدول ͷی Sp(N) (٣)

است. p−اول زیر�مدول ͷی Sp(N) آنگاه باشد، p−اول زیر�مدول ͷی pM ⊆ N و N ≤M هرگاه .٩.۵.١ نتیجه

در�این�صورت .Sp(pM) ̸= M به�طوری�که باشد، R از اول ایده�آل p و MیRͷ−مدول کنیم فرض .١٠.۵.١ نتیجه
به�طوری�که است M از P p−اول زیر�مدول�های تمام اشتراک Sp(pM) و است M از p−اول زیر�مدول ͷی Sp(pM)

.P :M = p

.p ∈ V (AnnM) و باشد متناهͬ تولید با R−مدول ͷی M کنیم فرض [16, Theorem 3.5] .١١.۵.١ قضیه
زیر�مدول ͷی Sp(pM) و p−اولیه زیر�مدول ͷی Sp(qM) آنگاه باشد، R از p−اولیه ایده�آل ͷی q اگر در�این�صورت

Mاست. از p−اول

ͷی Sp(pM)در�این�صورت .p ∈ V (AnnM) و باشد متناهͬ تولید با MیRͷ−مدول کنیم فرض .١٢.۵.١ نتیجه
.P :M = p به�طوری�که Mاست از P p−اول زیر�مدول�های تمام اشتراک Sp(pM) و است p−اول زیر�مدول

در�این�صورت؛ .p ∈ SpecR و N ≤M و MیRͷ−مدول کنیم فرض .١٣.۵.١ قضیه

شامل p−اول زیر�مدول هر و است N (روی) مینیمال اول زیر�مدول ͷی آنگاه باشد، اول زیر�مدول Sp(N) اگر (١)
است. Sp(N) شامل ،N

.Sp(pM) ̸=M اگر�و�تنها�اگر است p−اول زیر�مدول ͷی Sp(pM) (٢)

.Sp(٠) ̸=M اگر�و�تنها�اگر p ∈ SuppM (٣)

لذا .N ⊆ L ⊆ Sp(N) به�طوری�که Mباشد از اول زیر�مدول ͷی L کنیم فرض .(١) برهان.

Sp(N) ⊆ Sp(L) ⊆ Sp(Sp(N))

بنابراین ،Sp(Sp(N)) = Sp(N) ٣.۵.١ لم بنابر طرفͬ از

Sp(N) = Sp(L) (I)

لذا L ⊆ Sp(N) اینکه از .L :M = p′ کنیم فرض حال

p′ = L :M ⊆ Sp(N) :M

،p * p′ کنیم فرض .p ⊆ p′ مͬ�دهیم نشان حال .p′ ⊆ p بنابراین .Sp(N) : M = p ٨.۵.١ گزاره بنابر طرفͬ از
اینکه از حال .rm /∈ L به�طوری�که دارد وجود mای ∈ M پس r /∈ p′ = L : M که دارد وجود r ∈ p در�این�صورت
از و srm ∈ N به�طوری�که دارد sوجود ∈ R \ p بنابراین rm ∈ Sp(N) مͬ�گیریم، نتیجه r ∈ p و p = Sp(N) : M

داریم. L بودن اول بنابر آنجا

s ∈ L :M = p′ ⊆ p
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نتیجه در و p ⊆ p′ پس است. تناقض ͷی که

p = p′ (II)

۴.۵.١ لم و (II) و (I) بنابر بنابراین

Sp(N) = Sp(L) = Sp′(L) = L

N شامل Mو از p−اول زیر�مدول ͷی L فرضکنیم حال است. N (روی) مینیمال اول زیر�مدول ͷی Sp(N) بنابراین
مͬ�شود. کامل برهان و Sp(N) ⊆ Sp(L) = L بنابراین باشد.

گزاره بنابر Sp(pM) بودن اول است. p−اول زیر�مدول ͷی Sp(pM) مͬ�دهیم نشان .Sp(pM) ̸=M فرضکنیم .(٢)
.r /∈ p به�طوری�که r ∈ Sp(pM) : M کنیم فرض .Sp(pM) : M = p دهیم نشان کافیست است. واضح ٨.۵.١
،rs /∈ R \ p اما .rms ∈ pM به�طوری�که s ∈ R \ p دارد وجود ،m ∈ M برای�هر لذا .rM ⊆ Sp(pM) بنابراین
تناقض در فرض با این و .Sp(pM) =M نتیجه در .M ⊆ Sp(pM)پس .m ∈ Sp(pM) ،m ∈M برای�هر بنابراین

.Sp(pM) ̸=M ٨.۵.١ گزاره بنابر لذا باشد p−اول زیر�مدول ͷی Sp(pM) کنیم فرض برعکس، است.
p ∈ SuppM کنیم فرض برعکس، .p ∈ SuppM ۵.۵.١ قضیه بنابر در�این�صورت .Sp(٠) ̸= M کنیم فرض .(٣)
اینجا از sm ̸= ٠ ،s ∈ R \ p برای�هر بنابراین .m١ ̸= ٠ به�طوری�که دارد وجود m ∈ M نتیجه در ،Mp ̸= ٠ بنابراین

.Sp(٠) ̸=M پس m /∈ Sp(٠)

گسسته ارزیابی حلقه ۶.١

Kنامیده ارزیابی حلقه Aدر�این�صورت باشد. آن کسرهای Kمیدان و صحیح یͷحوزه A فرضکنیم تعریف١.۶.١.
.x−١ ∈ A یا x ∈ A ،K از x ناصفر عنصر برای�هر اگر مͬ�شود،

(K از ضربی گروه ͷی K∗ = K − {٠} ) V : K∗ −→ Zنگاشت باشد. میدان ͷی K کنیم فرض .٢.۶.١ تعریف
در�صورتͬ�که؛ است K روی گسسته ارزیابی

همریختͬ) ͷی V ) V (xy) = V (x) + V (y) (١)

V (x+ y) ≥ min(V (x), V (y)) (٢)

مͬ�شود. نامیده V از ( K میدان (روی ارزیابی حلقه ͷی V (x) ≥ ٠ به�طوری�که x ∈ K∗ تمام و ٠ شامل مجموعه
مͬ�شود. تعریف V (٠) = +∞

K کسرهای میدان از V مانند گسسته ارزیاب ͷی اگر است گسسته ارزیابی حلقه ͷی A صحیح حوزه تعریف١.۶.٣.
باشد. V از ارزیابی حلقه A به�طوری�که باشد موجود A از

است. گسسته ارزیابی حلقه ١ بعد با منظم و موضعͬ حلقه •

ایده�آل m و باشد، ١ بعد با نوتری موضعͬ صحیح حوزه ͷی A کنیم فرض [3, proposition 9.2] .۴.۶.١ قضیه

معادلند. زیر گزاره�های در�این�صورت .K =
A

m
و A ماکسیمال

است. گسسته ارزیابی حلقه A (١)

است. بسته صحیح به�طور A (٢)

است. اصلͬ ایده�آل ͷی m (٣)
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.dim m

m٢ = ١ (۴)

است. m ماکسیمال ایده�آل از توانͬ آن ناصفر ایده�آل هر (۵)

موضعͬ حلقه ͷی Aدر�این�صورت باشد. گسسته ارزیابی حلقه ͷی A فرضکنیم [3, Theorem 11.2] .۵.۶.١ قضیه
است. ١ بعد با

نوتری ͬͺتوپولوژی فضای ٧.١

مͬ�گیریم. نظر در را زیر مجموعه باشد. آن از ایده�آلͬ I و حلقه ͷی R کنیم فرض .١.٧.١ تعریف

F = {V (I) است| R از ایده�آل ͷی I}

مͬ�کند. صدق زیر شرایط در SpecR زیر�مجموعه�های از F مجموعه

است. SpecR و ∅ شامل F (١)

است. بسته متناهͬ اجتماع و دلخواه اشتراک به نسبت (٢)

توپولوژی SpecR روی توپولوژی این مͬ�کند. صدق بسته مجموعه�های براساس توپولوژی تعریف در F بنابراین
مͬ�شود. نامیده ١ ͬͺزاریس

شود. متوقف X بسته زیر�مجموعه�های از نزولͬ دنباله هر هرگاه گوییم، نوتری را X ͬͺتوپولوژی فضای تعریف٢.٧.١.

اول ایده�آل�های مجموعه در�این�صورت باشد. نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض [19, Exercise 4.9] .٣.٧.١ قضیه
نیست). صحیح کلͬ حالت در مطلب این است.(عکس نوتری ͬͺتوپولوژی فضای ͷی R (SpecR)

به�صورت را V بتوان هرگاه مͬ�شود نامیده پذیر تحویل ͬͺتوپولوژی فضای در V ناتهͬ و بسته مجموعه .۴.٧.١ تعریف
نامیده ناپذیر تحویل صورت این غیر در .(V = V١

∪
V٢) نوشت آن از V٢ و V١ اکید و بسته زیر�مجموعه دو اجتماع

مͬ�شود.

V (p) ،p ∈ SpecR برای�هر در�این�صورت باشد. نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض [19, Exercise 4.10] .۵.٧.١ قضیه
است. ناپذیر تحویل بسته مجموعه

اجتماع به�صورت مͬ�توان را نوتری ͬͺتوپولوژی فضای از بسته زیر�مجموعه هر [19, Exercise 4.11] .۶.٧.١ قضیه
نوشت. تحویل�ناپذیر بسته مجموعه�های از متناهͬ

باشد. اولیه ایده�آل�های از متناهͬ اشتراک آن ایده�آل هر هرگاه مͬ�شود نامیده ٢ لاسͺرین ،R حلقه .٧.٧.١ تعریف

است. نوتری اول طیف دارای لاسͺرین حلقه هر [9, Theorem 4] .٨.٧.١ قضیه

١Zariski
٢laskerian
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اول�دار مدول�های

مͬ�پردازیم. اول�دار مدول تعریف بیان به سپس و مͬ�کنیم، شروع بنیادی قضیه با را فصل این

اول�دار مدول�های ١.٢

معادلند. زیر گزاره�های در�این�صورت باشد. ناصفر MیRͷ−مدول کنیم فرض .١.١.٢ قضیه

است. پوشا ψ : Spec(M) −→ Spec(R/AnnM) طبیعͬ نگاشت (١)

.P :M = p به�طوری�که دارد وجود P ∈ SpecM ،p ∈ V (AnnM) هر برای (٢)

.pMp ̸=Mp ،p ∈ V (AnnM) هر برای (٣)

Mاست. از p−اول زیرمدول ͷی Sp(pM) ،p ∈ V (AnnM) هر برای (۴)

.Specp(M) ̸= ∅ ،p ∈ V (AnnM) هر برای (۵)

نگاشت فرض بنابه طرفͬ از .p/AnnM ∈ Spec(R/AnnM)،p ∈ V (AnnM) هر ٢).برای ⇐= (١ برهان.

P ∈ Spec(M) لذا است. پوشا ψ(P ) = P :M/AnnM باضابطه ψ : Spec(M) −→ Spec(R/AnnM) طبیعͬ

تساوی از مͬ�دهیم نشان حال .P :M/AnnM = p/AnnM بنابراین ،ψ(P ) = p/AnnM به�طوری�که دارد وجود

داریم. را P :M = p فوق

بنابراین .r ∈ p کنیم فرض

r +AnnM ∈ p/AnnM

در�نتیجه P :M/AnnM = p/AnnM آنجایی�که از

١٢


