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ଘ ৎقدم
آ່ید  ਪی ೯دا

را، ࠙ق را، ग़ࡁभජࢌ را، ع࢙م را، ࠟ࢞ل را، اিسان را، गھان
دঃید. وओودم భ را ࠙ࡰࡺشان  ইسای ଘ و

رণیدن എࠝ࢟ت ऒواಶඋن، ࣻسارت داಶඌিن، ହور ঁذت রودن، باور ฬب ॺࡗظات  گای ശত່ ෙय़بان ماభم، و ৮در ଘ
آن॥ت. ධසز अور ॠدون ز৯دজ࣓م زশبای و یൊتا ଘඹূی ৳مام و

ਗیبا॰د. ૼن دلࢂਗඟی ଢما وओودش و রود زॐماৠم ঃࣇمل ূࡗજࣱل، ੌول భ ঙࢤواره  ସ୍م భاୀ ଘ
اঃید ଘ را راه اଌن ਜวീࣺیی نارم، భ अور زশباਪی و ॴوق از  ࣼمਪی با  دඁندم ऒواଽزادهی و ऒواଽان ଘ و

৶ࢤود৯د. بدل راه روਣতی و

ب



ণپاس ච໋اری...

و ع࢙م رଽوان ൕঙࣁਣඇඎی ଘ و ॰د رঘ࣒ࢤو৶مان داিش، و ع࢙م ජໍق ଘ و মࡑുید ਠീیمان ، را یൊتا وردگار ඟ໊ان ਟی ণپاس
ساࣾت. روز৷مان را ग़ࡁभජࢌ و ع࢙م از ౽ਣඇی ଛوऒ و ৶ࢤود ൈग़ࣇයمان داিش

از ห ਗیداৣم واࣿب ऒود ୀ رسا৯دهام، پایان ଘ را ز৯دਛیام ජ໑اउل از ඟدیࢂ ఇ ਵࣞعال و৯د ೯دا یاری ଘ  اਯࣨون
با وژه اଌن اجام భ ජ໑ا  ਖॶ༚ی دනر آ༚ی পناب ୁرদوارم اণتاد భغ ਟی ज़ساࠛدتی و ارز৯ده راঘ࣒ماਪیی

৶مام. دای दدر و ඟࢁพ় قࢋ േ઼࣓م از ৶ࢤود৯د ঙاਘی ୀدباری و ධ්ر
و بازऒوای داوری، زॐ࢟ت  ໆزیده دනر آ༚ی পناب و ෙوش دනر آ༚ی পناب ارേ॒ند اساید از ঙࢠൾن

ਗی৶مام. ری ণپاسఴذا ड़່ود৯د ৎ࣫ل را ଓฬ پایان اଌن وୌاীش

پ



چͺیده

نشان نامه پایان این در باشد. متناهͬ آبلͬ گروه ͷی روی اولیه موضعا همبند گراف ͷی Γ کنید فرض
مͬباشد: برقرار زیر حالتهای از ͬͺی داد خواهیم

Γ = Kn, Kn,n, Kn,n − nK٢, Kn × ...×Kn(١
است. Kn × ...×Kn از استاندارد دوتایی نرمال پوشش ͷی Γ (٢

مͬ آبلͬ فرا ٢‐گروه یا مقدماتͬ آبلͬ ٢‐گروه ͷی روی نرمال دو یا نرمال کیلͬ گراف ͷی Γ (٣
باشد.

ت
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ث



پیشͽفتار

( خیام عمر حͺیم ) مͬشوند. اثبات که هستند هندسͬ حقایق جبرها

گراف نظریهی چشمͽیر گسترش موجب آن کاربردهای در ویژه به ریاضیات در اخیر پیشرفتهای

گوناگون زمینههای در تحقیق برای مناسبی ابزار گراف نظریهی اکنون هم که گونهای به است، شده

زمینهها سایر و شناسͬ زیست شیمͬ، رایانه، علوم آمار، عملیات، در تحقیق گذاری، کد نظریهی مانند

است. گردیده

موجب کیلͬ گراف مثل گرافهایی یا و گراف ریختͬهای خود گروه نظیر مفاهیمͬ دیͽر سویی از

کیلͬ گراف تعریف زیرا مͬشود، جبر در گروهها نظریهی و گراف نظریهی بین تنگاتنگͬ ارتباط ایجاد

موضعا کیلͬ گرافهای بررسͬ ماست نظر مد پژوهش این در آنچه است. گروه ͷی وجود به وابسته

عزیز خوانندگان اختیار در آتͬ فصلهای در نیاز مورد تعاریف البته که است آبلͬ گروههای روی اولیه

گرفت. خواهد قرار

مثال عنوان به گرفتهاند، قرار توجه مورد زیادی مقالات در آبلͬ گروههای روی کیلͬ گرافهای

طبقه را مقدماتͬ آبلͬ ٢‐گروههای روی انتقالͬ ٢‐کمان کیلͬ گرافهای [٩] در پرگر٢ و ایوانف١

۴ͷماروسی اسپیچ٣، آل توسط دوری گروههای روی انتقالͬ ٢‐کمان کیلͬ گرافهای کردهاند. بندی
١Ivanov
٢Praeger
٣Alspach

۴Marusic

ج



چ

موضعا گرافهای و...، گودسیل٣ پرگر، ل٢ͬ، نظیر افرادی بعلاوه شدهاند. بندی دسته [١] در کاندر١ و

فایده از خالͬ نیز نکته این ذکر کردهاند. بررسͬ [١۵,١١,۶] در را انتقالͬ s‐کمان موضعا و اولیه

اولیه موضعا گرافهای از دستهای زیر انتقالͬ s‐کمان گرافهای که است شده ثابت امروزه که نیست

آبلͬ گروههای روی اولیه موضعا کیلͬ گرافهای از بندی طبقه داریم سعͬ نامه پایان این در مͬباشند.

کنیم. بیان را آن خواص و داده ارائه را

است: گردیده تدوین زیر مقاله اساس بر نامه پایان این

• Li. C. H, Lou. B. G, Pan. J. M . Finite locally primitive abelian Cayley graphs.
Journal of Science China Mathematics, 2011, 54: 845-854.

١Conder
٢Li ٣Godsil



١ فصل

جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه

مورد آینده فصلهای در که را جایͽشتͬ و متناهͬ گروههای نظریه از قضایایی و تعاریف فصل این در

مͬتوانند مندان علاقه و مͬشوند بیان اثبات بدون قضایا بیشتر مͬکنیم. بیان مͬگیرند قرار استفاده

بیابند. مذکور منابع از را آنها اثبات

جایͽشتͬ و متناهͬ گروههای از مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١ . ١

عضو x ∈ X و g ∈ G هر به اگر مͬکند عمل X ناتهͬ مجموعه بر G گروه گوییم .١ . ١ . ١ تعریف

باشیم: داشته g١, g٢ ∈ G و x ∈ X هر ازای به که شود متناظر طوری xg ∈ X یͺتای

(xg١)g٢ = x(g١g٢) (١)

x.١ = x (٢)

که G از اعضایی مجموعه . xg = x هرگاه مͬدارد نگه ثابت را x ( نقطه یا ) عضو g مͬگوییم

١



٢ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

مͬشود. نامیده عمل١ هستهی مͬدارند، نگه ثابت را X عضو هر

بر مͬتواند G که روشهایی جمله از صورت این در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١ . ١ . ٢ نکته

مͬباشد. تزویج عمل با یا و G از عضو دو ضرب طریق از کند عمل خودش

با ρ : G −→ S(X) همریختͬ صورت این در کند. عمل X بر G گروه کنید فرض .١ . ١ . ٣ قضیه

دارد. وجود X روی G عمل با متناظر ، xρg = xg و ρg ∈ S(X) درآن که gρ = ρg ضابطهی

شود. مراجعه [ ١.١.٢ قضیه ،٢۴ ] به برهان.

هستهی و مͬنامیم X روی G باعمل متناظر جایͽشتͬ نمایش را فوق قضیه در موجود همریختͬ

مͬگیریم. نظر در عمل هسته همان را آن

باشد. ͷی به ͷی ρ دیͽر عبارت به . kerρ = ١ هرگاه گویند صادق٢ را X روی G عمل

نماد با و مͬنامیم α شامل مدار را {αg : g ∈ G} مجموعهی صورت این در α ∈ X کنید فرض

مͬکنند. افراز را X مجموعهی مدارها که است واضح مͬدهیم. نمایش orb(α) یا αG

ساختار از منظور صورت این در کند عمل X مجموعهی روی G گروه کنید فرض .۴ . ١ . ١ تعریف

یعنͬ: است عمل این نظیر جایͽشتهای مجموعه GX

GX = {ρg : g ∈ G}

از ضرب با G اگر حال مͬشود. برده کار به نیز X بر G عمل معنای به اوقات گاهͬ GX نماد البته

با و مͬنامند G راست منظم نمایش را {ρg : xρg = xg} مجموعهی کند عمل خودش روی راست

.G ∼= R(G) که مͬشود ثابت سادگͬ به مͬدهند. نمایش R(G)
١kernel action
٢faithful



٣ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

به یا باشد. X در مدار ͷی شامل فقط G هرگاه انتقال١ͬمͬگویند را X روی G عمل .۵ . ١ . ١ تعریف

باشد داشته وجود g ∈ G ͷی α, β ∈ X هر ازای به هرگاه است انتقالͬ X روی G عمل دیͽر عبارت

.αg = β بهطوریͺه

در α پایدارساز را {g ∈ G : αg = α} مجموعهی صورت این در α ∈ X کنید فرض .۶ . ١ . ١ تعریف

مͬباشد. G از گروهͬ زیر Gα که است واضح مͬدهند. نمایش StabG(α) یا Gα نماد با و مͬنامند G

در x ∈ X و کند عمل X مجموعهی بر Gگروه کنید فرض پایدارساز). ‐ مدار (قضیه ١ . ١ . ٧ قضیه

: صورت این

|G : Gx| = |xG|

کنید. مراجعه [ ١١.۴ لم ،٢١ ] به برهان.

.G = HGα صورت این در α ∈ X و باشد G از انتقالͬ زیرگروه ͷی H کنید فرض .١ . ١ . ٨ لم

.g ∈ Gα آنگاه ،αg = α اگر .g ∈ G کنیم فرض .G ⊆ HGα که مͬدهیم نشان ابتدا برهان.

.αh = β که طوری به دارد وجود h ∈ H است، انتقالͬ H چون ،αg = β کنیم فرض بنابراین

آن جا از و gh−١ ∈ Gα بنابراین .αgh−١
= α آن جا از و αgh−١

= (αg)h
−١

= βh−١
= α بنابراین

.GαH ⊆ G داریم پس ،H ≤ G و Gα ⊆ G چون دیͽر طرف از .G ⊆ GαH پس .g ∈ GαH

.G = GαH بنابراین

همچنین .Gα = ١ ، α ∈ X هر ازای به هرگاه گوییم منظم٢ نیم را X روی G عمل .١ . ١ . ٩ تعریف

باشد. منظم نیم و انتقالͬ هرگاه گوییم منظم٣ را G
١transitive
٢semi regular ٣regular



۴ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

است. منظم X مجموعهی روی G انتقالͬ و آبلͬ گروه هر .١ . ١ . ١٠ لم

شود. مراجعه [ ۴.۴ قضیه ،٢٣ ] به برهان.

بلوک ͷی را Ω از ψ زیرمجموعهی باشد. Ω روی جایͽشتͬ گروه ͷی Gکنید فرض .١ . ١ . ١١ تعریف

:g ∈ G هر ازای به هرگاه گوییم G از

ψg ∩ ψ = ϕ یا ψg = ψ

برای بدیهͬ بلوکهای ، α ∈ Ω که طوری به {α} عضوی تک مجموعههای و ϕ,Ω که است واضح

هستند. G

اینصورت غیر در باشد. نداشته بدیهͬ غیر بلوک هیچ هرگاه گوییم اولیه١ را G گروه .١ . ١ . ١٢ تعریف

گوییم. غیراولیه٢ را G

باشد N مانند ١ مخالف نرمال غیرانتقالͬ زیرگروه ͷی شامل G انتقالͬ گروه اگر .١ . ١ . ١٣ قضیه

است. اولیه غیر G آنگاه

N اما است. g−١Ng از مدار ͷی ψg ،g ∈ G هر ازای به آنگاه باشد N از مدار ͷی ψ اگر برهان.

داریم g ∈ G هر برای و است N برای مدار ͷی نیز ψg بنابراین .g−١Ng = N لذا است نرمال G در

اولیه غیر گروه ͷی G و است G برای بدیهͬ غیر بلوک ͷی ψ نتیجه در . ψ ∩ ψg = ϕ یا ψ = ψg

است.

است. انتقالͬ ،G اولیه گروه از ، N مانند ١ مخالف نرمال زیرگروه هر .١۴ . ١ . ١ قضیه
١primitive
٢imprimitive



۵ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

زیرگروه ͷی شامل که انتقالͬ هرگروه که میدانیم نباشد. انتقالͬ N کنید فرض خلف برهان به برهان.

تناقض قضیه فرض با که است Gغیراولیه مͬگیریم نتیجه بنابراین است غیراولیه باشد غیرانتقالͬ نرمال

است. انتقالͬ N و مͬشود رد خلف فرض پس دارد.

برای هرگاه گوییم k−انتقالͬ را G باشد، Ω روی جایͽشتͬ گروه ͷی G کنید فرض .١۵ . ١ . ١ تعریف

به باشد موجود g ∈ G عضو ، Ω نقاط از (β١, ..., βk) و (α١, ..., αk) مانند مرتب k−تایی دو هر

.(α١, ..., αk)
g = (β١, ..., βk) طوریͺه

است. اولیه ،G انتقالͬ دو گروه هر .١۶ . ١ . ١ قضیه

و x, y ∈ ∆ کنید فرض .|∆| ≥ ٢ لذا باشد G برای بدیهͬ غیر بلوک ͷی ∆ کنید فرض برهان.

وجود g ∈ G است دوانتقالͬ G چون مͬگیریم، نظر در را (z, y) و (x, y) زوجهای حال ،z ∈ Ω−∆

روابط اما .∆ ∩ ∆g ̸= ϕ و ∆g ̸= ∆ لذا .{z, y} ⊆ ∆g بنابراین .(x, y)g = (z, y) بطوریͺه دارد

است. اولیه و ندارد بدیهͬ غیر بلوک G لذا دارد. تناقض بلوک تعریف با اخیر

آن مدارهای همهی طول هرگاه مͬنامیم انتقالͬ نیم یا انتقالͬ ‐١
٢

را Ω روی G گروه .١ . ١ . ١٧ تعریف

مͬگیریم. نظر در ‐انتقالͬ ١
٢

قراردادی طور به را G آنگاه |Ω| = ١ اگر باشد. ͷی از بزرگتر و مساوی

است. انتقالͬ نیم انتقالͬ، گروه ͷی از ١ مخالف نرمال زیرگروه هر .١ . ١ . ١٨ قضیه

شود. مراجعه [ ١.١.٢ قضیه ،٢٣ ] به برهان.

p‐گروه ͷی G صورت این در باشد. آبلͬ گروه ͷی G و اول عدد ͷی p کنید فرض .١ . ١ . ١٩ تعریف

.G ∼= Zp × . . .×Zp دیͽر عبارت به باشد. p عضوش هر مرتبهی هرگاه مͬشود نامیده مقدماتͬ آبلͬ

.G ∼= Cp × . . .× Cp آنگاه باشد، مقدماتͬ آبلͬ گروه ͷی G اگر .١ . ١ . ٢٠ قضیه



۶ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

شود. مراجعه [ ١٠٣ صفحه ،٢۴ ] به برهان.

G مشخصهی زیرگروه را N باشد. G از زیرگروه ͷی N و گروه ͷی G کنید فرض .١ . ١ . ٢١ تعریف

مͬدهیم. نشان N chG نماد با را آن و باشد پایا Aut(G) تحت N هرگاه گوییم

و N ◁ G که طوری به باشند G از گروه زیر دو M Nو گروه، ͷی G کنید فرض .١ . ١ . ٢٢ قضیه

.M ◁ G صورت این در ،MchN

شود. مراجعه [ ٢٠.۵ قضیه ،٢٢ ] به برهان.

G هال زیرگروه را H صورت این در باشد. H ≤ G و گروه ͷی G کنید فرض .١ . ١ . ٢٣ تعریف

.(|H|, |G : H|) = ١ هرگاه مͬنامیم

G در H مغز را
∩
(g−١Hg) مجموعه g ∈ G هر ازای به ،H ≤ G کنید فرض .٢۴ . ١ . ١ تعریف

K ≤ H ≤ G اگر و HG ◁G صورت این در مͬدهیم. نمایش HG یا core G(H) بانماد و مͬنامیم

دارد. قرار H در که است G یͺتای نرمال زیرگروه بزرگترین HG پس . K ≤ HG آنگاه K ◁ G و

مͬنامند. G مغز١ بدون زیرگروه را H آنگاه HG = ١ اگر بعلاوه

که طوری به باشد N مانند نرمالͬ زیرگروه دارای هرگاه گوییم آبل٢ͬ فرا را G گروه .٢۵ . ١ . ١ تعریف

باشند. آبلͬ دو هر G

N
و N

به ) باشد. همریختͬ ͷی ϕ : H −→ K و دلخواه گروه دو K و H کنید فرض .٢۶ . ١ . ١ تعریف

عمل H ×K دکارتͬ حاصلضرب در .( مͬدهند نمایش ϕh با را ϕ تحت h تصویر H از h هر ازای

مͬکنیم: تعریف را زیر دوتایی
١core free
٢meta-abelian



٧ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

(h١, k١)(h٢, k٢) = (h١h٢, (k١ϕh٢)k٢)

H مستقیم١، نیم حاصلضرب را گروه این مͬدهد، گروه ͷی تشͺیل فوق عمل با H ×K مجموعهی

H گروه مͬگویند اصطلاحا و مͬدهند نمایش H ×ϕ K علامت با را آن و مͬنامند ϕ عمل با K و

علامت از مذکور علامت جای به نیاید پیش ϕ مورد در ابهامͬ که درحالتͬ مͬکند. عمل ϕ با K بر

مͬشود. استفاده H ⋉K

مͬشود. تبدیل مستقیم حاصلضرب به مستقیم نیمه ضرب باشد، بدیهͬ همریختͬ ϕ که صورتͬ در

این در باشد. همریختͬ ͷی ϕ : H −→ Aut(K) و G = H ×ϕ K کنید فرض .١ . ١ . ٢٧ قضیه

طوریͺه به N ∼= K و M ∼= H که دارد M مانند زیرگروهͬ و N مانند نرمالͬ زیرگروه G صورت

.M ∩N = ١ و G =M.N

شود. مراجعه [ ١.١.٨ قضیه ،٢۴ ] به برهان.

NSym(G)(R(G)) = R(G)⋉ Aut(G) آنگاه کند عمل خودش روی G اگر .١ . ١ . ٢٨ قضیه

کنیم ثابت باید .N = NSym(G)R(G) و K = R(G) مͬدهیم قرار نوشتن، در سهولت برای برهان.

دهیم نشان است کافͬ ،K ≤ N چون .KAut(G)≤ N که مͬکنیم ثابت ابتدا . N = KAut(G)

از (αRgα
−١) = Rα(g) که مͬشود دیده آسانͬ به ،g ∈ G و α ∈ Aut(G) کنیم فرض .Aut(G)≤ N

.α ∈ N بنابراین .Kα = K آنجا

١ ،αRx−١ اینصورت در .α(١) = x و α ∈ N کنیم فرض .N ≤ KAut(G) مͬکنیم ثابت اکنون

فرض همچنین و α(١) = ١ کرد فرض مͬتوان کلیت از کاستن بدون بنابراین مͬدارد. نگه ثابت را

١semidirect



٨ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

.Rα
g٢
= Rh٢ و Rα

g١
= Rh١ که دارد h٢ و h١ مانند Gاعضایی گروه ،α ∈ N چون .g١g٢ ∈ G مͬکنیم

داریم .(αRg٢α
−١) = Rh٢ و (αRg١α

−١) = Rh١ آنجا از

αRg٢g١α
−١ = (αRg١α

−١)(αRg٢α
−١) = Rh١Rh٢ = Rh٢h١

پس

αRg٢g١α
−(١)١ = Rh٢h(١)١.

داریم Rα
g٢
= Rh٢ و Rα

g١
= Rh١ از همچنین .α(g٢g١) = αRg٢g(١)١ = h٢h١ لذا

α(g١) = αRg١α
−(١)١ = Rh(١)١ = h١

نتیجه در است. همریختͬ ͷی α یعنͬ . α(g١g٢) = h٢h١ = α(g٢)α(g١)بنابراین .α(g٢) = h٢ و

است. برقرار حͺم و α ∈ Aut(G)

Γ ناتهͬ مجموعهی روی H کنید فرض نیز و باشند گروه دو K و H کنید فرض .١ . ١ . ٢٩ تعریف

ضرب از است عبارت عمل این به توجه با H در K حلقوی حاصلضرب صورت این در کند. عمل

و است K به Γ از شده تعریف توابع مجموعه Fun(Γ, K) آن در که Fun(Γ, K)⋊H مستقیم نیم

مͬکند: عمل Fun(Γ, K) مجموعهی روی زیر تعریف با H

f(r)x = f(rx
−١
) x ∈ H, r ∈ Γ, f ∈ Fun(Γ, K)

مͬدهیم. نمایش KwrH نماد با را گروه این ما



٩ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

.|KwrH| = |H|.|K|n آنگاه |Γ| = n اگر لذا .|Fun(Γ, K)| = |K||Γ| مͬدانیم .١ . ١ . ٣٠ قضیه

اگر .P ≤ Sl کنید فرض نیز و مͬکند عمل ∆ مجموعهی روی H گروه کنید فرض .١ . ١ . ٣١ تعریف

١مͬنامند ضربی عمل را عمل این که مͬکند عمل Ω = ∆l مجموعهی روی W آنگاه W = HwrP

σ ∈ P و x = (h١, ..., hl) ∈ H و (α١, ..., αl) ∈ Ω هر برای که مͬشود تعریف صورت این به و

داریم:

(α١, ..., αl)
(h١,...,hl)σ = (β١, ..., βl) که طوری به βi = α

h
iσ

−١

iσ
−١ .

اولیه طور به ∆ روی H اگر فقط و اگر است اولیه Ω روی W فوق تعریف به توجه با .١ . ١ . ٣٢ قضیه

باشد. Sl از انتقالͬ زیرگروه ͷی P و کند عمل غیرمنظم اما

شود. مراجعه [ ٧.٢ لم ،۵ ] به برهان.

را G گروه باشند. G از زیرگروههایی Gn ،. . . ،G١ و گروه ͷی G کنید فرض .١ . ١ . ٣٣ تعریف

که: صورتͬ در مͬدهیم نشان G١o . . . oGn نماد با و گوییم Gn, ..., G١
مرکزی٢ حاصلضرب

G = G١....Gn (١)

[Gi, Gj] = ١ باشیم ١داشته ≤ i < j ≤ n که j و i هر ازای به (٢)

سوکل٣ را G مینیمال نرمال زیرگروههای همه مجموعهی توسط شده تولید زیرگروه .٣۴ . ١ . ١ تعریف

مͬدهیم. نشان Soc(G) نماد با و نامیده G

است. G مشخصهی زیرگروه Soc(G) که است واضح .٣۵ . ١ . ١ نکته

دارد وجود Kn ،. . . ،K١ مینیمال نرمال زیرگروههای باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٣۶ . ١ . ١ قضیه

. Soc (G) = K1 × ...×Kn طوریͺه به
١product action
٢central product ٣socle



١٠ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

شود. مراجعه [ ۴.٣.A قضیه ،۵ ] به برهان.

باشد. غیرآبلͬ و ساده Soc(G) هرگاه گوییم ساده تقریبا را G گروه .١ . ١ . ٣٧ تعریف

این از خانواده هشت که است شده ثابت [ ٢٠ ] مرجع در باشد. اولیه گروه ͷی G کنید فرض

است شده داده توضیح کامل طور به آنگاه ،N = Soc(G) دهیم قرار اگر همچنین دارد. وجود گروهها

ساده تقریبا گروههای مͬباشد. آنها مینیمال نرمال زیرگروه تنها N گروهها این از دسته پنج برای که

مͬباشد. گروه پنج این از ͬͺی

بطوری باشد موجود T آبلͬ غیر ساده گروه ͷی اگر فقط و اگر است ساده تقریبا G گروه .١ . ١ . ٣٨ لم

.T ≤ G ≤ Aut(T ) که

ساده گروه ͷی T که طوری به Soc(G) = T لذا باشد ساده تقریبا گروه ͷی G کنید فرض برهان.

.Inn(T ) ≤ G لذا .T ∼= Inn(T ) بنابراین Z(T ) = ١ لذا است ساده T چون است. آبلͬ غیر

لذا است G مینیمال نرمال زیرگروه تنها T چون .CG(T ) ◁ G لذا .CG(T ) ◁ NG(T ) طرفͬ از

مͬباشد CG(T ) عمل این هستهی نظرمͬگیریم، در را T روی G مزدوج عمل اکنون .CG(T ) = ١

.G ⩽ Aut(T ) لذا

و T ∼= Inn(T ) مͬدانیم .T ⩽ G ⩽ Aut(T ) و باشد ساده گروه ͷی T کنید فرض اکنون

G از مینیمال نرمال زیرگروه ͷی T است، ساده گروه ͷی T اینکه به توجه با لذا .Inn(T )◁Aut(T )

.H ≤ CAut(T )(T ) بنابراین H∩Tو = ١ لذا باشد، دیͽری مینیمال نرمال Hزیرگروه کنید فرض است.

زیرگروه تنها T و H = ١ لذا .CAut(T )(T ) = ١ داریم Aut(T )

CAut(T )(T )
↪→ Aut(T ) رابطهی به بنا ولͬ

مͬشود. ثابت حͺم و Soc(G) = T بنابراین است. G مینیمال نرمال



١١ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

گروهها ماتیو و آفین ، خطͬ گروههای ١ . ٢

GL(n, F ) با باشد F در آن درایههای که را n×n پذیر وارون ماتریسهای همه مجموعه .١ . ٢ . ١ تعریف

GL(n, F ) از اعضایی همهی مجموعهی است.) ناصفر GL(n, F ) عضو هر دترمینان مͬدهیم.( نشان

گروه این مͬدهیم. نمایش SL(n, F ) با که مͬدهند زیرگروه ͷی تشͺیل است ͷی آنها دترمینان که

مͬنامند. خاص خطͬ گروه را،

تصویری١ عام خطͬ گروه را GL(n, F )

Z(GL(n, F ))
قسمتͬ خارج گروه باشد، دلخواه میدان ͷی F اگر

گروه را SL(n, F )

Z(GL(n, F )) ∩ SL(n, F )
گروه همچنین مͬدهند. نشان PGL(n, F ) نماد با و مͬنامند

مͬدهند. نشان PSL(n, F ) با را آن و مͬنامند تصویری٢ خاص خطͬ

خطͬ تبدیلات همه مجموعهی باشد، F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

مͬگوییم. عام خطͬ گروه را گروه این مͬنامیم. GL(V ) یا GL(V, F ) با را V روی پذیر وارون

تبدیل هر و کنیم انتخاب V برای ای پایه است کافͬ ) .GL(n, F ) ∼= GL(V ) که است واضح

کنیم.) نظیر پایه آن در خطͬ تبدیل آن ماتریس به را V خطͬ

و PGL(n, q) نمادهای با را PSL(n, F ) و PGL(n, F ) گروههای آنگاه |F | = q اگر .١ . ٢ . ٣ تبصره

مͬدهیم. نمایش PSL(n, q)

است. ساده PSL(٢, F ) گروه آنگاه باشد عضو سه از بیش با دلخواهͬ میدان F اگر .۴ . ١ . ٢ قضیه

شود. مراجعه [ ١٠.٢.٣ نتیجه ،٢۴ ] به برهان.

A۵ ،S۴ ،A۴ ترتیب به PSL(٢,١١) ،PSL(٢,٧) ،PSL(٢,۵) گروههای ساز پایدار .۵ . ١ . ٢ قضیه

مͬباشند.
١projective general linear group
٢projective special general linear group



١٢ جایͽشتͬ و متناهͬ های گروه .١ فصل

شود. مراجعه [ ۴ ] به برهان.

با T : V −→ V نگاشت از است عبارت V برداری فضای خطͬ شبه تبدیل ͷی .۶ . ١ . ٢ تعریف

زیر: خواص

T (u+ v) = T (u) + T (v) (١

T (λv) = λτT (v) (٢

λ ∈ F و است F میدان خودریختͬ ͷی τ و مͬباشند V از دلخواهͬ بردارهای v و u که طوری به

مͬباشد. دلخواه عضوی

است. گروه ساختار دارای V پذیر وارون خطͬ شبه تبدیلات مجموعهی .١ . ٢ . ٧ لم

شود. مراجعه [ ۶.٣ لم ،٢۵ ] به برهان.

گروه را آن و داده نمایش ΓL(V, F ) نماد با را V پذیر وارون خطͬ شبه تبدیلات گروه .١ . ٢ . ٨ تعریف

PΓL(V, F ) با نامیده تصویری خطͬ شبه گروه را ΓL(V, F )

Z(GL(n, F ))
گروه همچنین مͬنامیم. خطͬ شبه

مͬدهیم. نمایش

مͬکنیم. استفاده PΓL(n, q) و ΓL(n, q) نمادهای از |F | = q و n برابر V بعد اگر قبل همانند

صورت این در باشد. n بعد با F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف

تشͺیل c ∈ V و A ∈ GL(n, F ) که x −→ xA+ c ضابطهی با t : V −→ V فرم به جایͽشتهایی

اگر مͬشوند. داده نمایش AGL(n, F ) نماد با و مͬگویند آفین١ گروه آن به که مͬدهد گروه ͷی

مͬکنیم. استفاده AGL(n, q) نماد از آنگاه |F | = q

١Affine


