
تعالی بسمه

ارشد کارشناسی پایان�نامه از دفاع جلسه

به تصادفی؛ فرآیندهای در بزرگ انحرافات نظریه
خوشه�ای پواسون فرآیندهای خصوص

محمدی حسین سخنران:

بعدازظهر ۱۳ : ۳۰ ساعت ۱۳۹۳/ ۱۰/ ۲۷ شنبه زمان:
ریاضی علوم دانشکده خوارزمی سالن مکان:

داوران هیئت

محمودی صفیه دکتر −۱

رجالی علی دکتر −۲

پرورده افشین دکتر −۳

صابری زهرا دکتر −۴

چکیده
آن مهم قضیه�های جمله از که هستند احتمال نظریه در نظری نتیجه�های مهم�ترین از یکی حدی قضایای
مجموع توزیع که می�کند بیان مرکزی حد قضیه ساده، بیان به است. بزرگ اعداد قانون و مرکزی حد قضیه
تصادفی متغیر یک سمت به متناهی، وارایانس با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از زیادی تعداد
که می�شود بیان شرایطی بزرگ اعداد قانون در و است. نرمال توزیع دارای تقریبا که می�کند میل مشخص
همگرا خود ریاضی امید متوسط به ،١ احتمال با تصادفی متغیرهای از دنباله�ای میانگین شرایط آن تحت
ارائه دنباله میانگین رفتار مورد در بیشتری اطلاعات بزرگ اعداد قانون به نسبت مرکزی حد قضیه باشند.

نمی�کند. بیان چیزی دنباله توزیع همگرایی نحوه مورد در اما می�دهد
همگرایی سرعت یا و همگرایی نحوه به آن در که می�شود پرداخته بزرگ انحرافات نظریه به پایان�نامه این در
همین به و است برخوردار به�سزایی اهمیت از عمل در شرایط از بسیاری در که می�پردازد دنباله�هایی چنین
فرآیند به پایان�نامه این در همچنین است شده زیادی استفاده روش این از کاربردی مسائل در نیز دلیل
خوشه�ای فرآیندهای از خاصی حالت فرآیندها این که می�شود پرداخته هم هاکس فرآیند و خوشه�ای پواسون

است. شده نوشته [۵۴] و [۶] مقالات براساس پایان�نامه این نتایج بیشتر هستند.
هاکس فرآیندهای خوشه�ای، پواسون فرآیندهای بزرگ، انحرافات : کلیدی واژه�های



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

تصادفی؛ فرآیندهای در بزرگ انحرافات نظریه
خوشه�ای پواسون فرآیندهای خصوص به

آمار ارشد کارشناسی نامه ඌࣹنख़مدیپایان
راهنما षख़ࢤودیاستاد دනرൈબه
١٣٩٣ دی



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

محمدی حسین آقای آمار ارشد کارشناسی نامه پایان
عنوان تحت

تصادفی؛ فرآیندهای در بزرگ انحرافات نظریه
خوشه�ای پواسون فرآیندهای خصوص به

گرفت. قرار نهایی تأیید و بررسی مورد زیر تخصصی کمیته توسط ۱۳۹۳/ ۱۰/ ۲۷ تاریخ در

محمودی صفیه دکتر راهنما استاد −۱

رجالی علی دکتر مشاور استاد −۲

پرورده افشین دکتر داور١ استاد −۳

صابری زهرا دکتر داور٢ استاد −۴

بهرامی فرید دکتر دانشکده تکمیلی تحصیلات سرپرست
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محمدی حسین

١٣٩٣ دی�ماه

چهار



..
ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتّب مادی حقوق کلیه

پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوری�های و

است. اصفهان صنعتی دانشگاه به متعلّق

پنج
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مطالب فهرست

نه تصاویر فهرست

ده جدول�ها فهرست

١ مقدماتی مفاهیم ١ فصل

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ٢.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش�نیازها و تعاریف ٣.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه�ای فرآیندهای ١.٣.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوجمله�ای فرآیندهای ٢.٣.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . علامت�دار نقطه�ای فرآیندهای ٣.٣.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی فرآیندهای ۴.٣.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقی آنالیز ۵.٣.١

١١ بزرگ انحرافات نظریه ٢ فصل

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزرگ انحرافات نظریه با آشنایی ١.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزرگ انحرافات ٢.١.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزرگ انحرافات نظریه در قضایا اولین ٢.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزرگ انحرافات اصل ٣.٢

هفت



٣١ خوشه�ای پواسون فرآیندهای در بزرگ انحرافات ٣ فصل

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه�ای پواسون فرآیند ٢.٣

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاکس فرآیند ٣.٣

۴٠ . . . . . . . . . . . . . هاکس فرآیندهای و خوشه�ای پواسون فرآیندهای در عددی بزرگ انحرافات اصل ۴.٣

یکنواخت همگرایی و نقطه�به�نقطه همگرایی توپولوژی در نمونه�ای مسیر بزرگ انحرافات اصل ۵.٣

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه�ای پواسون فرآیندهای برای

۵٣ شبیه�سازی و کاربردی مثال ۴ فصل

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرامر قضیه شبیه�سازی ٢.۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه�ای پواسون فرآیند شبیه�سازی ٣.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاکس فرآیند شبیه�سازی ۴.۴

۶٣ پیوست ۵ فصل

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آ پیوست ١.۵

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب پیوست ٢.۵

٨٠ مراجع

٨٣ نمایه و انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٨۵ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

هشت



تصاویر فهرست

١٢ . . . . n = ۱۲۸ و n = ۶۴ ،n = ۳۲ ،n = ۱۶ برای شیرها تعداد میانگین هیستوگرام� نمودار ١.٢

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n مقابل در logP (Xn > ۰٫ ۶) نمودار ٢.٢

١٣ . . . . . a = ۰٫ ۹ و a = ۰٫ ۸ ،a = ۰٫ ۷ ،a = ۰٫ ۶ برای n مقابل در logP (Xn > a) نمودار ٣.٢

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.٢) رابطه شبیه�سازی ۴.٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١٠.٢) رابطه شبیه�سازی ۵.٢

١٩ . . . . . . . . a مقابل در I(a) تابع و ،n = ۱۰۰ و n = ۴۰ ،n = ۱۰ برای ϕ(a) چگالی تابع ۶.٢

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاکس فرآیند ١.٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . جغرافیایی عرض و طول (١.۵)براساس جدول داده�های ٢.٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روز) حسب (بر زمان (١.۵)براساس جدول داده�های ٣.٣

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = ۴, a = ۸ ١.۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = ۸, a = ۴ ٢.۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = ۱۰, a = ۱۴ ٣.۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . R نرم�افزار در شده شبیه�سازی خوشه�ای پواسون فرآیند خروجی ۴.۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه�ای پواسون فرآیند از نمونه�ای مسیر یک نمودار ۵.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . t مقابل در ENX(۰,t]
t و NX(۰,t]

t ،νE(S) نمودار ۶.۴

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R نرم�افزار در شده شبیه�سازی هاکس فرآیند خروجی ٧.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . R نرم�افزار در شده شبیه�سازی مختلف هاکس فرآیند پنج خروجی ٨.۴

نه



جدول�ها فهرست

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۶.٣) رابطه شبیه�سازی ١.٣

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسون توزیع فرض (٨.٢.٢)با قضیه شبیه�سازی ١.۴

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال توزیع فرض (٨.٢.٢)با قضیه شبیه�سازی ٢.۴

۵۴ . . . . . . . . مرکزی حد قضیه از استفاده و پواسون توزیع فرض (٨.٢.٢)با قضیه شبیه�سازی ٣.۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه�ای پواسون فرآیند (۵.٣)برای رابطه شبیه�سازی ۴.۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاکس فرآیند (۶.٣)برای رابطه شبیه�سازی ۵.۴

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۲۰۰۷ سال به مربوط زلزله�های ١.۵

ده



چکیده
قضیه آن مهم قضیه�های جمله از که هستند احتمال نظریه در نظری نتیجه�های مهم�ترین از یکی حدی قضایای

زیادی تعداد مجموع توزیع که می�کند بیان مرکزی حد قضیه ساده، بیان به است. بزرگ اعداد قانون و مرکزی حد

که می�کند میل مشخص تصادفی متغیر یک سمت به متناهی، وارایانس با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از

از دنباله�ای میانگین شرایط آن تحت که می�شود بیان شرایطی بزرگ اعداد قانون در و است. نرمال توزیع دارای تقریبا

اعداد قانون به نسبت مرکزی حد قضیه باشند. همگرا خود ریاضی امید متوسط به ،١ احتمال با تصادفی متغیرهای

بیان چیزی دنباله توزیع همگرایی نحوه مورد در اما می�دهد ارائه دنباله میانگین رفتار مورد در بیشتری اطلاعات بزرگ

نمی�کند.

چنین همگرایی سرعت یا و همگرایی نحوه به آن در که می�شود پرداخته بزرگ انحرافات نظریه به پایان�نامه این در

مسائل در نیز دلیل همین به و است برخوردار به�سزایی اهمیت از عمل در شرایط از بسیاری در که می�پردازد دنباله�هایی

هاکس فرآیند و خوشه�ای پواسون فرآیند به پایان�نامه این در همچنین است شده زیادی استفاده روش این از کاربردی

براساس پایان�نامه این نتایج بیشتر هستند. خوشه�ای فرآیندهای از خاصی حالت فرآیندها این که می�شود پرداخته هم

است. شده نوشته [۵۴] و [۶] مقالات

هاکس فرآیندهای خوشه�ای، پواسون فرآیندهای بزرگ، انحرافات : کلیدی واژه�های



١ فصل

مقدماتی مفاهیم

مقدمه ١.١

شود گرفته نظر در سالمی سکه می�شود. پرداخته مثالی بیان به بزرگ١ انحرافات نظریه مفهوم شدن روشن برای ابتدا در

می�شود. داده نشان ۰ با پشت رخداد و ۱ با رو رخداد ،Xi با سکه iامین پرتاپ نتیجه می�شود. پرتاب دفعات به که

: بود خواهد زیر صورت به که می�شود، گرفته نظر در سکه nامین پرتاب از بعد Xiها میانگین Xn

Xn =
۱
n

n∑
i=۱

Xi

بزرگتر n مقدار چقدر هر بزرگ٢، اعداد قوی قانون به توجه با است. ۱ و ۰ بین همواره Xn مقدار که است واضح

نرمال توزیع دارای Xn مرکزی٣، حد قضیه براساس همچنین شد. خواهد نزدیکتر E[X۱] به Xn ،۱ احتمال با شود،

است. n بزرگ مقادیر ازای به ۰٫ ۵ حول مجانبی

استفاده با مثلا دهد. Xnارائه رفتار مورد در می�تواند را بسیاری اطلاعات بزرگ اعداد قضیه به نسبت مرکزی حد قضیه

چند هر مرکزی حد قضیه واقع در شود. محاسبه P (Xn > x) یا Xn مجانبی توزیع می�توان مرکزی حد قضیه از

داده�ها توزیع نحوه مورد در اطلاعاتی اما نمی�کند، بیان چیزی n → ∞ وقتی دنباله توزیع همگرایی نحوه مورد در که

چنین همگرایی سرعت یا و همگرایی نحوۀ به بزرگ انحرافات روش�های می�گذارد. اختیار در حدی نقطه نزدیکی در

مسائل در نیز دلیل همین به و است برخوردار به�سزایی اهمیت از عمل در شرایط از بسیاری در که می�پردازد، احتمالاتی

شدن بزرگتر با که نادر پیشامدهای رخداد احتمال مورد در خصوص به است. شده زیادی استفاده روش این از کاربردی

یک ورشکستگی احتمال مثال طور به است مهم بسیار تصمیم�گیری در همگرایی سرعت می�شود. نزدیک صفر به n

١Large Deviations Theory
٢The Strong Law of Large Numbers
٣Central Limit Theorem
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باشد. اتفاقات این جمله از می�تواند بیمه شرکت

است. شده تدوین زیر صورت به پایان�نامه این ساختار

انحرافات اصل فصل، این پایانی بخش در و می�شود تشریح بزرگ انحرافات نظریه مثال�هایی بیان با ابتدا ٢ فصل در

و خوشه�ای پواسون فرآیند اول بخش در که کرد تقسیم بخش دو به می�توان را ٣ فصل می�شود. داده توضیح بزرگ

نمونه�ای، مسیر و عددی بزرگ انحرافات اصل دوم بخش در و می�شوند بیان آن�ها خصوصیات و تعریف هاکس فرآیند

شبیه�سازی با قبل، فصل�های در شده بیان قضایای از برخی درستی ابتدا ۴ فصل در می�شوند. بیان فرآیندها این برای

درستی آن از استفاده با و می�شود شبیه�سازی هاکس فرآیند و خوشه�ای پواسون فرآیند ادامه در و می�شود داده نشان

می�گیرد. قرار بررسی مورد عددی صورت به قبل فصل�های روابط از برخی

تاریخچه ٢.١

احتمال تحلیل و تجزیه به علاقه�مند که [١٨] اسشر۴ توسط ١٩٣٢ سال در بار اولین بزرگ انحرافات نظریه مفهوم

مستقل تصادفی متغیر�های مجموع برای بزرگ انحرافات نتایج همچنین شد. برده کار به بود، بیمه صنعت در خطر

١٩۵٧ سال در [۴٨] سانو۶ توسط هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای برای و ،١٩٣٨ سال در [١١] کرامر۵ توسط

شد. معرفی ١٩۶۶ سال در [۵۵] وارادان٧ توسط می�شناسیم امروزه که شیوه�ای به نظریه این البته شد. بیان
وارادان٨ و دونسکر جمله از متعددی، مقالات در مارکف زنجیرهای و فرآیندها به بزرگ انحرافات نظریه نتایج تعمیم

نظریه تصادفی زدن قدم مبحث در ٢٠٠٣ سال در [۵٣] وارادان همچنین است. شده بیان [٢١] گارتنر٩ و [١۶–١۴]

در البته پرداختند. تحقیق به زمینه این در هم [٧] موگولسکی١٠ و بروکف ٢٠١٢ سال در که کرد وارد را بزرگ انحرافات

کارهای نیز [١٩] کرتز١٣ و فنگ ،[١٣] زیتونی١٢ و دمبو ،[١٧] الیس١١ همچون دیگری افراد بزرگ انحرافات زمینه

داده�اند. انجام مهمی

فرآیند ویژگی�های از ستاره�شناسی در بار اولین برای [٣٢] میچل١۴ ١٧۶٧ سال در موجود، چاپی اسناد به توجه با

همچنین می�گردد. باز ١٩٢٨ سال به [٢٠] فرای١۵ توسط پواسون، فرآیند نام از استفاده اما کرد. استفاده پواسون

۴Esscher
۵Cramer
۶Sanov
٧Varadhan
٨Donsker and Varadhan
٩Gärtner

١٠Borovkov and Mogulskii
١١Ellis
١٢Dembo and Zeitouni
١٣Feng and Kurtz
١۴Michell
١۵Fry
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به ١٩۵٢ و ١٩۴٩ سال�های در و شد آغاز [٣۵] نیمن١۶ توسط ١٩٣٩ سال از خوشه�ای فرآیندهای مورد در مطالعه

.[٢٣] یافت توسعه [٣۶] اسکات١٨ و نیمن و ،[۵١] توماس١٧ توسط ترتیب

خوشه�ای پواسون فرآیندهای . [٣٠ ،١٢] هستند نقطه�ای فرآیندهای مهمترین از یکی خوشه�ای١٩ پواسون فرآیندهای

پواسون فرآیند کاربرد��� است. بیشتری کاربرد و اهمیت دارای هاکس٢٠ فرآیند آن�ها میان از که هستند متنوع بسیار

، [٣٧] اسکات و نیمن جمله از می�شود. دیده واگیردار بیماری�های علم و شناسی بوم شناسی، کیهان در خوشه�ای

هاکس فرآیندهای کاربرد پرداخته�اند. مفصل صورت به فرآیند این به [٢٩ ،٢٨] مولر٢٢ و [٨] چادوف٢١ و بریکس

فعالیت�های مطالعه برای آماری مدل�های از گسترده�ای طور به آن�ها واقع در است، لرزه�نگاری برنامه�های برای ویژه به

.[۵۶ ،۵٢ ،۴١ ،۴٠ ،٣٨] کردند استفاده زلزله سری�های منظم

به شد. بیان ۱۹۹۶ سال در [٢۶] جانسون٢٣ توسط که دارند اعصاب علوم در کاربردهایی همچنین هاکس فرآیندهای

شده�اند. مطرح [١٠] DNA سازی مدل و [٢٢] مالی امور در هاکس فرآیندهای از جدیدی کاربردهای تازگی

پیش�نیازها و تعاریف ٣.١

مورد در مطالبی اول بخش می�شود. تقسیم کلی بخش دو به خود که می�شوند بیان اولیه مفاهیم و تعاریف بخش این در

شد. خواهد بیان حقیقی آنالیز از مقدماتی دوم بخش در و است تصادفی فرآیندهای

نقطه�ای فرآیندهای ١.٣.١

متعدد مسایل به پاسخ در نظریه این می�دهند. ارائه نقاط از بی�قاعده الگوهای برای را مدل�هایی نقطه�ای، فرآیندهای

دانشمندانی توسط ١٩٧۵ تا ١٩۶٠ از نظریه جدید مرحله است یافته توسعه صف نظریه و زیست�شناسی فیزیک،

مکان مثال عنوان به است. یافته بسط ناردزوسکی٢٨ و ریل و متس٢٧ کریکبرگ٢۶، کرستان٢۵، کالنبرگ٢۴، همچون

هستند. زیستی علوم در نقطه�ای فرآیندهای مثال�های از نمونه�ای کروی اجسام مراکز یا جنگل در درختان

١۶Neyman
١٧Thomas
١٨Neyman and Scott
١٩Poisson Cluster Processes
٢٠Hawkes Process
٢١Brix and Chadoeuf
٢٢Møller
٢٣Johnson
٢۴Kallenberg
٢۵Kerstan
٢۶Krickeberg
٢٧Matthes
٢٨Ryll and Nardzewski
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x خاص نقطه هر برای که معنا این به می�آیند. حساب به تصادفی٢٩ مجموعه�های از خاصی حالت نقطه�ای فرآیندهای

عنوان به تصادفی مجموعه�های است. شانس به وابسته باشد، مجموعه یک به متعلق نقطه این آن�که پیشامد فرآیند، از

به تصادفی متغیرهای باشد، احتمال فضای یک (Ω,A, P ) اگر .[٣١] می�روند کار به تصادفی متغیرهای از تعمیمی

ناتهی زیرمجموعه�های به تصادفی مجموعه�های که حالی در می�شوند، داده نسبت Ω اعضای از R عضوی تک عناصر

می�شوند. داده نسبت شده�اند، ساخته Ω عناصر از که R

مشخص نتیجه در و ممکن پیشامدهای فضای تعریف با می�توان نیز را نقطه�ای فرآیند یک تصادفی، پدیده هر شبیه

تمام شامل نمایی فضای یک نقطه�ای، فرآیند یک نمونه فضای کرد. توصیف متفاوت، پیشامدهای احتمال�های کردن

مورد در اطلاع برای است. n = ۰, ۱, ۲, . . . با X = {x۱, . . . , xn} ⊂ Rd شکل به متناهی نقاط پیکربندی�های

کرد. مراجعه [٩] به می�توان نمایی فضای

یک دارای فشرده، مجموعه هر روی که است نامنفی صحیح مقادیر با اندازه یک شمارشی٣٠، اندازه ١.٣.١ تعریف

� است. متناهی مقدار

یک .[٩] است Rd روی شمارشی اندازه�های همه مجموعه�ی یعنی N ،Rd در نقطه�ای فرآیند یک تحقق فضای

یعنی باشد داشته وجود A ناحیه در نقطه k دقیقاً که است آن پیشامد نقطه�ای، فرآیند به مربوط پایه پیشامد

{N(A) = k} = {N ∈ N : N(A) = k}

A مجموعه داخل نقاط تعداد N(A) که قسمی به k = ۰, ۱, ۲, . . . صحیح عدد و A ⊂ Rd فشرده مجموعه�ی برای

است.

هرگاه، گویند σ-جبر یک را Ω زیرمجموعه�های از M خانواده ٢.٣.١ تعریف

.M ≠ ∅ (١

.Ec ∈ M آن�گاه ،E ∈ M اگر (٢

.
∪∞

n=۱En ∈ M آن�گاه {En}∞n=۱ ⊂ M اگر (٣

� گویند. Ω در اندازه�پذیر مجموعه�های را M اعضای و اندازه�پذیر فضای یک را (Ω,M) صورت این در

به که باشد N زیرمجموعه�های σ-جبر ،N و باشد Rd روی شمارشی اندازه�های همه مجموعه N اگر ٣.٣.١ تعریف

نقطه�ای فرآیند یک پیشامد٣١ فضای را (N,N ) فضای می�شود، تولید {N(A) = k} فرم به پیشامدهای همه وسیله

� می�نامند. Rd در

٢٩Random Sets
٣٠Counting Measure
٣١Space of Outcome
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N : Ω → N اندازه�پذیر نگاشت عنوان به ،N = NX شمارشی اندازه از استفاده با می�توان را نقطه�ای فرآیند یک

نقطه�ای فرآیندهای مورد در نکته دو حال کرد. تعریف (N,N ) پیشامد فضای به (Ω,A, P ) احتمال فضای یک از

می�شود: بیان

اولیه محققان تاریخی، نظر از نمی�دهد. نتیجه را زمان حول پویا تدریجی تکامل یک این�جا ”فرآیند“، عبارت (١

در تلفنی تماس�های ورود از مثال�های نظیر زمانی، پیشامدهای از تصادفی دنباله�های درصدد نظریه، این در

کاربردهای در زمان از تصور یک غالباً حال، هر به بودند. غیره و صف یک در مشتریان ورود تلفن، مراکز

خواهد دقیق�تری عبارت یک تصادفی“ نقطه�ای ”میدان اصطلاح ندارد. وجود ،R۳ یا R۲ در نقطه�ای فرآیندهای

است. شده برده کار به [۴٩] اشتویان٣٢ در که بود،

تصادفی اندازه�های عنوان به یا گسسته نقاط از تصادفی مجموعه�های عنوان به می�توان را نقطه�ای فرآیندهای (٢

گرفت. نظر در فضایی، ناحیه�های در موجود شمارش

دوجمله�ای فرآیندهای ٢.٣.١

به�طور که x تصادفی نقطه یک باشد. نقطه یک شامل که است فرآیندی نقطه�ای، فرآیند یک برای مثال ابتدایی�ترین

که است نقطه�ای می�شود، توزیع W ⊂ Rd فشرده مجموعه در یکنواخت

P (x ∈ A) =
νd(A)

νd(W )

باشد، d = ۲ اگر و است Rd در A مجموعه�ی لبگ اندازه νd وقتی W ⊂ Rd از A بورل زیرمجموعه�های تمام برای

می�شود. نشان�داده |A| با همواره که است A ناحیه مساحت برابر مقدار این

تصادفی نقطه n وجود این با است. جزیی نسبتاً تصادفی الگوی یک شده، توزیع یکنواخت طور به تصادفی نقطه یک

یک کرد. تولید نقطه n با دوجمله�ای نقطه�ای فرآیند یک شکل به می�توان را شده توزیع یکنواخت طور به و مستقل

می�گیرد. شکل W فشرده مجموعه در شده توزیع یکنواخت طور به x۱, . . . , xn مستقل نقطه n توسط فرآیندی، چنین

داریم A۱, . . . , An بورل مجموعه�های زیر برای بنابراین

P (x۱ ∈ A۱, . . . , xn ∈ An) = P (x۱ ∈ A۱) · · ·P (xn ∈ An) =
νd(A۱) . . . νd(An)

νd(W )n

به�طور X اگر است، W ⊂ Rd در دوجمله�ای نقطه�ای فرآیند یک از X = {x۱, . . . , xn} نقطه�ای الگوی نتیجه در

باشد. شده توزیع Wn در یکنواخت

یعنی می�گیرند، قرار B ⊂ R۲ ناحیه درون که باشند فرآیند این از نقاطی تعداد نشان�دهنده N(B) اگر

N(B) =
n∑
i=۱

I{xi ∈ B}

٣٢Stoyan
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متغیرهای که کنید توجه است. p = |B∩W |
|W | و n پارامترهای با دوجمله�ای توزیع N(B)دارای که می�شود دیده آسانی به

داریم این�صورت در باشند مجزا B۲ و B۱ اگر نیستند. مستقل B متفاوت زیرمجموعه�های برای N(B) شمارشی

N(B۱) +N(B۲) = N(B۱ ∪B۲) ≤ n

چندجمله�ای توزیع (N(B۱), N(B۲)) توأم توزیع حقیقت، در هستند. وابسته� یکدیگر به N(B۲) و N(B۱) بنابراین

.pi = |Bi∩W |
|W | که وقتی است (p۱, p۲) موفقیت احتمال�های با آزمایش n روی

علامت�دار نقطه�ای فرآیندهای ٣.٣.١

فرآیند یک نتیجه در می�شود. حاصل علامت�دار نقطه�ای فرآیند یک فرآیند، از نقطه هر به مشخصه یک پیوستن با

علامت�دار) (غیر نقطه�ای فرآیند هم، با که xnی نقاط از {(xn,mn)} تصادفی دنباله یک ،Rd روی علامت�دار نقطه�ای

نقطه�ای فرآیند از خاصی مثال�های می�سازد. را است xn هر با مرتبط نشانه�های که mn و می�دهند تشکیل را Rd در

هستند: زیر صورت به علامت�دار

ذره، حجم m ذره، یک مرکز x (١

زمین، سطح از متری ١ فاصله در درخت تنه�ی قطر m درخت، یک موقعیت x (٢

اتم. نوع m اتم، یک مرکز x (٣

(مثال نشانگرها انواع یا می�بینیم بالا اول مثال دو در که همان�گونه باشند، پیوسته متغیرهای می�توانند اساساً نشانه�ها،

باشند. سوم)

روی Y نقطه�ای فرآیند یک ،M فضای در نشانه�هایی با S فضای روی علامت�دار نقطه�ای فرآیند ۴.٣.١ تعریف

.NY (K×M) < ∞ باشیم داشته یک احتمال با ،K ⊂ S فشرده مجموعه�های تمام برای که قسمی به است S×M

�

شاید یا متناهی مجموعه�ای یک است ممکن باشد. کلی بسیار می�تواند M نشانه�های فضای که داشت توجه باید

اگر باشد. محدب چندضلعی�های تمام مجموعه مانند پیچیده�تر فضای یک شاید و حقیقی اعداد از پیوسته فاصله یک

روی نقطه�ی فرآیند یک را Y می�توان باشد، M نشانه فضای با S فضای روی علامت�دار نقطه�ای فرآیند یک Y

گرفت. نظر در S ×M فضای

تصادفی فرآیندهای ۴.٣.١

یک شده�اند، تعریف احتمال فضای یک روی که را {Xt, t ∈ T} تصادفی متغیرهای خانواده�ی ۵.٣.١ تعریف

هر ازای به که باشد مقادیری تمام مجموعه S هرگاه می�گویند؛ S وضعیت فضای و T پارامتر فضای با تصادفی فرآیند

� کند. اختیار می�تواند Xt تصادفی متغیر t ∈ T
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،x ∈ S مقادیر همه برای هرگاه می�شود، نامیده مارکف فرآیند یک {Xt, t ∈ T} تصادفی فرآیند ۶.٣.١ تعریف

،t ∈ T و x۰, . . . , xt

P{Xt+۱ = x|X۰ = x۰, ..., Xt = xt} = P{Xt+۱ = x|Xt = xt}.

Xt+۱ تصادفی متغیر ،Xt بودن معلوم فرض با t هر برای که است تصادفی متغیرهای از دنباله�ای مارکف فرآیند یعنی،

� .[۴۶] است X۰, X۱, ...Xt−۱ از مستقل شرطی، طور به

هم و T پارامتر فضای هم آن در که هستند مارکوف فرآیندهای از خاصی حالت مارکوف زنجیرهای ٧.٣.١ تعریف

� هستند. گسسته مجموعه�های فرآیند وضعیت فضای

کند، صدق زیر شرایط در هرگاه می�نامند، شمارشی فرآیند یک را {N(t), t ≥ ۰} تصادفی فرآیند ٨.٣.١ تعریف

باشند. صحیح N(t) مقادیر (١

.N(t) ≥ ۰ (٢

.N(t۱) ≤ N(t۲) آن�گاه ،t۱ < t۲ اگر (٣

باشد. (t۱, t۲] فاصله در رخدادهای تعداد N(t۲)−N(t۱) ،t۱ < t۲ برای (۴

� [۴۶]

هم، از جدا زمانی فاصله�های در پیشامدها تعداد اگر است، مستقل نموهای دارای شمارشی فرآیند ٩.٣.١ تعریف

و t زمان�های بین پیشامدها تعداد از مستقل (N(t)) ،t زمان تا پیشامدها تعداد s و t هر برای یعنی باشند. مستقل

� است. (N(t+ s)−N(t)) ،t+ s

،۰ ≤ t۱ ≤ t۲ ≤ · · · ≤ tn و h هر ازای به هرگاه است، مانا نموهای دارای شمارشی فرآیند یک ١٠.٣.١ تعریف

هم�توزیع (N(t۱ + h), . . . , N(tn + h)−N(tn−۱ + h)) و (N(t۱), N(t۲)−N(t۱), . . . , N(tn)−N(tn−۱))

� باشند.

زمان طول در را خاص پیشامد یک وقوع تعداد عملی، حالت در که است شمارشی فرآیند یک پواسون فرآیند

قطع معین، ناحیه یک در زلزله وقوع باجه، یک به مشتریان ورود از عبارتند فرآیند نوع این از مثال�هایی می�شمارد.

از بسیاری تنها نه فرآیند این است. کاربردی مسائل از بسیاری برای بدیهی مدل�سازی ابزار یک فرآیند این غیره. و برق

تعریف می�نماید. فراهم هم را ریاضی تحلیل�های انجام امکان بلکه می�کند، مدل�بندی را بشر زندگی اطراف پدیده�های

: است زیر صورت به فرآیند این ریاضی

هرگاه: است، λ نرخ با پواسون فرآیند یک {N(t), t ≥ ۰} شمارشی فرآیند ١١.٣.١ تعریف

،N(۰) = ۰ (١
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باشد، مانا و مستقل نموهای دارای فرآیند (٢

هر ازای به یعنی، باشد. λt میانگین با پواسون توزیع دارای t طول به دلخواه فاصله هر در پیشامدها تعداد (٣

: باشد برقرار ،n = ۰, ۱, ۲, . . . هر برای زیر رابطه ،s, t ≥ ۰

P (N(t+ s)−N(s) = n) =
exp(−λt)(λt)n

n!
.

� [۴۶]

است. زیر صورت به پواسون فرآیند از دیگری معادل تعریف همچنین

اگر: می�شود، نامیده λ نرخ با پواسون فرآیند یک {N(t), t ≥ ۰} شمارشی فرآیند ١٢.٣.١ تعریف

،N(۰) = ۰ (١

باشد، مانا و مستقل نموهای دارای فرآیند (٢

،h → ۰ وقتی ،P (N(h) = ۱) = λh+ o(h) (٣

.h → ۰ وقتی ،P (N(h) ≥ ۲) = o(h) (۴

� [۴۶]

هم�توزیع، و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Yi} و پواسون فرآیند یک {N(t), t ≥ ۰} اگر ١٣.٣.١ تعریف

آن�گاه شود، فرض پواسون فرآیند رخداد iامین تا انتظار زمان Wi همچنین باشد، {N(t), t ≥ ۰} فرآیند از مستقل و

� [۵٠] نامند. علامت�دار٣٣ پواسون فرآیند را (W۱, Y۱), (W۲, Y۲), . . . , (Wn, Yn) جفت�های از دنباله

هرگاه نامند اکید) (ایستای ایستا را فرآیند یک ١۴.٣.١ تعریف

[X(t۱), . . . , X(tn)]
d
= [X(t۱ + τ), . . . , X(tn + τ)] ∀τ , ∀n ∈ N, ∀t۱, t۲, . . . , tn ∈ T.

�

هرگاه می�نامند، ارگودیک٣۴ را آن آن�گاه باشد، R روی نقطه�ای فرآیند یک Y اگر ١۵.٣.١ تعریف

باشد E (NY (۰, ۱]) متناهی نرخ با ایستا فرآیند یک Y (١

٣٣Marked Poisson Process
٣۴Ergodic
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(٢

lim
t→∞

NY (۰, t]
t

= E (NY (۰, ۱]) a.s.

� [۶]

حقیقی آنالیز ۵.٣.١

می�نامند، Ω روی بر توپولوژی یک را Ω زیرمجموعه�های از τ گردایه باشد، ناتهی یکمجموعه Ω اگر ١۶.٣.١ تعریف

هرگاه

باشد، Ω و تهی مجموعه شامل τ (١

باشد، آن در موجود مجموعه�های از نامتناهی) یا (متناهی تعداد هر اجتماع شامل τ (٢

باشد، داشته تعلق τ به τ عضو دو هر اشتراک (٣

� .[٣] می�نامند باز مجموعه�های را τ اعضای و توپولوژیک، فضای یک را (Ω, τ) این�صورت در

تعریف طبق τ۱ آن�گاه ،τ۱ = {Ω, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d}} و Ω = {a, b, c, d} اگر ١٧.٣.١ مثال

� است. Ω روی بر توپولوژی یک ١۶.٣.١

باز مجموعه�ای Ω − A هرگاه است بسته A ⊆ Ω آن�گاه باشد، Ω روی توپولوژی یک τ اگر ١٨.٣.١ تعریف

تمام اجتماع همچنین می�نامند. A بستار را آن و داده نمایش A با را A شامل بسته مجموعه�های همه اشتراک باشد.

� [٣] می�نامند. A درون را آن و داده نمایش A۰ با را A باز زیرمجموعه�های

(فاصله d(p, q) حقیقی عدد Ω از q و p نقطه دو هر به هرگاه است، متری فضای یک Ω مجموعه ١٩.٣.١ تعریف

که، باشد شده مربوط طوری (q تا p از

،d(p, p) = ۰ و d(p, q) > ۰ باشیم داشته p ̸= q هر برای (١

،p, q ∈ Ω هر ازای به d(p, q) = d(q, p) (٢

،d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q) ،r, p, q ∈ Ω هر ازای به (٣

� .[٣] دارد نام متر یک یا فاصله تابع یک خاصیت سه این از برخوردار تابع هر

Ω روی مثبت) (اندازه اندازه یک آن�گاه باشد، Ω روی σ-جبر یک M و مجموعه یک Ω اگر ٢٠.٣.١ تعریف

طوری�که به است µ : M → [۰,∞] مانند تابعی


