










قدردانͬ و تشͺر

آنان نزد که اساتیدی از نمایم تشͺر و سپاس�گزاری که مͬ�دانم واجب خود بر هستͬ�بخش پروردگار ثنای و حمد از بعد

ذمه بر گروه دو میان این در گردیدم. بهره�مند آنان دانش و فضل از و نمودم شاگردی و تلمذ ارشد کارشناسͬ دوره در

به داور عنوان به آنان�که دوم و بودند پایان�نامه این نوشتن در من مشاور و راهنما آنان�که نخست دارند بیشتری حق من

کمال دکتر آقای جناب اخلاق اسوه و دانشمند استاد وجود در راهنما قبله و هدایت چراغ . مͬ�پردازند آن علمͬ ارزیابی

از نقصانͬ و عیب اگر و او از است جلایی و رونق را پایان�نامه این اگر و یافت عینیت راهنما استاد عنوان به شانظری

این تکمیل در ساعدپناه فردین دکتر آقای جناب متعهد و فرهیخته مشاور استاد تصحیح و مشاوره همچنین نویسنده.

آن علمͬ ارزش ارتقا موجب علͬ�پناه امجد دکتر و احمدنسب مراد دکتر آقایان بزرگوارم اساتید داوری و مؤثر پایان�نامه

شد. خواهد

مͬ�باشد. زندگͬ�ام بخش شادی وجودش که مͬ�کنم تقدیم عزیزم فرزند حسین به را اثر این پایان در



چͺیده

استفاده بیضوی دیفرانسیل معادلات حل برای اساسͬ روشجواب عنوان تحت شبͺه یͷروشبدون از پایان�نامه این در

مͬ�شود.

پواسون معادلات حل برای مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد سه�بعدی و دو معادلاتهمͽن حل برای مستقیم به�طور روش این

شرایط در لزوماً که خصوصͬ جواب ͷی داشتن با مͬ�شود. گرفته به�کار خصوصͬ جواب روش و روش این از ترکیبی

دو پایان�نامه این در کرد. تبدیل یافته تغییر مرزی شرایط با همͽن معادله ͷی به را معادله مͬ�توان نمͬ�کند صدق مرزی

پایه�ی توابع توسط جوابخصوصͬ اول روش در مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد جوابخصوصͬ یافتن برای متفاوت روش

روش دو هر در مͬ�گیرد. انجام نیوتن پتانسیل به�وسیله خصوصͬ جواب محاسبه دیͽر روش در مͬ�آید. به�دست شعاعͬ

دو هر تعمیم همچنین مͬ�شود. حل اساسͬ جواب روش ͷبه�کم حاصل همͽن معادله خصوصͬ، جواب یافتن از پس

مͬ�گیرد. قرار مقایسه مورد روش دو در اجرا زمان و خطا عددی نتایج به�وسیله و مͬ�شود ارائه سه�بعدی حالت به روش

نیوتن -پتانسیل شعاعͬ پایه�ی -توابع اساسͬ جواب پواسون-روش و لاپلاس معادله کلیدی: کلمات
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مقدمه

روش�های دارند. فراوان کاربرد علوم دیͽر و اقتصاد مهندسͬ، ریاضیاتدر بر جزئ١ͬ(PDEs)علاوه معادلاتدیفرانسیل

و باشبͺه�بندی روش�های عمده گروه دو به بندی دسته ͷی در که دارد وجود PDEs عددی حل برای متفاوتͬ عددی

روش و (FDM)٣ متناهͬ تفاضل روش دامنه�ای باشبͺه�بندی روش�های جمله از مͬ�شوند. تقسیم شبͺه�بندی٢ بدون

روی را آنها پیاده�سازی که مͬ�گیرد صورت دامنه روی تقسیم�بندی روش�ها این در متناه۴ͬ(FEM)مͬ�باشد. عناصر

.[٢ ،١] مͬ�کند مواجه مشͺل با بالاتر و سه بعد با نامنظم نواحͬ با معادلاتͬ

١٩٧٨ سال ۶در بربیا توسط بار اولین ۵(BEM)،که مرزی عناصر روش مانند روش�هایی دامنه�ای، روش�های مقابل در

اندازه به مسأله بعد بنابراین مͬ�کند. اکتفا مرز تقسیم�بندی به فقط و بوده مرزی ماهیت دارای ،[٣] گردید پایه�گذاری

عناصر روش در مͬ�دهد. کاهش ملاحظه�ای قابل به�طور را آمده به�وجود معادلات دستگاه حجم و یافته کاهش واحد ͷی

تبدیل انتگرال معادله ͷی به اساسͬ جواب عنوان تحت خاصͬ توابع از استفاده با شده داده دیفرانسیل معادله ابتدا مرزی

به�وجود باعث اساسͬ خاصجواب شͺل مͬ�شود. حل عددی روش�های با آمده، به�وجود انتگرال معادله سپس و مͬ�شود

از بالاست. مرتبه از عددی گیری انتگرال قواعد از استفاده مستلزم آن�ها محاسبه که مͬ�شود منفرد انتگرال�های آمدن

برای فقط مرزی عناصر روش همچنین .[٢] مͬ�باشد معادله در منفرد انتگرال�های وجود مرزی عناصر روش معایب

برای اساسͬ جواب تابع محاسبه که صورتͬ در مͬ�باشد، استفاده قابل دارد وجود آن�ها برای اساسͬ جواب که معادلاتͬ

نیست. پذیر امͺان معادلات تمامͬ

است. کرده ترغیب سازد، برطرف را مشͺلات این که روش�هایی یافتن به را محققین باشبͺه�بندی روش�های معایب

و کوپرادز٩ توسط ١٩٢۶ درسال مͬ�شود شناخته نیز (MFS)اساس٨ͬ جواب روش عنوان به که اف-ترفتز٧ روش

است مرزی شبͺه�بندی بدون روش�های رده به متعلق و بوده شبͺه�بندی بدون روش ͷی روش این .[۵ ،۴] الͺسایدز١٠

است اصلͬ مرز شامل که مجازی مرز ͷی ابتدا روش این در ندارد. وجود دامنه یا مرز تقسیم�بندی هیچ�گونه آن در که

خطͬ ترکیب ͷی به�صورت مسأله جواب سپس مͬ�کند. جلوگیری اساسͬ جواب شدن منفرد از که مͬ�شود گرفته نظر در

مͬ�باشد. �بعدی سه و دو لاپلاس معادلات حل برای کارآمد روش ͷی روش این مͬ�شود. بیان نامنفرد اساسͬ جواب از

١Partial Differential Equations
٢Meshless Methods
٣Finite Difference Method
۴Finite Element Method
۵Boundary Element Method
۶Brebbia
٧F-Trefftz Method
٨Method of Fundamental Solutions
٩Kupradze
١٠Aleksidze

ث



مͬ�شود. استفاده (MPS)خصوص١١ͬ جواب روش با اساسͬ جواب روش ترکیب از غیرهمͽن معادلات حل برای

مͬ�شود. بیان همͽن معادله جواب و جوابخصوصͬ مجموع به�صورت معادله جواب روشجوابخصوصͬ، ͷبه�کم

کرد ١٢اشاره ترفتز روشجوابخصوصͬ به مͬ�توان جوابخصوصͬ و ترکیبروشجواباساسͬ از یͷنمونه عنوان به

معادلاتپواسون روشبرایحل این تقریبمͬ�شود. (RBFs) پایه�یشعاع١٣ͬ توابع به�وسیله جوابخصوصͬ آن در که

١۴وکارور١۵در راماچاندران روش این بهبود برای است. پایینͬ دقت دارای است حاکم آن�ها بر نویمن مرزی شرایط که

استفاده (ORBF ) ١٧ شعاعͬ پایه�ی توابع از استفاده با ١۶ هرمیتͬ درونیابی از غیرهمͽن تقریبجمله برای ١٩٩٨ سال

علاوه و مͬ�شود استفاده خطͬ مستقل شعاعͬ پایه�ی توابع دسته دو از غیرهمͽن جمله تقریب برای روش این در . کردند

.[۶] مͬ�شود گرفته به�کار نیز تابع مشتق از اطلاعاتͬ تابع مقدار بر

به�وسیله خصوصͬ جواب آن در که کرد اشاره روشͬ به مͬ�توان پواسون معادلات حل برای ترکیبی روش�های دیͽر از

اساسͬ جواب و مسأله غیرهمͽن قسمت حاصل�ضرب شامل انتگرالͬ نیوتن پتانسیل مͬ�شود. محاسبه نیوتن١٨ پتانسیل

(١٩٨۵)١٩ روشاتکینسون از آن با مقابله برای که مͬ�شود ظاهر منفرد روشیͷانتگرال این در است[٧]. همͽن معادله

نیازمند خصوصͬ جواب یافتن برای موجود انتگرال نوع به�خاطر روش این مͬ�شود. استفاده متغیر تغییر ͷی و [٨]

ارائه سه�بعدی حالت در آن�ها تعمیم دو�بعدی حالت در روش دو هر بررسͬ از پس بالاست. مرتبه�های از انتگرال�گیری

مͬ�شود.

مͬ�شود. تقسیم زیردامنه تعدادی به اصلͬ دامنه روش این در مͬ�باشد. PDEها حل برای متداول روش ͷی دامنه تجزیه

و هم�پوش نوع دو شامل دامنه تجزیه مͬ�شوند. تبدیل کوچͺتر دستگاه تعدادی به اصلͬ مسأله دستگاه�های بنابراین

آن�جا از ندارند. هم با اشتراکͬ مرزها قسمت در جز کوچͺتر ناحیه�های غیرهم�پوش نوع در که مͬ�باشد غیرهم�پوش

این داشت انتظار مͬ�توان ،[٩] مͬ�باشد (RBFs) توسط درونیابی دقت بهبود برای مؤثری اقدام دامنه تجزیه روش که

شود. اساسͬ جواب روش در نتایج بهبود باعث روش

اختصار به اساسͬ جواب روش توضیح برای نیاز مورد مقدمات اول فصل در که است فصل چهار شامل پایان�نامه این

در مͬ�پردازیم. پواسون و لاپلاس معادلات حل برای ترفتز روش توضیح به دوم فصل در مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد

به�دست غیرهمͽن دوهمساز و همساز معادلات خصوصͬ جواب اتکینسون روش و نیوتن پتانسیل ͷبه�کم سوم فصل

١١Method of Particular Solutions
١٢Trefftz
١٣Radial Basis Functions
١۴Ramachandran
١۵Karur
١۶Hermit Interpolation
١٧ Osculatory Radial Basis Function
١٨Newton Potential
١٩Atkinson

ج



روش با پواسون معادلات حل برای همچنین مͬ�شود. حل اساسͬ جواب روش به�وسیله همͽن معادله سپس و مͬ�آید

چهارم فصل در مͬ�شود. پیاده�سازی غیرهم�پوش به�صورت دامنه تجزیه روش نیوتن، پتانسیل از استفاده روش و ترفتز

جواب روش و ترفتز خصوصͬ جواب روش دو هر اجرای زمان و دقت حاصل، عددی نتایج و مثال چند از استفاده با

اختصار به سازگار٢٠ اساسͬ جواب روش پنجم فصل در مͬ�گیرد. قرار مقایسه مورد نیوتن پتانسیل توسط خصوصͬ

مͬ�شود. پیشنهاد خواننده به پایان�نامه این عددی نتایج بهبود جهت در جدید روشͬ عنوان به و شده معرفͬ

٢٠ Adaptive MFS

چ



١ فصل

اولیه مقدمات و مفاهیم

دلتا-دیراک١، تابع مثل قضیه�هایی و مفاهیم با ابتدا مͬ�دهیم. توضیح را نیاز مورد مقدمات و مفاهیم فصل این در

مͬ�شویم. آشنا اساسͬ جواب� و گرین-گوس۴ قضیه پواسون،٣ لاپلاس٢و معادله جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادله

حل عددی روش�های از بسیاری اساس که وزن۵ͬ مانده ͷتکنی پایان در و مͬ�کنیم معرفͬ را شعاعͬ پایه�ی توابع سپس

بیان قضایا�ی اثبات مشاهده�ی و بیشتر جزئیات برای مͬ�دهیم. توضیح را است جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

شود. رجوع [١٠ ،٩] به شده

دلتا-دیراک تابع ١.١

مͬ�کنیم: شروع H(x− s) پله�ای۶ تابع تعریف با ابتدا تابع این معرفͬ برای

H(x− s) =

 ٠, x < s,

١, x ≥ s,

�شود: تعریف ∆s→ ٠ که وقتͬ زیر تابع حد صورت به مͬ�تواند H(x− s) تابع

h(x− s) =


٠, x < s,

x−s
∆s , s ≤ x < s+ ∆s,

١, x ≥ s+ ∆s,

lim
∆s→٠

h(x− s) = H(x− s), (١.١)

١Dirac Delta Function
٢ Laplace’s Equation
٣ Poisson Equation
۴Green-Gauss Theorem
۵ Weighted Residual Technique
۶ Heaviside Function

١



که صورت بدین است دلتا-دیراک تابع H(x− s) پله�ای تابع مشتق و

h′(x− s) =


٠, x < s,

١
∆s , s ≤ x < s+ ∆s,

٠, x ≥ s+ ∆s.

(٢.١)

داریم: بنابراین است. معروف دلتا-دیراک تابع به که مͬ�آوریم، به�دست ∆s→ ٠ که وقتͬ را h′(x− s) تابع حد حال

lim
∆s→٠

h′(x− s) = ∆(x− s), (٣.١)

∆(x− s) =

 ٠, x ̸= s,

∞, x = s.
(۴.١)

پله�ای تابع :١.١ شͺل

دلتا-دیراک تابع :٢.١ شͺل

در دلتا-دیراک تابع در f دلخواه پیوسته تابع هر حاصل�ضرب انتگرال دلتا-دیراک: تابع کردن غربال خاصیت .١.١ لم

مͬ�باشد. f(s) برابر x = s نقطه

اثبات.

I =
∫ +∞

−∞
f(x)h′(x− s)dx,

٢



مͬ�شود: نتیجه (٢.١) رابطه به توجه با

I =
∫ s+∆s

s
f(x)

١
∆s

dx.

برای میانگین مقدار قضیه طبق باشد پیوسته تابعͬ f اگر بنابراین نمͬ�دهد، علامت تغییر (s, s + ∆s) در ١
∆s چون

نوشت: زیر به�صورت را بالا انتگرال مͬ�توان انتگرال�ها

I = f(ϵ)
∫ s+∆s

s

١
∆s

dx, ϵ ∈ (s, s+ ∆s),

داشت: خواهیم (٣.١) رابطه به توجه با و f(ϵ) = f(s) آنگاه ∆s→ ٠ اگر حال

∫ +∞

−∞
f(x)∆(x− s)dx = f(s).

آنگاه f(x) = ١ هرگاه که است بدیهͬ

∫ +∞

−∞
∆(x− s)dx = ١.

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله ٢.١

را مستقل متغیرهای و u مشتقات ،u شامل معادله�ای هر باشد مستقل متغیر ͷی از بیش با تابعͬ u اگر .١.١ تعریف

بندی دسته آنها بودن خطͬ و متغیرها تعداد و مرتبه اساس بر را PDEها مͬ�گویند. جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله

،PDE ͷی متغیرهای تعداد مͬ�گویند. دیفرانسیل معادله مرتبه را PDE ͷی در تابع مشتق مرتبه بالاترین مͬ�کنند.

است: زیر به�صورت معادلات این کلͬ صورت است. آن مستقل متغیرهای تعداد همان

f

(
x١, x٢, ..., u,

∂u

∂x١
,
∂u

∂x٢
, ...,

∂٢u

∂x٢
١
,
∂٢u

∂x٢
٢
, ...

)
= ٠.

این�صورت غیر در باشد، خطͬ مشتقاتش و تابع برحسب معادله هرگاه مͬ��شود گفته خطͬ PDE ͷی .٢.١ تعریف

مͬ�گویند. غیرخطͬ را معادله

است: غیرخطͬ اول مرتبه معادله ͷی از مثالͬ زیر معادله .١.١ مثال

u٢
t + ux = ٠.

است: خطͬ دوم مرتبه معادله ͷی از مثالͬ زیر معادله .٢.١ مثال

(۶x٢ + ١)utt + ux = sin(x+ t).

٣



است: زیر به�صورت متغیره، دو دوم مرتبه PDEخطͬ ͷی کلͬ شͺل

A
∂٢u

∂x٢ +B
∂٢u
∂x∂y

+ C
∂٢u

∂y٢ +D
∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ Fu = G, (۵.١)

را (۵.١) معادله مͬ�باشند. y و x مستقل متغیرهای از معلومͬ توابع یا و ثابت مقادیر G و F,E,D,C,B,A آن در که

غیرهمͽن PDEͷی را این�صورت(١.۵) غیر در باشد، مساویصفر y و x هر ازای ,G(xبه y) تابع هرگاه گویند همͽن

بیضوی و هذلولوی سهموی، دسته سه به (۵.١) PDE است. غیرهمͽن معادله ٢.١ و همͽن معادله ١.١ درمثال گویند.

مͬ�شود. تقسیم

سهموی معادله دیفرانسیل، معادله آنگاه باشد برقرار B٢ − ۴AC = ٠ رابطه (۵.١) در اگر سهموی: معادله .١

مͬ�کنند. توصیف را گرما انتشار روندهای سهموی، معادلات بود. خواهد

هذلولوی معادله دیفرانسیل، معادله آنگاه باشد برقرار B٢ − ۴AC > ٠ رابطه (۵.١) در اگر هذلولوی: معادله .٢

مͬ�کنند. توصیف را موج حرکت و ارتعاش پدیده هذلولوی، معادلات بود. خواهد

بیضوی معادله دیفرانسیل، معادله آنگاه باشد برقرار B٢ − ۴AC < ٠ رابطه (۵.١) در اگر بیضوی: معادله .٣

مͬ�کنند. توصیف را پایدار حالت پدیده�های بیضوی، معادلات بود. خواهد

مͬ��پردازیم. پواسون و لاپلاس بیضوی معادلات بررسͬ به ادامه در

پواسون و لاپلاس معادله ٣.١

برای مͬ�رود. به�کار گرما و ͷترواستاتیͺال پتانسیل، جاذبه، نیروی جمله از علوم زمینه�های از بسیاری در لاپلاس معادله

مͬ�کنیم: توجه زیر معادله به آن معرفͬ

▽٢u = f, in Ω,

بعدی dحالت در که است لاپلاسین ٢▽عملͽر و است شده احاطه Γ مرز توسط که مͬ�باشد معادله دامنه Ω آن در که

معادله، f ̸= ٠ هرگاه و داشت خواهیم را لاپلاس معادله باشد f = ٠ گاه هر مͬ�باشد. ▽٢ =
∑d

i=١
∂٢

∂x٢
i

به�صورت

عبارتنداز: که کرد اعمال PDEs بر مͬ�توان را مختلفͬ مرزی شرایط مͬ�باشد. پواسون معادله ͷی

،u = ū, on Γ, دیریͺله٧ مرزی شرایط .١

،q = ∂u
∂n = q̄, on Γ, نویمن٨ مرزی شرایط .٢

λ∂u∂n + γ(u− ū) = q̄, on Γ,است قبلͬ شرط دو از ترکیبی ٩که رابین مرزی شرایط .٣
٧ Dirichlet Condition
٨ Neumann Condition
٩ Robin Condition

۴



 u = ū, on Γ١,

q = q̄, on Γ٢,

مختلط١٠ مرزی شرایط .۴

هستند. مرز روی q و u معلوم مقادیر ترتیب به q̄ و ū ،Γ = Γ١ + Γ٢ ،Γ مرز بر عمود خارجͬ نرمال بردار n آن در که

Γ = Γ١ + Γ٢ و خارجͬ نرمال بردار n :٣.١ شͺل

گرین-گوس قضیه ۴.١

نرمال بردار n است، شده محصور Γ مرز توسط که باشد ناحیه�ای Ω کنید فرض :[١] گرین-گوس قضیه .١.١ قضیه

این�صورت: در است وزن تابع دهنده نشان نیز G و لاپلاسین عملͽر ▽٢ خارجͬ،

∫
Ω

(
G▽٢ u− u▽٢ G

)
dΩ =

∫
Γ

(
G
∂u

∂n
− u

∂G

∂n

)
dΓ, u,G ∈ C٢(Ω̄). (۶.١)

مͬ�نویسیم: زیر صورت به عملͽری نماد با را بالا رابطه

< G,Lu >= B+ < u,L∗G >, (٧.١)

آن در که

B =
∫

Γ

(
G
∂u

∂n
− u

∂G

∂n

)
dΓ, (٨.١)

گرین-گوس قضیه در است. عملͽرالحاقͬ کند، مͬ Gعمل وزن تابع روی که دیفرانسیلͬ ∗Lعملͽر لاپلاسو Lعملͽر

مͬ�نامند. خودالحاق١١ یا متقارن را L عملͽر پس L = L∗ که است واضح

١٠ Mixed Condition
١١ Self Adjoint

۵



اساسͬ جواب� ۵.١

مرزی شرایط به توجه بدون دیفرانسیل معادله هر برای و مͬ�کند ایفا مرزی روش�های در مهمͬ نقش اساسͬ جواب

بͽیرید: نظر در را زیر پواسون معادله کرد. نخواهد تغییر اساسͬ جواب مرزی شرایط تغییر با و مͬ�شود محاسبه

d٢u

dx٢ = f(x, u), in Ω, (٩.١)

طرف ضرب با .L = d٢

dx٢ آن در که کرد بیان Lu = f(x, u) به�صورت خطͬ عملͽر ͷی برحسب مͬ�توان را بالا معادله

داریم: جزبه�جز انتگرال�گیری دوبار و G وزن تابع در (٩.١) معادله چپ

∫
Ω

(
G
∂٢u

∂x٢

)
dΩ =

∫
Γ

(
G
∂u

∂n
− u

∂G

∂n

)
dΓ +

∫
Ω

(
u
∂٢G

∂x٢

)
dΩ,

شرایط لزوماً که G مانند تابعͬ مͬ�باشد. L∗ = d٢

dx٢ مͬ�کند عمل وزن تابع روی که الحاقͬ عملͽر که که است واضح

زیر معادله در اما نمͬ�کند برقرار را u تابع روی بر شده تحمیل اصلͬ مرزی

L∗G = ∆(x− s), (١٠.١)

معادله اساسͬ جواب آوردن به�دست برای آن از که فوق معادله مͬ�گویند. L عملͽر اساسͬ جواب را �مͬ�کند صدق

مͬ�دهیم. نمایش G(x, s) با را آن دارد بستگͬ s و x به G تابع چون مͬ�نامند. اساسͬ معادله مͬ�شود، استفاده Lu = ٠

روابط به توجه با و (١٠.١) از انتگرال�گیری با همچنین ،G(x, s) = G(s, x) یعنͬ است، متقارن G اساسͬ جواب تابع

و است ناپیوسته موردنظر دامنه از x = s نقطه در تابع اول مشتق (٣.١) و (١.١)

dG

dx

∣∣∣
x=s+ϵ

− dG

dx

∣∣∣
x=s−ϵ

= ١, ∀ϵ > ٠. (١١.١)

پخش-واکنش١٢ معادله مͬ�آوریم. به�دست بعدی ͷی حالت در پخش-واکنش عملͽر برای را اساسͬ جواب .٣.١ مثال

است: زیر به�صورت آن اساسͬ معادله بͽیرید. نظر در را d٢c
dx٢ = f(x, c)

d٢G

dx٢ = ∆(x− s).

مͬ�کنیم. حساب جداگانه x > s و x < s برای را جواب

داریم: دلتا-دیراک تابع تعریف طبق .G = G١ مͬ�دهیم قرار x < s برای

d٢G١
dx٢ = ∆(x− s) = ٠ ⇒ G١(x) = Ax+B,

١٢Diffusion-Reaction

۶


