
ฬଘم೯داو৯دমࡑുنده�ی඼ෙय़بان



ͳریاض علوم دانش΋ده

ͳریاض گروه

محض) (گرایش

عنوان:

منیفلد�ها جت در Έهولونومی غیر لاگرانژی سیستم�های

از:

ͳگیلان زاده مهدی ساره

راهنما: استاد

عزیزپور اسماعیل دکتر

١٣٩١ شهریور



ଘم৤قدৎ

ଌୃ�୍ସن�৤୓مభز৯دਛی

৮دروماฬభزඇඓ࣒م.

ب



ৎقدୌوพ়ࢁඟازاণتادراঘ࣒مایඟ໋اঃ࣓م،পنابآ༚یدන඿ر৖୍ସوروพ়ࢁඟازপنابآ༚یدන඿ر
اॐمدیوໆرکارخاৣمدන඿رلا਑ग़ی.

پ



فهرستمطالب

٢ اولیه مفاهیم تعاریفو ١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول بخش ١-١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم بخش ١-٢

١٢ مقدمات ٢

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته ت΋امل فضای ٢-١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمود اندومورفیسم ٢-٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم� مرتبه�ی دیفرانسیل معادله ٢-٣

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد�ها جت در لاگرانژی Έانی΋م ۴-٢

٢٧ قید مفهوم با ͳآشنای ٣

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . معادلات دستΎاه و Έغیر�هولونومی لاگرانژی Έانی΋م ٣-١

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حرکت معادلات دستΎاه حل ٣-٢

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوان΋اره-کارتان ͳ٢-فرم ٣-٣

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد حالت ۴-٣

٧١ الصاق با تعریفشده قید و همیلتنین فرمول ͳمعرف ۴

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همیلتنین فرمول ١-۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الصاق با شده ͳمعرف قید�های ٢-۴

٩٢ مآخذ و مناب΄

٩۵ ͳلیسΎان به ͳفارس واژه�نامه

٩٧ ͳفارس به ͳلیسΎان واژه�نامه

ت



چ΋یده:

منیفلد�ها جت در Έهولونومی غیر لاگرانژی سیستم�های

ͳگیلان زاده مهدی ساره

گسترش ͳزمان غیر�هولونومیΈوابسته�ی لاگرانژی سیستم�های به منیفلد�ها جت� پایه�ی بر ͳهندس یΈچارچوب
تصویر که به�گونه�ای م�ͳشود ساخته یافته ت΋امل فضای روی (P,Q) ͳضرب تقریباً ساختار Έی است. شده داده
شده تعریف نیز مقید پوان΋اره-کارتان ͳ۲−فرم م�ͳدهد. را مقید �به�فرد منحصر Έدینامی ،P توسط آزاد Έدینامی
از ͳخاص نوع هم�چنین م�ͳشود. ساخته مقید الΎوریتم Έی آن�گاه باشد، ت΋ین Έغیر�هولونومی سیستم اگر است.
قرار بیش�تری توجه مورد آن در شده اثبات ͳالقای قضیه�ی Έی و کپلاین مقید سیستم عنوان با مقید سیستم�های

است. گرفته

واژه: کلید
لاگرانژین. �منیفلد�، جت اویلر-لاگرانژ، معادلات توزی΄، مقید، سیستم

ث



Abstract:

NON-HOLONOMIC LAGRANGIAN SYSTEMS IN JET
MANIFOLDS

SAREH MEHDIZADEH GILANI

A geometrical setting in terms of jet manifolds is developed for time-dependent non-
holonomic Lagrangian systems. An almost product structure on the evolution space
is constructed in such a way that the constrainted dynamics is obtained by projection
of the free dynamics. A constrained Poincare-Cartan 2-form is defined. If the non-
holonomic system is singular, a constraint algorithm is constructed. Special attention
is devoted to Caplygin systems and a reduction theorem is proved.

Key words:
constrained system, distribution, Euler-Lagrange equations, jet manifold, Lagrangian.
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١

پیشΎفتار:

فصل از مطالب آغاز است. شده �آوری جم΄ بخش دو در بوده، نیاز �نامه پایان تمام در که ͳتعاریف اول فصل در

بخش�های واق΄ در م�ͳشود. شروع �منیفلد جت ͳمعرف با اول بخش است. بخش چهار شامل خود که است دوم

از مباحث مهم�ترین پرداخته�اند. مرتبط قضایای و تعاریف و کار مقدمات با ͳآشنای به بیش�تر سوم و دوم اول،

را هسین ماتریس و پوان΋اره-کارتان ͳ۲−فرم و ͳ۱−فرم آن تناسب به و لاگرانژین که م�ͳشود شروع چهارم بخش

م�ͳرسد. مربوطه اویلر-لاگرانژ معادله�ی به سر�انجام و کرده تعریف

در را اویلر-لاگرانژ معادله�ی اول بخش که پرداخته قیدی مفاهیم به و است بخش چهار شامل نیز سوم فصل

به منیفلد، روی توزی΄ Έی گرفتن نظر در و منظم لاگرانژین Έی وجود فرض با ͳیعن م�ͳکند، ͳبررس مقید حالت

ͳاهΎن� نیم با م�ͳکند. تعریف را مربوطه قید پوچ�ساز، این به توجه با سپس و م�ͳپردازد توزی΄ این پوچ�ساز ͳمعرف

یافتن دنبال به دوم بخش م�ͳرسد. مقید اویلر-لاگرانژ معادلات به غیر�مقید حالت در اویلر-لاگرانژ معادلات به

ͳیعن است، سوم فصل از اول بخش و دوم فصل از چهارم بخش در شده ͳمعرف معادلات دستΎاه برای ͳجواب

ͳضرب تقریباً ساختار بخش این در هم�چنین است. منظم سیستم حالت�ͳکه در البته مقید، و غیر�مقید معادلات جواب

تعریف مقید حالت در را پوان΋اره-کارتان ͳ۲−فرم سوم بخش است. آورده به�دست نظر مورد منیفلد برای نیز را

بخش است. شده آورده مثال دو فصل، همین نیز و قبل فصل�های در شده بیان مطالب بهتر تفهیم برای و م�ͳکند

م�ͳکند کار نا�منظم سیستم با بخش این در که تفاوت این با ͳول است فصل همین از دوم بخش شبیه تقریباً چهارم

این در بود، آمده به�دست دوم بخش در که ͳضرب تقریباً ساختار و مقید معادلات دستΎاه جواب قیدی، معادلات و

سیستم. بودن نا�منظم فرض با ͳول م�ͳشوند محاسبه نیز بخش

به و م�ͳشود شروع لژاندر تاب΄ ͳمعرف با اول بخش است. بخش دو شامل که است چهارم فصل آخر فصل

هر�آن�چه و ( قبل فصل�های (در بود آورده به�دست J ۱π برای که هر�آن�چه بین مقایسه�ای و م�ͳرسد همیلتن معادلات

بیان لژاندر تاب΄ بر�حسب را روابط مقایسه، از پس م�ͳدهد. انجام م�ͳآورد، به�دست J ۱π∗ برای بخش این در که

به توجه با این�بار را سوم فصل از اول بخش در شده ͳمعرف قید دوم، بخش ͳیعن آخر بخش در نهایت در م�ͳکند.

م�ͳشود. ͳمعرف کپلاین جدید مقید سیستم واق΄ در م�ͳکند. تعریف م�ͳگیرد، نظر در مربوطه منیفلد روی که ͳالصاق

م�ͳرسد. جواب به و م�ͳدهد تش΋یل توزی΄ این برای را مقید معادلات و م�ͳشود بیان بخش این در نیز ͳافق توزی΄

م�ͳدهد. انجام ͳ΋انی΋م سیستم دو بین مقایسه�ای لاگرانژین، تعویض با سر�انجام
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٣ اولیه مفاهیم تعاریفو .١ فصل

از هدف که است ذکر به لازم است. شده آورده بخش دو در بوده لازم که ͳمفاهیم و تعاریف فصل این در

گذاری شماره و ساختاری لحاظ از بعدی فصل�های با فصل این سازی شبیه برای فقط بخش دو به بندی تقسیم

است. بوده مطالب

بخشاول ١-١

آفین١([١۴]) فضای تعریف١-١-١.

و بعد ͳمتناه ͳحقیق برداری فضای Έی V مجموعه، Έی A که است (A, V, r) ͳتای سه Έی آفین فضای Έی

و r(a, v) = a+ v م�ͳدهیم قرار است. A روی V ͳجمع گروه از آزاد متعدی عمل Έی r : A× V −→ V

است. شده مدول V روی A آفین فضای م�ͳگوییم

([٣٠]) پایه فضای و کل فضای تعریف١-١-٢.

شده تعریف grf : M −→ M × F آن�گاه هستند، منیفلد F و M آن در که باشد، تاب΄ f : M −→ F اگر

صدق pr۱ ◦ ϕ = idM شرط در که Φ : M −→ M × F مانند تاب΄ هر و grf (p) = (p, f(p)) به�صورت

Mفضای ×F ͳضرب حاصل منیفلد مورد این در است. (f = pr۲ ◦ϕ) f تاب΄ برای به�فرد منحصر گراف م�ͳکند

M دامنه�ی است. f از غیر�مستقل و مستقل متغیر��های شامل موضع�ͳاش مختصات چارت زیرا شود، ͳم نامیده کل

م�ͳشود. نامیده پایه فضای نیز

([٣٠]) تاری٢ منیفلد تعریف١-١-٣.

Έی π : E −→ M و هستند منیفلد M و E که طوری به است (E, π,M) ͳتای سه Έی تاری منیفلد Έی

زیر�مجموعه�ی ،p ∈ M هر برای است. پایه فضای M و تصویر تاب΄ π کل، فضای E پوشاست. سابمرشن

م�ͳشود. نوشته Ep به�صورت و م�ͳشود نامیده p روی تار ،E از π−۱(p)

([٣٠]) کلاف تعریف١-١-۴.

مانند ͳتای یΈسه p حول π از ͳموضع سازی ͳبدیهΈی آن�گاه ،p ∈M و باشد تاری یΈمنیفلد (E, π,M) اگر

tp : π
−۱(wp) −→ wp×Fp و دلخواه منیفلد Έی Fp ،p از ͳΎهمسای Έی wp به�طوری�که است (wp, Fp, tp)

م�ͳکند صدق زیر شرط در و است دیفیومورفیسم Έی

pr۱ ◦ tp = π |π−۱(wp) .

نامیده ͳبدیه موضعاً باشد، داشته پایه�اش فضای از نقطه هر حول سازی ͳبدیه Έی حداقل که تاری منیفلد Έی

م�ͳشود. شناخته کلاف Έی به�عنوان و م�ͳشود
١Affine space ٢Fibred manifold



۴ اولیه مفاهیم تعاریفو .١ فصل

([٣٠]) برداری کلاف تعریف١-١-۵.

به�طوری�که است (E, π,M, σ, µ) ͳتای پن; Έی برداری کلاف Έی

است. کلاف Έی (E, π,M) .١

.σ(Ep × Ep) ⊂ Ep ،p ∈M هر برای که σ : E × E −→ E (آ) .٢

.µ(R× Ep) ⊂ Ep ،p ∈M هر برای که µ : R× E −→ E (ب)

است. ͳحقیق برداری فضای Έی (Ep, σ |Ep×Ep , µ |R×Ep) ،p ∈M هر برای (ج)

نامیده ͳخط ͳموضع سازی ͳبدیه و دارد وجود (wp, Rn, tp) ͳموضع سازی ͳبدیه Έی p ∈M هر برای .٣

با tp |Eq : Eq −→ {q} × Rn ترکیب ،q ∈ wp هر برای که م�ͳکند صدق شرایط این در و م�ͳشود

است. ͳخط ایزومورفیسم Έی pr۲ : Eq ×Rn −→ Rn

عمود([٣٠]) کلاف تعریف١-١-۶.

کلاف از (V π, τE |V π, E) برداری زیر�کلاف Έی π به عمود کلاف آن�گاه باشد، یΈکلاف (E, π,M) اگر

شده تعریف V π = {ξ ∈ TE : π∗(ξ) = ۰ ∈ T(π∗(ξ))M} به�صورت V π کل فضای که است τE مماس

به�طور یا م�ͳشود نوشته Vaπ به�صورت معمولا a ∈ E روی V π از تار .π∗ : TE −→ TM آن در که است

π از ͳتارهای به که ͳبردارهای از مجموعه�ای به�عنوان است مم΋ن عمود کلاف از کل فضای .(V π)a دقیق�تر

شود. گرفته نظر در هستند مماس

آفین([١۴]) کلاف تعریف١-١-٧.

m رتبه�ی از ρ : E −→ N برداری کلاف و π : A −→ N تاری منیفلد Έی شامل آفین کلاف Έی

،x ∈ N هر برای به�طوری�که idN روی تاری منیفلد�های از r : A ×N E −→ A مورفیسم Έی با همراه

هر این�جا، در است. Ax مجموعه�ی روی Ex برداری فضای از آزاد متعدی عمل Έی rx : Ax × Ex −→ Ax

است. Ex روی شده مدول آفین فضای Έی Ax تار

([٣٠]) π روی شده مدول آفین کلاف تعریف١-١-٨.

(A, ρ,M, α) ͳتای یΈچهار πروی شده مدول یΈکلافآفین باشد. یΈکلافبرداری (E, π,M) فرضکنید

به�طوری�که است

است. کلاف Έی (A, ρ,M) .١

.α(Ap × Ep) ⊂ Ap ،p ∈M هر برای که α : A×M E −→ A (آ) .٢



۵ اولیه مفاهیم تعاریفو .١ فصل

است. آفین فضای Έی (Ap, Ep, α |Ap×Ep) ،p ∈M هر برای (ب)

آفین ͳموضع سازی ͳبدیه Έی که دارد وجود (wp, Rn, tp) ͳموضع سازی ͳبدیه Έی p ∈ M هر برای .٣

با tp |Aq : Aq −→ {q} × Rn ترکیب q ∈ wp برای که م�ͳکند صدق زیر شرط در و م�ͳشود نامیده

است. آفین ایزومورفیسم Έی pr۲ ×Rn −→ Rn

بخشدوم ١-٢

([٣٠]) π از (سرتاسری) سازی ͳبدیه تعریف١-٢-١.

Έی F که است (F, t)جفتΈی (سرتاسری) سازی ͳبدیه Έی آن�گاه باشد، تاری منیفلد Έی (E, π,M) اگر

pr۱ ◦ t = π شرط و دیفیومورفیسم Έی t : E −→M × F و ( م�ͳشود. نامیده π از تاپی΋ال تار Έی) منیفلد

م�ͳشود. نامیده ͳبدیه دارد، سازی ͳبدیه Έی حداقل که تاری منیفلد Έی است. برقرار

([٣٠]) بخش١ تعریف١-٢-٢.

باشد. برقرار π ◦ ϕ = idM شرط اگر م�ͳشود نامیده π از بخش Έی ϕ : M −→ E مانند نΎاشت Έی

م�ͳشود. داده نشان Γ(π) به�صورت π بخش�های همه�ی مجموعه�ی

([٣٠]) عمود برداری میدان تعریف١-٢-٣.

میدان�های- فضای م�ͳشود. نامیده E روی عمود برداری میدان Έی (V π, τE |V π, E) کلاف از بخش Έی

م�ͳشود. داده نشان ν(π) به�صورت عمود برداری

([٣٠]) ٢ͳتطبیق ͳمختصات سیستم تعریف١-٢-۴.

و dimE = m+ n ،dimM = m به�طوری�که باشد تاری منیفلد Έی (E, π,M) کنید فرض

سیستم Έی y ͳمختصات سیستم باشد. U ⊂ E باز مجموعه��ی روی ͳمختصات سیستم Έی y : U −→ Rm+n

آن�گاه ،π(a) = π(b) = p ،a, b ∈ U زمان�ͳکه اگر م�ͳشود نامیده ͳتطبیق ͳمختصات

( pr۱ : Rm+n −→ Rm (که pr۱(y(a)) = pr۱(y(b)).

([٣٠])٣ ۱−جت کلاف تعریف١-٢-۵.

تعریف p در ارز ۱−هم ،π روی را ψ و ϕ ͳموضع بخش�های .p ∈M و باشد یΈکلاف (E, π,M) فرضکنید
∂ϕα

∂xi
|p =

∂ψα

∂xi
|p باشیم داشته ϕ(p) حول (xi, uα) ͳتطبیق ͳمختصات سیستم در اگر و ϕ(p) = ψ(p) اگر م�ͳکنیم

١Section ٢Adapted- coordinate system ٣١-jet bundle
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به�صورت و م�ͳشود نامیده p در ϕ از ۱−جت Έی ϕ شامل ارزی هم کلاس . ۱ ≤ α ≤ n و ۱ ≤ i ≤ m برای

م�ͳشود. نوشته j ۱pϕ

۱−جت١([١۴]) امتداد تعریف١-٢-۶.

تاری منیفلد از j۱σ توسط که است بخش Έی M در σ : R −→ M ͳمنحن Έی از ۱−جت امتداد

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت و م�ͳشود مشخص (J ۱(R,M), π, R)

j ۱σ : t ∈ R −→ (j۱σ)(t) = j ۱tσ ∈ J ۱(R,M).

([١۴]) ٢ ͳامل΋ت فضای تعریف١-٢-٧.

Mاست. به R از نΎاشت ۱−جت�های همه�ی از J ۱(R,M) تاری منیفلد ،M از ͳامل΋ت فضای

([١۴]) ٣ ( ͳزمان وابسته�ی (یا غیر�مستقل تعریف١-٢-٨.

(یا غیر�مستقل باشد شده تعریف M از ͳامل΋ت فضای روی که را L : J ۱(R,M) −→ R ،C∞ تاب΄ Έی

گوییم. ( ͳزمان� وابسته�ی

کامل۴([١۴]) و عمودی ارتقای تعریف١-٢-٩.

میدان TM به G از عمودی ارتقا�ی باشد. M روی ،r ≥ ۱ ،(۰, r) نوع از تانسوری میدان Έی G کنید فرض

به�صورت و است TM روی (۰, r) نوع از تانسوری

Gv
y(X̄۱, . . . , X̄r) = (Gx((τM)∗X̄۱, . . . , (τM)∗X̄r))

v

.x ∈M و y ∈ TxM ،X̄۱, . . . , X̄r ∈ Ty(TM) که م�ͳشود تعریف

اگر م�ͳشود. نامیده f ∈ C∞(M) تاب΄ از TM به عمودی ارتقا�ی f v = f ◦ τM

G = Gi۱...ir(
∂

∂xj
)⊗ (dxi۱)⊗ . . .⊗ (dxir)

آن�گاه ،

Gv = Gi۱...ir(
∂

∂vj
)⊗ (dxi۱)⊗ . . .⊗ (dxir). (۱)

که م�ͳشود نتیجه ͳآسان به

Gv(Xv
۱ , . . . , X

v
r ) = ۰ ∀X۱, . . . , Xr ∈ χ(M).

دقیق به�طور αv بنابر�این .αv = αi(dx
i) آن�گاه باشد، M روی ͳ۱−فرم Έی α = αi(dx

i) اگر این بر علاوه

(۱, r) نوع از تانسوری میدان Έی F کنید فرض حال .αv = (τM)∗α ͳیعن است TM به α از پس�کشنده تاب΄

١١-jet prolongation ٢Evolution space ٣Non-autonomous(or time-dependent) ۴Vertical and com-

plete lift
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و است TM روی (۱, r) نوع از تانسوری میدان ،TM به F از عمودی ارتقا�ی آن�گاه باشد، M روی ،r ≥ ۱،

که م�ͳشود تعریف F v
y (X̄۱, . . . , X̄r) = (Fx((τM)∗X̄۱, . . . , (τM)∗X̄r))

v به�صورت

اگر .x ∈M و y ∈ TxM ،X̄۱, . . . , X̄r ∈ Ty(TM)

F = F j
i۱...ir

(
∂

∂xj
)⊗ (dxi۱)⊗ . . .⊗ (dxir)

آن�گاه ،

F v = F j
i۱...ir

(
∂

∂vj
)⊗ (dxi۱)⊗ . . .⊗ (dxir) (۲)

کرد ثابت م�ͳتوان است. TM برای ͳموضع مختصات (xi, vi) که

F v(Xv
۱ , . . . , X

v
r ) = ۰ ∀X۱, . . . , Xr ∈ χ(M).

است. TM روی ͳکانون مماس تقریباً ساختار J = Iv آن�گاه Mباشد، روی ͳهمان تانسور I اگر این بر� علاوه

روی تاب΄ Έی f کنید فرض م�ͳکنیم. تعریف را TM Mبه روی تانسوری میدان�های از کامل ارتقای حال

به�صورت که است TM روی f c تاب΄ ،TM به f از کامل ارتقای این�صورت در Mباشد.

.f c = yi( ∂f
∂xi

) داریم بنابر�این م�ͳشود، تعریف ،x ∈M و y ∈ TxM ،f c(y) = df(x)(y)

از .( ∂
∂xi

)c = ∂
∂xi

بنابر�این� .Xc = X i( ∂
∂xi

) + vj(∂X
i

∂xi
)( ∂
∂vi

) آن�گاه ،X = X i( ∂
∂xi

) و X ∈ χ(M) اگر

و F v(Xc
۱ , . . . , X

c
r) = (F (X۱, . . . , Xr))

v که م�ͳگیریم نتیجه (۲) و (۱)

آن�گاه ،F = F j
i (

∂
∂xi

)⊗ (dxi) اگر .Gv(Xc
۱ , . . . , X

c
r) = (G(X۱, . . . , Xr))

v

به�دست α = αidx
i ͳ۱−فرم برای .F c = F j

i (
∂
∂xi

)⊗ (dxi)+vk(
∂F j

i

∂xk
)( ∂
∂vj

)⊗ (dxi)+F j
i (

∂
∂vj

)⊗ (dvi)

داریم (۰, ۲) نوع از G تانسوری میدان برای .αc = vk( ∂α
i

∂xk
)(dxi) + αi(dv

i) م�ͳآوریم

Gc = vk(
∂Gij

∂xk
)(dxi)⊗ (dxj) +Gij(dx

i)⊗ (dvj) +Gij(dv
i)⊗ (dxj).

و است TM روی ͳ۲−فرم Έی ωc آن�گاه Mباشد، روی ͳ۲−فرم Έی ω اگر .١-٢-١٠ ن΋ته

dωc = (dω)c.

([١۴]) عمودی ارتقای دیΎر بیان .١-٢-١١ ملاحظه

تصویر تاب΄ τM : TM −→M و مماسش کلاف TM m−بعدی، پذیر دیفرانسیل منیفلد ΈیM کنید فرض

Έی Vy آن�گاه ،Vy = ker{dτM(y) : Ty(TM) −→ TxM} فرضکنید ، y ∈ TxM هر برای باشد. ͳکانون

mاست. رتبه�ی از TM روی برداری یΈکلاف V = ∪y∈TMVy و Ty(TM) از m−بعدی برداری زیر�فضای

م�ͳشود نوشته V (TM) به�صورت ͳگاه ) V ( τTM : TTM −→ TM از برداری زیر�کلاف Έی واق΄ (در

Έشود.ی�ͳم نامیده عمود ،v ∈ Vy به�طوری�که y در TM از v مماس بردار Έی م�ͳشود. نامیده عمود کلاف (
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.y ∈ TM هر برای X(y) ∈ Vy به�طوری�که است TM روی X برداری میدان Έی X عمود برداری میدان

τM تصویر تاب΄ تار�های به مماس عمود، مماس بردار�های که م�ͳکنیم توجه ( است. V از برش Έی X ͳیعن)

عمودی ارتقای که TxM −→ Vy ͳخط نΎاشت این�صورت در ،x ∈ M ،y ∈ TxM کنید فرض حال هستند.

م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت م�ͳشود نامیده

ͳمنحن به t = ۰ در مماس بردار که است y در TM به عمودیش ارتقای ،uv ،u ∈ TxM برای

عمودیش ارتقای م�ͳتوانیم آن�گاه باشد، M روی برداری میدان X اگر این بر علاوه است. t −→ y + tv

موضعاً X اگر .Xv(y) = (X(τN(y)))
v به�طوری�که کنیم تعریف TM روی Xv برداری میدان به�عنوان را

Xv آن�گاه ،(xi) ͳموضع مختصات با U ͳمختصات ͳΎهمسای Έی در باشد شده داده X = X i( ∂
∂xi

) به�صورت

.TU روی (xi, vi) ͳالقای مختصات گرفتن نظر در با است Xv = X i( ∂
∂vi

) به�صورت موضعاً

([١۴]) ١ مومنتا یافته�ی تعمیم .١-٢-١٢ توجه

کرد فرض م�ͳتوان م�ͳشود. نامیده سیستم لاگرانژین L = L(t, qA, ˙qA) ۱ ≤ A ≤ m تاب΄

و vA = ˙qA ،LA = ( ∂L
∂vA

)(qB, vB) و L : R×Rm ×Rm −→ R

،v۱ سرعت های بردار� به�طوری�که دارد وجود (p۱, . . . , pm) m−بعدی مختصات .۱ ≤ A ≤ m ،۱ ≤ B ≤ m

هستند. (q۱, . . . , qm, p۱, . . . , pm) به وابسته تاب΄�های موضعاً vm و . . .

م�ͳشود. نامیده مومنتا یافته�ی تعمیم مختصات این ،۱ ≤ A ≤ m ،pA = ∂L
∂vA

([١۴]) پایه شبه تعریف١-٢-١٣.

عملΎر J∗ که ،α ∈ J∗ اگر م�ͳشود گفته پایه شبه α باشد. TM روی پذیر دیفرانسیل فرم Έی α کنیم فرض

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت و است J از ͳالحاق

J∗(f) = f, f ∈ C∞(TM).

(J∗ω)(X۱, · · · , Xp) = ω(JX۱, · · · , JXp) X۱, · · · , Xp ∈ χ(TM), ω ∈ Λp(TM).

و

J : TM −→ TM

J =
∂

∂vA
⊗ dqA, M = ⟨qA⟩.

([١۴])ͳ΋انی΋م سیستم تعریف١-٢-١۴.

١Generalized momenta
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روی دیفرانسیل�پذیر تاب΄ Έی F m−بعدی، Mمنیفلد که است (M,F, ρ) ͳتای سه Έی ͳ΋انی΋م سیستم Έی

م�ͳشود. نامیده نیرو١ میدان که است TM روی پایه شبه فرم Έی ρ و TM

([١۴])Έسیمپلتی ساختار تعریف١-٢-١۵.

تعریفم�ͳشود V روی ω ͳبه�وسیله�ی۲−فرم V ͳمتناه (ͳحقیق) برداری یΈفضای سیمپلتیΈروی یΈساختار

Έسیمپلتی برداری فضای Έی (V, ω) جفت و م�ͳشود نامیده Έسیمپلتی ω فرم است. ناتباهیده ω به�طوری�که

است.

([١۴])Έسیمپلتی تقریباً فرم تعریف١-٢-١۶.

١ ω ناتباهیده�ی ͳ۲−فرم Έی ،M منیفلد Έی روی ( Έسیمپلتی تقریباً ساختار (یا Έسیمپلتی تقریباً فرم Έی

م�ͳشود. نامیده Έسیمپلتی تقریباً منیفلد Έی (M,ω) جفت Mاست. روی

([١۴])Έکسیمپلتی تقریباً ساختار تعریف١-٢-١٧.

(η,Ω)جفتΈیM +۲m)−بعدی ۱) یΈمنیفلد کسیمپلتیΈروی تقریباً ساختار یا ͳتماس تقریباً یΈساختار

.η ∧ Ωm ̸= ۰ به�طوری�که Mاست روی ͳ۲−فرم Έی Ω و ͳ۱−فرم Έی η که است

([١۴])ͳضرب تقریباً ساختار تعریف١-٢-١٨.

میدان Έی ،M روی ͳضرب تقریباً ساختار Έی باشد. دیفرانسیل���پذیر m−بعدی منیفلد Έی M کنید فرض

Έی ،F ͳضرب تقریباً ساختار Έی با Mهمراه .F ۲ = Id که طوری به Mاست روی (۱, ۱) نوع از F تانسوری

شود. ͳم نامیده ͳضرب تقریباً منیفلد

بسته([١۴]) فرم تعریف١-٢-١٩.

ͳفرم−(p− ۱)Έی اگر م�ͳشود گفته دقیق و dα = ۰ اگر م�ͳشود گفته Mبسته منیفلد Έی روی α ͳفرم−pΈی

است. بسته دقیق، فرم هر پس ،d۲ = ۰ آن�جای�ͳکه از .α = dβ به�طوری�که باشد داشته وجود β

([١۴])ͳحجم فرم تعریف١-٢-٢٠.

ω(x) ̸= ۰ به�طوری�که باشد داشته Mوجود روی ω ͳفرم−mΈی اگر گوییم سازگار Mرا m−بعدی یΈمنیفلد

م�ͳشود. نامیده ͳحجم فرم Έی ω .x ∈M هر برای

([١۴])ͳتماس فرم تعریف١-٢-٢١.

به�طوری�که باشد داشته η مانند ͳ۱−فرم ΈیM اگر باشد. +۲m)−بعدی ۱) منیفلد ΈیM کنید فرض

است. ͳتماس فرم Έی η و م�ͳشود نامیده ͳتماس منیفلد ΈیM آن�گاه ،η ∧ (dη)m ̸= ۰

باشد. ناتباهیده ω(x) ،x ∈ M نقطه�ی هر برای اگر است ماکزیمال رتبه�ی از یا نا�تباهیده ω ١

١Force field
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توزی΄([١۴]) تعریف١-٢-٢٢.

زیر�فضای Έی از انتخاب Έی M روی D k−بعدی توزی΄ Έی باشد. m−بعدی منیفلد Έی M کنید فرض

Mاست. در x هر برای TxM از D(x) k−بعدی

قید([١۴]) تعریف١-٢-٢٣.

روی قید ΈیM روی α غیر�صفر ͳ۱−فرمΈی باشد. ۲m مرتبه�ی از Έسیمپلتی منیفلد Έی (M,ω) کنید فرض

قیدی سیستم ΈیM روی ͳخط مستقل ͳ۱−فرم تا r از C = {α۱, . . . , αr} مجموعه�ی Έشود.ی�ͳم Mنامیده

.۱ ≤ a ≤ r ،αa(σ̇(t)) = ۰ اگر م�ͳکند صدق قید�ها در M در σ ͳمنحن Έی گوییم م�ͳشود. نامیده M روی

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به Mرا روی D توزی΄ Mباشد. روی قیدی سیستم Έی C کنیم فرض

∀x ∈M, D(x) = {X ∈ TxM | αa(X) = ۰ ∀ ۱ ≤ a ≤ r}.

D اگر است ١Έهولونومی C قیدی سیستم Έی است. M روی ۲m)−بعدی − r) توزی΄ Έی D بنابر�این

م�ͳنامیم. ٢Έغیر�هولونومی را C این�صورت غیر در باشد، انتΎرال�پذیر

([١۴]) الصاق٣ .٢۴-١-٢ توجه

Vکلاف (E) .dimE = m+n و dimM = m به�طوری�که باشد تاری یΈمنیفلد π : E −→M فرضکنید

این�صورت در .Ve(E) = ker{π∗ : TeE −→ Tπ(e)M} که V (E) = ∪e∈EVe(E) ͳیعن است E از عمود

بر علاوه است. TE از برداری زیر�کلاف V (E) واق΄، در است. n رتبه�ی از E روی برداری یΈکلاف V (E)

است. π(e) روی تار Eπ(e) که Ve(E) = Te(Eπ(e)) این

به�طوری�که است ( E روی H توزی΄ Έی (یا E روی H برداری کلاف Έی ،E در الصاق Έی

.TeE = Ve(E)⊕He e ∈ E ͳیعن ،TE = V (E)⊕H

([١۴])ͳل مشتق تعریف١-٢-٢۵.

به�وسیله�ی شده تولید تبدیلات، از ͳموضع ۱−پارامتری گروه Έی ϕt Mو روی برداری میدان Έی X کنید فرض

م�ͳشود. تعریف زیر به�صورت X با مرتبط ω ͳفرم−pΈی از LXω ͳل مشتق باشد. X

،t ∈ R هر برای این�جا در Mاست. تبدیلات از ͳموضع ۱−پارامتری یΈگروه ϕt که م�ͳکنیم فرض ͳراحت برای

داریم پس است. ΛM ͳخارج جبر از اتومورفیسم Έی ϕ∗
t : ΛM −→ ΛM

(LXω)(X) = limt→۰(
۱
t
)[ω(x)− (ϕ∗

−tω)(x)].

خواص: Mاست. روی ͳفرم−pΈی LXω و

١Holonomic ٢Anholonomic ٣Connection
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.LXf = Xf .١

.LX(ω ∧ τ) = LXω ∧ τ + ω ∧ LXτ ،ω ∈ ΛpM ،τ ∈ ΛqM .٢

.LXd = dLX .٣

.LX = iXd+ diX .۴

([١۴])١ͳدرون ضرب تعریف١-٢-٢۶.

م�ͳکنیم. تعریف را X توسط ω ͳفرم−p از iXω ͳدرون ضرب ،M منیفلد Έی روی X برداری میدان هر برای

.p = ۰ برای iXω = ۰ .١

.p = ۱ برای iXω = ω(X) .٢

.Y۱, . . . , Yp−۱ ∈ χ(M) ،(iXω)(Y۱, . . . , Yp−۱) = ω(X,Y۱, . . . , Yp−۱) .٣

خواص: .iXω ∈ Λp−۱M پس

.(iX)
۲ = ۰ .١

.ω ∈ ΛpM ،iX(ω ∧ τ) = (iXω) ∧ τ + (−۱)pω ∧ (iXτ) .٢

١Interior product
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مقدمات



١٣ مقدمات .٢ فصل

م�ͳکند. بیان را کار شروع برای ͳمقدمات مفاهیم که است مرتبط بخش چهار شامل فصل این

یافته ت΋امل فضای ٢-١

دارد. وجود π : E −→ R پوشای سابمرشن ͳیعن باشد R روی +n)−بعدی ۱) تاری منیفلد Έی E کنید فرض

و م�ͳشود نامیده J ۱π ،π ͳموضع بخش�های از منیفلد ۱−جت

J ۱π = {j ۱tϕ | ϕ : U ⊂ R −→ E, π ◦ ϕ = idU}

ͳموضع مختصات J ۱π آن�گاه باشد، E روی تاری مختصات (t, qA) اگر است. t از باز ͳΎهمسای U که

به�صورت مختصات j۱tϕ آن�گاه ،s ∈ U که ϕ(s) = (s, ϕA(S)) اگر واق΄ در دارد. (t, qA, vA) به�صورت

برای اگر زیرا است ۲n + ۱ بعد از J ۱π آن�گاه باشد، n + ۱ بعد از E اگر بنابر�این دارد. (t, ϕA(t), dϕA
ds

(t))

که گرفت نظر در J ۱π برای را (U ۱, u۱) م�ͳتوان آن�گاه ،u = (xi, uα) که بΎیریم نظر در را (U, u) چارت E

و uα(j ۱pϕ) = uα(ϕ(p)) ،xi(j ۱pϕ) = xi(p) به�طوری�که u۱ = (xi, uα, uαi ) و U ۱ = {j ۱pϕ : ϕ(p) ∈ U}

بنا�بر�این .uαi (j۱pϕ) =
∂ϕα

∂xi
|p

|J ۱π| = n+ ۱+ n = ۲n+ ۱.

و π۱,۰ : J
۱π −→ E ͳکانون تصویر تواب΄ با به�ترتیب R و E روی تاری منیفلد J ۱π هم�چنین و

داریم ͳموضع مختصات در است. π۱ : J
۱π −→ R

π۱,۰(t, q
A, vA) = (t, qA),

π۱(t, q
A, vA) = t,

π(t, qA) = t.

ͳکانون نشاندن Έی م�ͳشود. ͳامل΋ت فضای ͳزمان وابسته�ی م΋انی�Έهای برای J ۱π منیفلد جت

ͳمنحن از t در مماس یΈبردار ϕ̇(t) ∈ Tϕ(t)E که م�ͳکنیم تعریف ι(j۱tϕ) = ϕ̇(t)به�صورت ι : J ۱π −→ TE

.ι(t, qA, vA) = (t, qA, ۱, vA) آن�گاه باشیم، داشته را (t, qA, τ, τA) ͳموضع مختصات اگر است. ϕ(s)


