
 �� 

 
���������	�
���
 

�����	���������	�����
 

����������  

�

����������	
�����

��������	
����
����	
������������
�� 

� �


�������������
���������������� �

�����������������
��

� �

����� �

 ����!����"#��

� �

� �

������������� �

�#�$��%�������
��

� �

������� ���!�"��� �

����&��	��������



 �� 

�������

 
������������	��
��	����
��������������������������
�
����������������������������������������� !��"#$����������

%&��
��$��
���$��'$�(������)����*�������&�+��&$��
�,'$��
�-�.���"(�$������/
�$������(��0 

���&�+��&$�����,'$��1�����2��	��!�/�������0����������3��4���'��	��	�"#5$��1���������67�5���$����4�'$��	���

�������������������,�'$��(������5���1���&$����"8&�$�������������	�(9	�#�1������
�$���4&��9
���� !��"��$��+�0���35���1��

�����������"3$�5�#$��)��5��	�"�$��'$��)��5��	�5�������������������,�'$��(������5��#��:������2�#$��)��5��	��$��
�(��	�0

����� !�������������;
�,*�<�����(����$����/�����������������������������5��	��$�����	����'$��+������������!������

%&��
����&$�����"(��=��>�7����?��	��@A����(���	��(�'���:
$(<��	�B
�����0� �

��������	��	�C��
�$����3�'��1�������D5�����9���	�"�������$�	�����!?$��������������E$������5��,�'���	�����&��

�������������$�	�����!?$������� !����$��+�������$���FE$���67�5�	�������)�0������������6�7��5����/��	�������
���	������	�

���������&��(�4��G&���8�'��0����������FH=��"�������IJ	��'�'$��FH=��5��"3���2��1�����������E$�����A�'�"#5$��

�����K���������5��$��'$�����$��+�������!?$������������$��%�&��
���
����75�",'$��������$�	��&��������������$��5�#���L�����

�����(��$��	���$���)��*���$���2�
��=
�0������,�M-����������$������N
O����������	�C�	����FE���5�P�����������/��+�

��!'$���$���9��Q@'��
����OR��+�#�!�<$P $� �������%�&��
�S�&��$�����*����&�=�!������9&���
������$�	

�	���'��+ (&��,'��0��=!���	���� !����5����	��(��3�L�$�#�!-$����'�������������������	�,��M-���������

�������������	�T�
����L&�����	����&58�'��0���"35���FH=�������������������$��	���
�,�'$���!
�U���=��������!?$�V�@�'�5�W&$��.

���������5�����!?$��E$������������$����X5�������������������$��+������5�������&�+�,�M-�������Y�'$�	������(����B�&�

,'$�0������&��4&�J
�����!?$��E$���T'�
��FH=���&$���������������9��Z$�J�$���5��	�>&�?��$��������(�������'$��F�'5��	��

���%7$5���F[�����������0� �

 
 
 
 
 
 
 

 



 �� 

��������	
� 

 
��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������1��

����	
���

�
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������2 

  1-1��	
����
����������������
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������2 

  1-1-1�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������3 

2-1-1��
�������� �!�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������4 

2-1������"
���#�$
�"���
���������%���
�&�������'(
�)�
�*� �(�"�
��+
������������������������������������������6 

  1-2-1,-+���./���"�
��+
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������7 

  1-1-2-1�0��*�"ε1������"
���#�$
�"���
�������
��+
������������������������������������������������������������������8 

  2-1-2-1���%��"�
��+
�,-+����������������������������������������������������������������������������������������������������������������9 

  3-1-2-1����%�ε1#�$
�"���
�������
��+
�����������������������������������������������������������������������������������������9 

  4-1-2-1���%��23
�4��)'�&����������������������������������������������������������������������������������������������������������������10 

2-2-1�
�&��� �(�"�
��+
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������11 

  1-2-2-1���%���
�&�"�
��+
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������12 

����	
���

�������
���
�������
��������
������������������������������������������������������������������������������������������������������14 

  1-2�
��3
����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������14 

  2-2 
��3
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������15 

3-2��	
��3
�������+�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������16 

4-2�-�
���5�����6���"5


��
�"�
��+
���27�&�&�"�85
�4��"�8����������������������������������������������������������������18 

1-4-29	������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������20 

2-4-2 �!���"
�:�"�8�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������28 

3-4-223
�4��27	�
������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������31 

����	
���

��� ��������
����� �!�"
#$����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������32 

1-3;�������"�8���%���
����<+
<��=�>�-+��
�����'(
�)�
�*����8�����������������������������������������������33 

1-1-32�	��&�����'(
�)�
�*����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������33 

2-1-3���������?��@
���
�"�8
�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������35 

1-2-1-3����?��@
���
�"�8
�������m̂���'���
�A����"�8������������������������������������������������������������35 

2-2-1-3�24����"�8
������%
�5
���+
��)(mf�����������������������������������������������������������������������������������36��

3-2-1-3������"
���"���
����������'(
��0��*� �(�%
�5
���+
���������������������������������������������������������37 

2-3��7/��"%�+������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������40 



 �� 

3-3������"
���2�
����5�����"�8 
�"�8������������������������������������������������������������������������������������������������������������43 

4-32BC��0	%�9	������2/�B�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������48 

5-3D���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������54 

�%�&'�	
���

!���(�%�������������
��������� ���)(�����������������������������������������������������������������������������������������������������57 

1-4������"
����
��+
�"���
������E�7��+
���������������������������������������������������������������������������������������������������������60 

1-1-4�������20�
�"���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������62��

2-45


�"
���<�F:����%��2+�����5
�4��"�8�����������������������������������������������������������������������������������������������67 

3-4"
�:�9	���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������73 

4-4�
��+
�<�F:����%��%
�"��	
�23G	��2+���������������������������������������������������������������������������������������������76 

5-4�6�����%��2+������������E�����9	������2��	�������������������������������������������������������������������������������������78 

6-4�C	�H���;���6���"
������"
�������'(
��0��*����
������%��"�8��������������������������������������������������79 

1-6-4�4����<�����?4�-���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������79 

2-6-49	������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������80 

1-2-6-42���&�>�-+��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������81 

2-2-6-42���&��
�&�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������82 

7-4��I���23
��C3���D����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������83 

* �"�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������86��

+��
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������91 

�,�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������101 

-�
.������
/'��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������103 

��

 



 1 

�������

 

�������� �	� 
��
� �����	�� ��	� ������ ��� �	� ������� 	�� 
���� �
��!	� ��� "�� �#$%�
� "&%	�

'��(�����	��������)
��#!������*������+�!�,��!	��#$$�
��+��
�"��-����
�.	�����$*����"��#$�

����+��� ��!���/0�+��� � 1/2�������'��(��"-�3*�
$&!4�'�$�������5����6!
����3!��'7����
��

"-�����	�
�8�.���4����-�6!��	�+	������ ���������9&�	�
:��������5 

+�!�,��!	��	�"&;�!�<��3-�'7��4�
���	�":$=�4���	�"��-> 

?  � @A	4�4����!���4���	��B�
��+���C�2��4���:D	�8!�E��	�FG�:���	�
H�
��	��#%���5 

I   "�����J!�&-��
�+4K;	��#!#=�"L�&-�#$*���	��#%����4 �8������!	��������9&�	���������5 


���	�;	���$M��<4���	�
&G	��"
����
����'��4���N-�O�����	�'��#$-	���;���������������$���4���

#$$�����9&�	�+ �P��:�5��



+�!�,���$*�	�*�4�+�*"��-
�-��	�#-	��QR
�S�����#-�����
�����	�
��	�&�	���&�	��,�-�P�:$&�	����


���
	�
�#$*�+ �'LG�"-��	4�T#%�
�"-�����
�5��
��#$-	�H�4���	���
����	��'7��'���9���&U�
�C�G��!	��


+�!�,��!	�V��W��'7;
��"��-X�A���1�(R%�#-	��#$��"���W��	��"
�U�����5��

"���W��"����	���Y�"
�S�Z,��+�!��V[E�	��C��&G	�4���� �
���#���'���9��
��
��&�-	��"��-


�#$�5 



 

� �� �� �� �

� �� �� �� �

� �� �� �� �

���������������������������� 

��������������������������� �� �� �

����������	
����
���	
�������
��������������������������	
���
���������������
����
���

� �����!����"�����#�"���
�
	���� $��$�
����������"�����#�"���
�
	��
%�&'����(
��)�*+��)���������

��	
���#������
���
��,�%����"-����,�.
+�������/��������
��0/��1�2�	�
*	$����3!��

��

��−������������	
���
�����������	�
�����������������


�����#���"��
�
��4/��3�
�56�#
.���#�
-�
	��������������	
�������	
���
��7
51������
/
.

� �
����8���$�9��� ����	�� ���:� �
;��#�������<������ �=�)(<>??@�5%	��� �A�)(<>?B���� �9�/� C�

)(<>?>D�� ��#�������:E�)(<>B<��%�5�� ���! �F/ �1� 
�
��� F�
1� #��� ��� #���"�� 4/��3� G/
"	� �/�


��H�&I1�%��!�
-J/���K6�9&-6��/������G/
"	��/�����# 
�
��L���1���%��9���8�3�8���$��!��/�

                                                 
1 Groneveld 
2 Meeden 
3 Runnenburg 
4 Van  Zwet 
5 MacGillivray 



2 ��������	
����
����	
������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ������

�����
K�����K6
��MN(�� ��� 
.9�
O�H�
3���� ���
P/
"	� ���%��) Q�
�
���D/�������9���
/
.


��9������3
���"3�����R��9-�	�.�!��

� ��%��S��PF/ �1��
&"O���#��� ���ℜ�.���
T	�� !X�#����� ���9���
��
U1� ��V"��D/�

� F/ �1P9���� !� ��%�� S��� ��%W&.F� ��� #��'� �3
�� F/ �1� F�
1�)()( xXPxF ≤=���

)()( xXPxF <=−� !f�
�
���D/�2�	�XY5��8 ��	���"��:��Z	����
��[���"3�����R���:���"5���9��

�3
�� !
��0/��1���3)(XE=µ���F/ �1����	
��� ���])[( r
r XE µµ −=��#2������
"T:� ��r−�)�


��%�
	!��

m��	
������F/ �1�#X
������������:���%�
	 �#�%��\�(��/]���

)( <<−����������������������������������)()( mFmF ≤≤−
=

<��

�	
������� 
��8�^� ��3
5	� 
"J/�9����J&��F/ �1�#��� �	
���#���
����_	#��%���`����V1�#�

�#�/�
_�
��0/��1��%%�������)( <<−�
��\�(�%�!��


/
���/���������
	
���Z	��������	
���
/
"J/�S��,/��:�!���%W&.�
�
����������0/��1����1

��
��� ���
�a
-����� !��_	� bQ�&���
�����#�-����_��,&�f�
���
P/�� ����%�
�� 8���
	������3� !���

��:��4_�����:���������R�f�3
���"3�����R��#�X��Y5��8 ��	���"��:��Z	����
��[���M����������
"J/�

����#��'fX��
+��c����[���],( M−∞
��������/�2���������%W&.��%�),[ ∞M
���.
�������
/

� ����J%/�� 
/M�
�"����������d��
�"����� 
/�9���� !��/���
%�M� ��9������f9���#���D1��!

F/ �1� ����� ��� ��
;��#����F6����
K��� �
/
&	�#
.M
�� 8���
	�#���,�	��9&-6��/�� ��� 
��� ���3


����� ����$��"�
���
6
+1����%���:��
"O%�
	�� !��"�����
�
���#�������0/��1� ��� ���
��*+�� ��/�


���
P/��#�����%��!
&	�)
P	��
P%/�����#�
����%��
��
&	�
"�
O���%�������/ ���3�
	
�$�������1

��������	
������
���������
P/��������!��



������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �����3 


��0/��1���3�µσ =���%��S�����
�

�

σ

µ
�	�����&���8 �
�������

σ

µ M−� 8 ��	��
�����

�����<�%3
���"3�����R��
*	$� ��)�����.��:���"5�����.���
T	����X�!
����Z%���/��#���	��1���������

)(),( <B>E<>e<���%�� �=�)(<>>C��%�5�� ���� ![� ��%�� �R�1"�N^� ��� 8�%-/�	� �"���/�� ���
*R�1� �
T


&	�%�����Z%���/��#����
�

�
�

σ

µ���
σ

µ M−
������"��:��Z	���9��!��

��� −−����������
����

��K6������� ��
���
���#���� 8����L���1�,.� 
�� ���0�"�������T.�f��  �� �P�"	��%����� ��3

�������8��$�9������4�����L�
6��
���
���g����%����
-J/���K6�������K6��/�9���h�����# 
�!��

���������%��S���������P�#�����
_"�
	��
&"O��F/ �1�ℜ�3
��!��

i(� � � �� �
µ� !������%��S��∞<)( XE��J%/�� ���>t�#�������#��'�����������R��#

�^�&P��)
&1�����#
.ℜ⊂A�	���6����/ �`��
5^�]��

)()( APAP −≤+ µµ�),( tA �⊂��

)( <= −���������������������������)()( APAP −≥+ µµ�),( ∞⊂ tA��

8
�	$��

)( <A −��:�����µ��3
����R����∞<< �� µ��

)( <C −���)()( µµ >>< XPXP��

)( <E −��:����m�3
��8�3�0/��1���µ≤m��

)( <i −��:����m����3
��8�3�0/��1�F�3
���"�����2�	���µ<m��

)( <? −��:����PD1�
�
���D/��3
���"3���#����µµ ≤≤− Mt��

                                                 
1 Pearson 
2 Kendall 



4 ��������	
����
����	
������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ������

ii(    � �
m����%��S���m���3
��8�3�0/��1�F�����3
���"�����2�	��>t��"3�����R��

�^�&P��)
&1�#�������#��'�����3
������#
.ℜ⊂A���

����)()( AmPAmP −≤+�),( tA �⊂��

!)()( AmPAmP −≥+�),( ∞⊂ tA��

� �:�µ��3
�� ��R��� ��mMtm ≤≤−���%W&.�� �:��PD1�
�
���#������3
��#��!�8
�	$�

µ<m!��

iii(��� �
�M��!������%��S��PD1�
�
���#������#��f�#�������#��'�����3
���>x��

!)()( xMfxMf +≤−��

�8
�	$mM <���µ<M��"5�����:��µ�3
��8�3�0/��1�!��

��! −−���
�"���#�$�������

�@�5%	��)(<>?BS����/�2���
��
/2R�`��(�����g���
.µ
��
����� ����%��!D��#�������:

)(<>B<
��gN1��g���
1��%�µ�P�"	�
�����%��MN(���������9����$�)2�"-�����#µ≤M�
1��3
��

��J%/�µ<M�!�9���8��$�9�������/ �
�
��� ��8�
+"���
�����#��^��
;��
*%1�j�c����/����/��#���

�/������Z	������]��

�
�

�
�

�

<

≤<

≤

=
−

x

x

x

xC

xCxf

�

��

��

�

ε
ε )(��

��$�������� −=ε9����!
&	�g��� �����1µ����������#����mM ≤����8�
+"���!��

���:������������)(<>??g���
/2R�`��(������#
.m���MS������2���
������9������
/
.


���������	��$�9�/� )(<>?>g����/��
��MN(�����
.�%��!�g�����m
&	��
*	$��#�
-1�9�N^����1



������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �����5 

������mM ≤�O����hk�!�
�
������������#��^��
;��D/εf9���8�3�8������3�0/��1�Q
���������!

�����$�9������#����� >µ
&	��g��� �����1m����8�
+"����!�D/�#��^��
;�9���8�3�8���$]��

���"�����pD1�
�
���D/������#��'�����#��mM ≠����∞<)(
�

XE
��0/��1��������%%�


���J%/��g��� �����1m����8�
+"����!����8�3�S���−=M����=m��%W&.����

������/
�

��

�

�

�
�

�

�

�

≤<

≤

�
�
�

�

��
�

�

�

−= x

x

xxq )()(��

�
�
���lm�)()()()( xqxpxg εεεε
�

� +−=��$� ��� ��� �ε���9���D����95;�� ��^�D/


��M����#��^��
;��D/�%��!
&	�g��� �����1M����
1�����8�
+"���mM ≤,������ !���/��#���


���"��:��Z	�����/ �
�
���j�c����/���3��

�
�

�
�

�

≤<

≤<

−= )()(

�/
�������

��

��

�

� x

x

xD

Dx

xh
ε

ε��

��$������ε�95;����^�D/�9���D���!��

D�� #�������:)(����
�� 
^���� 9�N^� ���V1� ��� �%�)()( xFxF −−+− µµ�� ����>x�

X
���"+:95;�����
+%�� ����3�[�#�������1��9�N^�µ9���
�
��!�3������%���R�1�/��Q
��������
�

�����	�8��$mM <���
��������	������µ<M.�����9�/� )(<>?>
���
T	��,Z	�4/��3�9I1�����.�

�)
&1�#���x� 
.�≤−++ )()( xmFxmF��9������6��� �g���
����
T��
P/
"	µ
��9������ ����

���$�����9���HJT�������8�
+"���#�����/��
����F�HJT��L�n��9���
1
��_��F�
1�D/����
	
� �


��9������/$�!������%W&.�9�/� ),( <>?><>iCg����(No�#
.
���a�������#�1�.�!��



6 ��������	
����
����	
������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ������


�������%���R�1���K6� �����1�����#����#�
-�
	�����$�9������8�
+"���p�J���#
.�!�#���

� ��� �:�� ��
;�<= −�#�
-�
	�p�J���`��(���� 
.��"��:� �Z	� ��� 
�� 8
�	$� ��3
�� ���6��X−
������1

�� <<∞− µ�#
R�������<A −��:���"5�������$�9�������µ�3
���"3�����R���!��/ �������G/
"	�
K��

���K6���
_������3�8����j
R���9���8�3��"3�	�lJ^�`��(����
�(��#
.!��

�#����
_�6�����_�����9���HJT��L�n�m�g��� ���J%/��#���� bQ�&���
��� ����$�9������m�

�#����
_�6�����_��D/����9-�	��/�����q
�"O����3�8�
+"��m��3�8���$�9�������!�#����������

���
T����'����#����g��µ9���8�3�8�����
T	�!��

���3�8�����
T	��J%/��#������%W&.µ<m�����
"6�8�
+"��������
�
�����
��−

f��3
�
���

�g��� �����1µ�g����	�
��������8�
+"���m����&c���εg�lJ^�9�
O�����!��

F/ �1��/������Z	�������,"+.�j�	�
1�����j�	�������#
.X������<B>E��<>e<��<><i�[����������

��K6
��
^���#�#�
-�
	���%��#
.�����"�F/ �1�#���9������6���������#
.!���

�����!�������D1���
_"�
	�������F/ �1�#����W	
%��#��∞<)( XE�
-�
	��3
�����	
���#

����	
��� ����� X�
%�/µ<< mM� 
/�µ>> mM� [�9��� ���6��� !8�N^� �:���/����µ�8�3�0/��1�

� 8
�	$� �3
�µ<< mM� �J%/�� 
��9�����
����� >µ�3
��� !���%W&.µ>> mM�
��9�����
���

�� <µ!��

 

�! −���%
	��&	������%	���'����%���	
��������(���	�)���*+	�,�#�-���


:f/��
&��� ��'�����
%�&'��H(�����3����
&"O��#����r�����#���"��� ��#�"���
�
	�#
.


�� �
����3!�� ��%�� S��� �:�nnnn XXX ::: <<< ����8�
�$�	�&	� D/� 
5�1�1� #
.�#

),,( nn XX ��=��s�"T��F/ �1�
����"����F���#
"J/��	
���
�)()(
=

<<−= FFm
���3
�! 



������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �����7 

���%��S�����%W&.���c������ $����� mmH =:����	
������ $�8�
�$X9�N^[��

)( <B −����������������������������������������������
=

>−=
n

i

inmn mXIT

�

�)()(, ���

���(
�����3
���

)( <> −�����������������������������������������������),[)( :: nknnkn XXI −+= ��α��

�g�/k����O
	������p�J��� �knTk mn −<<
�,�8��$�9�������3
�!������#��/��S����#�


��L�'������/��0/�
�1��"-	����-�����3ε8�������
:���$����%��S�����Z%���/��#���� �9�
.

�
�6���F/ �1G�h�.�F/ �1� ��8���$�
�/
-&.����F9����"��:����6���

})(:{)( HFGGF εεε +−==ℑ ���

��$������H���#�
�"o��F/ �1��.�
�

�
� <≤ ε 9��!���

�!� −−����./&���01���%
	��&	���� �

��2��3)�4����01���%
	��&	��5����t(
�������
t%�&'��#)))([ nnnnn baI �[u�=�εv����������"t���

�w��α−�����F��:��9��� 

)( ���−������������������α
ε

v<Xx�� =<≤ℑ∈ nnnnGFG bmaP ()({inf )(��

��$������)))([ nnnn ba �[� <�	�&	� ��
����1��%"-.�
��
U1�#�!���(
��
��451���)�*+��D/

���.�������������"����
%�&'�<�)(<>iB�����3�
��!�,&�%���#�
-�� b
_�6�����.��Z	������F�
1�����:�

�%�51�����/�J/�
��
����9-�	��3����
&"O��!������(
��D/� ��#�"���
�
	�9�.
���
_"	��#����0/��1���


��
��5'��Z	���!��

                                                 
1  Huber 



8 ��������	
����
����	
������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ������

��2��3)!4�����%���	
�6����061���%
	��&	��5����t(
�������
t%�&'��#))(,)([ nnnnn baI ��=�

���#�"���
�
	��3��εv�����w���������"���α−������������:�����������)
t&1�#��t����t(
���t/�F�����"t�����#
t.�εv�

�w���������"��α−���3
�!���

�!�� −−−�����7+�,�%ε8�%	���'����%���	
�����
	��&	�m��

�������9����/�����,�&U1���������t	
���#�������"�����#�"���
�
	��
%�&'��H(������#��9
6:�;�(�)����"o
t�

��3��!����	�&	�9�������H6��O�F/ �1�������������HUt���������3��.��o�`
�(�Uo�
o�������P%��y�6��
.
%"��#

��
�����
*�8�����
��8����w�c�1��"T���
*	$�#��3�!��������������t(
���t	�����t��9t����$��t"J	��/�t"&*���#)( <> −�

��MN(���3�w������#��'�α−��#εv��t.��9������#�"���
�
	����"����!��
t%�/k�������t/
��w�It(�#

����
����

)( <<<−�����������������������������������αεα =∗ ),,( kn��

�tt%��\�tt(�!��$�����tt�)(),,( knZkPkn n −<<−=∗
�εα���nZ�tt�&R���Ftt/ �1�#������#�

9���!��������
��������%���R�1)( <<<−��������_	�k����F/ �1�#������&R�������#
.�"���
��
��#�}/)(,{ �� ε−n�

���#
R�������&R����F/ �1����#
.�"���
��
��#�}/,{ ��n��/
����9���8�3�#2/��!
���������tJ&���
J��N��9�
O����

����������w������r�����y�6���3���`Q
&"O��)
&1����9-�	α−��������$�9����������!��R�1��
:�
��#������
�


��h�����w�I(����^�������,�%���

)( <<= −������������������αεαα −== ∗ ),,(minarg),( knnkk nn��


��wc�����'�������,�.��o��

αεα =∗
∞→ ),,(lim nn kn��

��(
�� ��(No���'���8�3�MN(��#��	
���8�3���&K1��
%�&'��w��� 
�� ���h�.�F/ �1�#�#�

��.�#���nF/ �1�)
&1�#������
��������
���h�.�F/ �1� ��8���$�
�/
-&.�D/����
.���:�! 



������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �����9 

�!�! −−−���(��%
	��&	�./&�����

��
������D/����D/��z
%1�����R�1�������� $����
%�&'����(
�������������,�3
���"3����
Z"	�����9���
��5'��
.

��������t�������t��#�"���
�
	����"����
%�&'��H(����������t3�
t�����
t�56������������
t���o���t'��t�����6�(���%�6:

%���	
����
:f/��
���
��o�#�"���
�
	�#
.�%%���
P/�����!��

�����.)(<>iE������� $�)�*+���εv�������w�t��������"t���α���ta��������t������9t���8X���������Lt�
����t/�][<B�

R
���P"-��3![��

��2��3)<4��%
	��&	�./&��5������%��S���F����F/ �1�D/����"�������9t�
{����t	
���
t�����#
t"J/�#�m�

�3
�!���D/���=
1�>,��?)��@����(����
�mϕ������ $��εv�����w���������"���αX���#����H�����Ht�
_������H�[

���F��:��9�����

αϕ
ε

==ℑ∈ <x� )({sup )( nmGFG P
�

 

���������
�/
-&.�H����������� $�g ���
:f/���/�)(Fεℑ��
���
T	�.��!��������
&"O���
%�/�H���"&��

�#�
-��
/α����4_���	�9���F��.�����J���G����y��"��)(Fεℑ�! 

��2��3)A4���%���	
�����%
	��&	�./&��5������8�3�
��
U1��n���� $�
�mϕ�$�����#�"���
�
	���� εv�

����w���������"��α���9���X�S���#����H��Ht�
_������H�[���t:�
�mϕ��εv���w�t��������"t���α����ℑ��

�)
&1�#���F
.�#�	
���
���"�����#
"J/�#�m�3
���!��

�!�< −−−����(����ε8��%���	
�����
	��&	�'����


��
��D3�����0/�
�1����9+:����1<�����=�������� $� ��8���	
o�D/�#������/
��
.���
t��#2t/���������t:����t3

����0/�
�1��:��4_�A�����C����
5	��#���������/
��H(���� ��
(
o�#���3�#2/��!������9�N^���� $��8f/�εv�����"���

�mϕ�w��� ��α
��������(
�� ���	��1εv�#�"���
�
	����"���)( nI �α��3�
3
	�] 

)(

)(
(

n

n
nm

Im

Im

�

�

e

<
X�

α

αϕ
∈

∉

�
�
�

=
�

�

�
 



10 ��������	
����
����	
������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ������

��
/��

)( <<A −����������������
knTk

knTorkT

nmn

nmnnmn
nm −<<

−≥≤

�
�
�

=
)(

)()(
)(

,

,,

�

��
�

�

��

� �

�
φ 

��$������)(, nmnT �����)( <B −���9���8�3�8����αεα =∗ ),,( kn
���3
�! 

�!�A −−−���(��>B��C��*DE)���� �

�������������������8�������
:��t�$� ��
J��t���-t��D/���R��H�������9����J&����� $�D/�������
K�������
t.


%�����3�����!����/��9����J&���O����
1�.��|��\
+1��}�D/� ����� $�#���
%���#�6�)
���
t��
3
	��1�

����������8����
:���$����
������G/
"	��J%/���
J���,�	��"���:���"5�����3�������,�t%���������%"-t.�
t.�!�������t���tP%����t/�


���/ �0/��1��3�! 

��2��3)F4��>B��C��*DE)��5������� $� ��8���	
o�D/���#
.εϕ ,�m����#��t���� mmH =:����Ht�
_�����

�� mmH ≠:�������� /<≤ ε����
���Z	����������������#��'�����,/��:i(�εϕ ,�m������ $�εv��w���������"���

α������9���ii(��� ���� εε <�
�������t��9��:��P�"	����1)()( ,, nmnm ��
���� εε ϕϕ ≥�!����t	�&	�Dt/��#n��

���������#��'�����8�3�8������
=)(, nm �ϕ��������#���
%���w���#����
:���$�H&I1��9���α������n�]���������

������#)( n�αα ττ =�8�����
T	�
���3[9���8�3�0/��1��/ �`��(�����]��

})(:sup{)( , �
�

== nmn �� εα ϕετ!  

��#���
%���w������
:���$�H&I1���/��`�
5^���α�w���,&�-�
���ε��#��t'����9���
:���$�

������ $���εv�����w���������"���α������
���������+(�S��� �%.��%��!�������������t��,�t3
����
t���t/���t���:����/���
%�

����8�������
:���$� ��#�-����� ���"J����
.ατ��������+(�S������9���L�
%���9�����3����8 ��t	���t:��
"O��

���,�	��	����y�6��
:���$�!�����P�"	���ατ���@�2��X��
�α�D����#�[
��������
J3$�hN"o�����%^�����	��1
���S���

��3��"��:��Z	�����+(�!��



������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �����11 

����� $�8���	
o���%�����9�N^�#
.εv��������������"���)( <<A −��8�3�8����������Z	������
t���t"��:���t3�!

����_���/���
%�)( n�ατ�����
��\�(��/ ����
��%���

)( <<C −�����������������������������ατα α =∗ },)(,{ nnrn ���

� �$� ��� ��})(,)(min{)( ,, nmnnmnnn TnTr ���
��

−=9���� !���
��� ��� ��%�� �R�1�#

)( <<C −�D/�r��R��:��4_�����:�������αα <∗ },)(,{ �nnrn �:��4_�����:���
%�/���3
���S����

��3
��8�3����
:���$� ���+(��-��D/�S���9I1��+(X8���H�
��#
.�![���3
5	����6���7�3��/���:�

�S���H��� ���������6�8�
+"��������D��N��9�N^���� $��:��
"O�����,�.���	���!��

�!! −−��	�)���#�-�%
	��&	�����

0/��1��#
.<�����=���������
����&K1���(
���������3���w��������9�����%��!�������Ht(�������tR���t/��
�

������������J����%3
���"3���
"����w����/
��
*%1��	����"����
%�&'����/
������`
^N'��#�
O�
:���$�9I1���%W&.

��%3
����+��!��0/��1A������#���"��� 
�	�����̀ �
5^�������������t/ ���������(
��
5	
P����'�,&�-�
��
��*+��#
.

���
��9�&���8�3�
�����.��!��������8 ��	�����
:���$�M�'������/
��~I������������#ε��������(
��9o
������#

���
%�&'��������6�8�
+"�������
������:X�����0/��1��������
%W&.<��
��\�(��%��[�8 ��	��������
t�6���
:��t�$�#

������������#δ�8�3�8�����
T	�,�.�����T1�!��

�������H(���� ����
5	��D/������
�))(,)([ nnnnn baI ��=������
:���$�9I1�
5	
P����'�,&�-�
���

8 ��	�����#δ����F��Z	����
���"��:��3]��

)( <<E −���������))()(sup(limsup},,{ )( nnnnnFGn abFIL �� −= ℑ∈ δ
δ��

����������������9t���9t����Q
t��0/��1��/���
%����3
���
J��
/
����(
����'��:�������%���R�1�!��t"J	���Ht�
6�#

����`�
5^� ��s�����������8 ��	�����
:���$�9I1��������+��`
^N'��#�
O���#δ�������
��������������
+/��1� ����/$



12 ��������	
����
����	
������������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� ������

:��9���8�3��"���!���0/��1������%���R�1��������t(
���g2/�������_	���'� ���
��������� ��8�t3��t"��:��
t%�&'��#

��_	����$���g2/�������_	Hm&.�#�<�)(<>?<9����! 

��2��3)G4��#�-�%
	��&	��5���
5	�����H(����#))(,)([ nnnnn baI ��=����nn ≥������t'��δv�

�������"��F��:�������∞<},,{ δFIL n�!��_	��z
%"����'����g2/�����#F������������

}},,{:sup{},{ ∞<=∗ δδδ FILFI nn��

9���8�3�0/��1! 

�!!� −−−�����������(���	�)�%
	��&	��

��M�'������/
����
%�&'��H(����������ε���� $�9o
��������
:���$�
�����6�8�
+"��������

� ���:�
�6���
:���$� �δ,�.�����T1� �� !� �#����0/��1� ���9I1���� $����1�#���"��� �
"��� )�*+�

8 ��	�����
:���$�#δ���
��9�&�.��!��

��2��3)H4���	�)�%
	��&	��5������%��S���F�����9�
{�F/ �1�D/����"����������t��#��'��3
��mm =�

���)()( λλ −= XFXF�!������ $� ����
5	��D/������8�t3�
��
Ut1��t�n�#
.��#}{ , �mnϕ���nn ≥���������t1δv�

�������"��FX��#����H��� �H�
_��H�[��:������k��R��#�����#��'�����3
���"3��]��

!)( <<i −����{ } KP nmnGnFG >==→∝ℑ∈ λϕ
λδ

��
�

)(liminf ,)( ���

�������� $���
5	��#�
: 
���
:f/���/�����8�t3�
��
Ut1��n�#
t.��#}{ , �mnϕ�����������9to��%J/���t'��t���

���
�/
-&.������)( λε Fℑ������$���������mm −=λ���8 ��	������������9���@�2��
�
��#����
t���
Tt	�����t.��!

��0/��1	�����t�$�9I1���������������8 ��t	���t��
:����#δ��8 ��t	������������t�
5	�����t1�#���"t���
5	
tP��#�����t� $�#

}{ , �mnϕ
���
*%T�������%��!��

                                                 
1 Hampel 



������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ �����13 

�2��3)I4��	�)��7+�,��5���%��S���F9�
{�F/ �1�D/���"�������3
�����mm =�!��(
��#

δv���
5	��D/��
: 
��� ���� $�#
.
�mn ,ϕ���nn ≥�����ℑ����������},,{ , δϕ FK mn �

�8�����
T	�


������3��/�
_���^�&P��,&�+%/�k9���#��������)( <<i −�3�
������!��

��
-/��/�4��1��
��������g2/�������_	�)�*+�<�)(<>??�������/=�)(<>B=�3��
�����!��

�51��g2/����� ��_	�lm���� $� ��#��#
.M�	�3� �5�
I�� ��0/��1�� !�0/��1B���� b
5/�_1�

��-m&��� �� ��� ������ ��� ��� 
	�� $�g2/����� ��_	� ���1� )�*+�A#�%1���� ��C�)(<>>e�3�
�������

9��� �"-���� !�#���� �9_�_O� ���mm ≠� ���g2/����� ��_	� ���1� �8�3� 8����m� ���_��δ�9������

},,)({ , δϕ FKmm mn �� =−�!��

�������������
o����_��������
	�� $�#����g2/�������_	� ��#�/�R�)�*+�m���������b
&�_"-��������	�
�"-�

�����������������9����"�
/��
U"o���3�8���������/��������
	
%�&'����(
��g2/�������_	���'�0/��1���`��t(���


��0/��1��/ ��3�!��

�266��3)J4� K66�
��,��	�66)��5��tt�%��S�tt��F���tt��#��tt'��tt���tt3
��9tt�
{�Ftt/ �1�Dtt/�

)/( ��
�

�
−= Fm���3
�����6����!����g2/�������_	����1∗δ������t� $��t�
5	���������8�t3�
��
Ut1��n�#
t.

�mn ,ϕ��

�nn ≥������F������/�
_���^�&P��,&/������δ������ $���
5	��#������#
.δv���9t������"���X�!�����t���Lt�
��

<= −
������������1][����%�5��![��

                                                 
1 Ylvisaker 
2 Rieder 
3 Simpson 
4 Portnoy 



� �� �� �� �

� �� �� �� �

� �� �� �� �

����������������������������� �� �� �� �

��������������������������	
�������
����
��	
�������
����
��	
�������
����
��	
�������
����
��������
����������
����������
����������
�������
�����
�����
�����
������������� �� �

��

��� ������ �	
���
�
�� ��� �

�� ���� ���� ���� ������� ������ �!� "�#�$%� �	
���
�
�� ����� ���

������������
�
�	�� ����&�!���'������(��'��
�(�!���������)��������*+#
#���	�������

��

�� −� ������	
������ �

� ���,�� 
�����-� ��
�
�� ������ .'/� 0������ 1�*!�2�� � 
�� ��θ���� ���&�!�� ��� .!�� �,$��

� 1��	�3�� ��*4�� �5��6�� �7� ���
=

=−Ψ
n

i

ix

�

�)ˆ( θ�8+���� �������� ���9�� ��� ���+9�� ��� 
��� ���

2:� ���$��!��� 8$+9)��� ��	
���
�
������ .� �� ��;
� <�=�� ��
��
xx =Ψ )(�� ����
���
�
��θ�0

���;
�
�1��	�3���+>��+�xx =Ψ )(������
���
�
��θ���1��	�3�����+��0������?��#����
	)(xΨ�

�
���1��:���������

��������

cxx
x

<

�
�
�

=Ψ
�

)(��

                                                 
1 M-estimator 



����������	
��
�����������	������	��������������������������������������������������������������������������������������������� �����15 

���@�
���A��
+-�B���%�������B�������������
+CD#�B��8'����E�
��)�8+!�����F+ �1
-���	

.!��G�H����?��#���
��
��

�>

<

−<

�
�

�
�

�−

=Ψ

x

cx

cx

c

x

c

x)(��

�?��#)(xΨB���%����0�@�
��B���
H��
�I.!�������� �������

 

�� −� 
�����	
������ �

����������,���)�.!��<��
���
�
��0����!����	�1��:�������������J �K+)
#�L�
6#��*+#
#���	

������ ����!�<�=��@�� ���+�.!��<�� 
���
�
�� ������ �<�=��
� ��!�
+-��+>��+���+*;� ����
>�����	

����������
H��
��+>��+��
��(���B��#��M�?*���������
�
�][NNO��

��
��nj

n

j

j XT :�
=

=

�

λ������������P����������F)�<��������@��)���
=

≥=
n

j

jj

�

�� λλ ,��������
��
Q��������

��B��R� �.5�7��0����)���;
nj
n

j ,,,, ���
�

==λ�8�����0�S�
=

=
n

j

njn X
n

X

�

�
:�����������T7��+UT;�VT*P�
T�

�?���#��>��>���)��H)
�nX���B�+�����8�������)S��

n

nn
n

b

aX
Z

−
=��

�B������))()( :�
=

==
n

j

njnn XE
n

XEa

�

��
��
=

==
n

j

njnn X
n

VarXVarb

�

�
)()( :���

���;
�1��:�������n����+��.��'�+������?���#���)nZ����+���������!��<��
��?���#�������)

�
nX��+>��+�����<��
��?���#�������)( nXE�W�����
�
�)( nXVar�����������

                                                 
1 Winsorization 
2 L-estimator 


