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مطالب از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت در دارد. تعلق لرستان دانشͽاه به نامه پایان این امتیازات همه

نامه پایان راهنمای اساتید یا استاد (یا لرستان دانشͽاه نام باید ها، سخنرانͬ یا ها کنفرانس مجلات، در

غیر در شود. ثبت تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و مأخذ ذکر با دانشجو نام و (

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد صورت این



چͺیده
زهره نام: هدایت خانوادگͬ: نام

روی سازی بهینه مسائل و تغییراتͬ نامساوی های جواب وجود بررسͬ پایان نامه: عنوان

ریمانͬ های خمینه

قاسمͬ مجتبی دکتر مشاور: استاد بارانͬ علͬ دکتر راهنما: استاد

هندسه گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

پایه علوم دانشͺده: لرستان دانشͽاه تحصیل: محل

صفحه:١٠٠ تعداد ١٣٩٣ ماه شهریور التحصیلͬ: فارغ تاریخ

تابع سازی، بهینه تغییراتͬ، نامساوی ریمانͬ، خمینه هادمارد، خمینه ها: واژه کلید

یͺنوا. برداری میدان محدب،

مسائل همچنین و تغییراتͬ نامساوی مسائل و تحدب مفاهیم نامه، پایان این در چͺیده:

از بسیاری در که است ذکر به لازم شود. مͬ بررسͬ خطͬ فضای روی سازی بهینه

خطͬ غیر فضای عنوان به ها خمینه باشند. مͬ خطͬ غیر استفاده مورد فضای مطالعات،

خطͬ فضای با هادمارد خمینه که آنجایی از باشند. مͬ برخوردار خاصͬ اهمییت از

مͬ بیان هادمارد خمینه روی را مفاهیم تمامͬ ابتدا بنابراین باشد، مͬ دیفئومورفیسم Rn

به هادمارد خمینه از را مفاهیم این محدب آنالیز های ͷتکنی از استفاده با سپس کنیم،

کرد. خواهیم بررسͬ را آنها بین ارتباط و دهیم مͬ تعمیم ریمانͬ خمینه روی
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پیشͽفتار

ما هدف برخوردارند. ای ویژه اهمییت از خطͬ غیر فضای و اقلیدسͬ فضای در تغییراتͬ نامساوی مساله

تغییراتͬ نامساوی اول گام در باشد. مͬ ریمانͬ خمینه روی تغییراتͬ نامساوی از استفاده با مسائل حل

یͺنوا برداری میدان خم، مفاهیم بیان با خواهیم مͬ واقع در کنیم. مͬ معرفͬ هادمارد خمینه روی را

هادمارد خمینه به را خطͬ فضای روی تغییراتͬ نامساوی مساله جواب یͺتایی و وجود قضیه قوی، و

را ای خمینه هر روی تغییراتͬ نامساوی مساله جواب مجموعه تحدب ویژگͬ ادامه در و دهیم تعمیم

قطب جدید مفاهیم ادامه در است. مرتبط سازی بهینه مساله به تغییراتͬ نامساوی مساله کنیم. اثبات

مجموعه زیر روی تغییراتͬ نامساوی مساله وجودی و یͺتایی نتایج چنین هم و مجموعه زیر ضعیف

کنیم. مͬ بیان را ضعیف قطب درونͬ نقاط با موضعͬ محدب

قابل رشد تغییراتͬ نامساوی بازی، نظریه ، ١ پارتو بهینه های حوزه در مختلف جهات در بهینه بردار

تابع این و داد توسعه را سازی بهینه توان مͬ تحدب بردن کار به با علاوه به است. داشته ای ملاحظه

محدب تابع و محدب تابع کند. مͬ ایفا سازی بهینه در مهم خیلͬ نقش که است یافته تعمیم محدب
١Pareto

٧



٨

گذشته در دارند. سازی بهینه و مدیریت مهندسͬ، اقتصاد، های رشته در وسیعͬ کاربرد یافته تعمیم

بعد با فضا در سازی بهینه مساله جواب وجود به ها آن توجه تمام که اند شده منتشر زیادی مقالات

باشند. مͬ متناهͬ

بعد با اقلیدسͬ فضای در تغییراتͬ نامساوی مساله که است کسͬ اولین ٢ گیانسͬ ١٩٨٠ سال در

که طوری به باشد مͬ مرتبط سازی بهینه مساله به تغییراتͬ نامساوی مساله است. کرده معرفͬ را متناهͬ

معرفͬ متناهͬ بعد با فضا روی سازی بهینه مساله و تغییراتͬ نامساوی مساله بین ارتباط ٣ ال ات چن

گرفته قرار استفاده مورد بسیار ها آن تعمیم و ساز بهینه بردار اخیر های سال در است. کرده بررسͬ و

تغییراتͬ نامساوی مساله بین ارتباط مولفان بیشتر باشند. مͬ سازی بهینه مساله مطالعه برای ابزاری و

آنالیز مهم مفاهیم گذشته های سال در اند. کرده بررسͬ مختلف شرایط تحت را سازی بهینه مساله و

مطالعه برای که اند شده داده تعمیم ریمانͬ خمینه به اقلیدسͬ فضای از سازی بهینه مساله و خطͬ غیر

خطͬ فضای حالت این در شوند. مͬ گرفته کار به تغییراتͬ نامساوی ثابت، نقطه قضیه تحدب، قضیه

شود. مͬ تبدیل ژئودزی ͷی به خط قطعه ͷی و هادمارد خمینه به

سازی بهینه مساله به تواند مͬ متناهͬ بعد با فضا در تحدب غیر و هموار غیر فشرده سازی بهینه مساله

غیر آنالیز های ͷتکنی و مفاهیم تعمیم آوری یاد شود. تبدیل خمینه روی محدب و هموار فشرده غیر

با بسیار است گرفته قرار مطالعه مورد اخیر مقالات در که ریمانͬ خمینه به اقلیدسͬ فضای از خطͬ

باشند. مͬ ارزش
٢Giannessi
٣Chen et al



٩

جواب وجود چنین هم و تغییراتͬ نامساوی مساله ٧ ال ات کولاوو و ۶ ال ات لͬ و ۵ ال ات تانگ و ۴ نمد

اند. کرده مطالعه و بررسͬ هادمارد خمینه روی را دلخواه و مناسب شرایط تحت تغییراتͬ نامساوی مساله

ارتباط بررسͬ در را ای ملاحظه قابل نکات توانیم مͬ بالا در برده نام های کار از گرفتن الهام با

ͷی خمینه کلͬ حالت در بیابیم. هادمارد خمینه روی سازی بهینه مساله و تغییراتͬ نامساوی مساله بین

داد. تعمیم ریمانͬ خمینه به خطͬ فضای از را ها ͷتکنی و مفاهیم توان مͬ ولͬ نیست خطͬ فضای

گرادیان یͺنوایی نیز و شود مͬ نامیده محدب ژئودزی که یافته تعمیم تحدب ٩ ادریس و ٨ شاک راپ

یͺنوای عملͽر ریمانͬ خمینه روی یͺنوا برداری میدان مفهوم اند. کرده مطالعه و بررسͬ را محدب تابع

است. شده معرفͬ نمد توسط که است ای یافته تعمیم

دیفرانسیل زیر و گرادیان مانند مهم های عملͽر مطالعه برای ارزشͬ با ابزار افزاینده و یͺنوایی مفاهیم

معادله یا تغییراتͬ نامساوی مساله و سازی بهینه مساله در بیشتر عملͽرها این که باشند مͬ محدب تابع

شوند. مͬ ظاهر دیفرانسیل

۴Németh
۵Tang et al
۶Li et al
٧Colao et al
٨Rapcsák
٩Udriste



١٠

ریمانͬ خمینه روی تغییراتͬ نامساوی مساله یͺتایی و وجود بررسͬ نامه پایان این در ما اصلͬ هدف

استفاده مورد دوم فصل در که مقدماتͬ و مهم نکات و تعاریف و مفاهیم کلیه اول فصل در باشد. مͬ

فصل در است. شده آورده ژئودزی و کریستوفل ضرایب و تحدب مباحث جمله از گیرند؛ مͬ قرار

خمینه روی را سازی بهینه مساله و آن بین ارزی هم سپس و تغییراتͬ نامساوی مساله مفاهیم مساله دوم

ریمانͬ خمینه روی را مسائل این محدب آنالیز های ͷتکنی از استفاده با سپس کنیم. مͬ بیان هادمارد

دست به فصل، طͬ در شده بیان شرایط طبق را مساله این فرد به منحصر و یͺتا جواب و دهیم مͬ تعمیم

آوریم. مͬ



١١

باشد: مͬ زیر مقاله نامه، پایان این در مطالعه مورد اصلͬ مقاله

Existence of Solutions for V ariational Inequality

on Riemannian Manifolds



١ فصل

تعاریف

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١-١

١٢



١٣ تعاریف .١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١ . ١

دهیم. مͬ ارائه را مطالعه مورد مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف تمامͬ بخش این در

عملͽر ͷی هرگاه است پذیر دیفرانسیل x ∈ Rn نقطه در f : Rn −→ Rm تابع گوییم .١ . ١ . ١ تعریف

باشیم: داشته که قسمͬ به باشد موجود A مانند m× n خطͬ

limy→٠
f(x+ y)− f(x)− Ax

∥y∥
= ٠.

مͬ زیر صورت به x در f دوم مشتق صورت این در باشد پذیر دیفرانسیل x در f اگر .١ . ١ . ١ نکته

باشد:

A =



∂٢f

∂x٢١
(x) · · · ∂٢f

∂xn∂x١
(x)

... . . . ...

∂٢f

∂x١∂xn
(x) · · · ∂٢f

∂x٢n
(x)


,

دهند. مͬ نشان ∇٢f(x) یا و Hessf(x) نماد با و گویند x در f هسیان را آن که

مͬ تعریف زیر صورت به را f : Rn+١ −→ R پذیر دیفرانسیل تابع ١ تراز مجموعه .١ . ١ . ٢ تعریف

کنیم:

f−١(c) := {x ∈ Rn| f(x) = c}.

صورت به را تراز مجموعه ،f : U ⊆ Rn+١ −→ R پذیر دیفرانسیل تابع برای .١ . ١ . ٣ تعریف

باشد. ∇f(p) ̸= ٠ ،p ∈ S هر برای هرگاه گویند ‐رویه n ͷی را S گیریم. مͬ نظر در S = f−١(c)

١level set



١۴ تعاریف .١ فصل

S دهیم مͬ نشان باشد. ٢ پذیر دیفرانسیل تابعͬ f : U ⊆ Rn −→ R کنیم مͬ فرض .١ . ١ . ١ مثال

است. n‐رویه ͷی زیر در شده تعریف

S = graph(f) = {(x١, . . . , xn, xn+١)| xn+١ = f(x١, . . . , xn)}

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را g تابع برهان.

g(x١, . . . , xn+١) = xn+١ − f(x١, . . . , xn)

و است) پذیر دیفرانسیل پذیر، دیفرانسیل تابع دو تفاضل (زیرا است پذیر دیفرانسیل g تابع

بنابراین: باشد. مͬ ∇g ̸= ٠ دهیم نشان است کافͬ بودن n‐رویه اثبات برای باشد. مͬ S = g−(٠)١

∇g(x١, . . . , xn+١) = (− ∂f

∂x١
, . . . ,− ∂f

∂xn
,١) ̸= ٠,

است. n‐رویه ͷی S بنابراین

مماس M بر x نقطه در V بردار گوییم باشد. x ∈ M و M ⊂ Rn+١ کنیم مͬ فرض .۴ . ١ . ١ تعریف

باشیم: داشته که قسمͬ به باشد موجود α : I −→M پذیر دیفرانسیل خم هرگاه است

α(٠) = x, (الف)

∀t ∈ I α(t) ∈M, (ب)

α
′
(٠) = V. (ج)

از: است عبارت x نقطه در M بر ٣ مماس فضای صورت این در
٢differentiable function
٣tangent space



١۵ تعاریف .١ فصل

TxM = {V | است. درxبرMمماس V }.

برعکس. و است عمود p در f−١(c) بر مماس بردارهای تمام بر p ∈ f−١(c) در f گرادیان .١ . ١ . ٢ نکته

یعنͬ:

TpS = [∇f(p)]⊥.

دست به را TpS ،p = (٠,١) نقطه در S = {(x, y)| x٢ + y٢ = ١} مجموعه برای .١ . ١ . ٢ مثال

آوریم. مͬ

مجموعه S = f−(١)١ کنیم. مͬ تعریف f(x, y) = x٢ + y٢ ضابطه با را f : R٢ −→ R تابع برهان.

داریم: نتیجه در .∇f(p) = ∇f(٠,١) = (٢x,٢y)|(٠,١) = (٠,٢) ̸= ٠ و باشد مͬ تراز

TpS = [∇f(p)]⊥ = [(٠,٢)]⊥

= {W ∈ R٢| W · (٠,٢) = ٠}

= {(w١, w٢)| (w١, w٢) · (٠,٢) = ٠}

= {(w١,٠)| w١ ∈ R},

باشد. مͬ خط ͷی دایره بر مماس فضای صورت این در

مماس فضای گیریم. مͬ نظر در را S = {(x, y, z)| x٢ + y٢ + z٢ = ١} واحد کره .١ . ١ . ٣ مثال

آوریم. مͬ دست به را کره بر p = (x, y, z) نقطه در

و S = f−١(c) گیریم. مͬ نظر در f(p) = x٢ + y٢ + z٢ ضابطه با را f : R٣ −→ R تابع برهان.

داریم: نتیجه در باشد. مͬ ∇f(p) = (٢x,٢y,٢z) ̸= ٠



١۶ تعاریف .١ فصل

TpS = [∇f(p)]⊥

= {(v١, v٢, v٣)| (v١, v٢, v٣) · (٢x,٢y,٢z) = ٠}

= {(v١, v٢, v٣)| ٢xv١ + ٢yv٢ + ٢zv٣ = ٠}

= {(v١, v٢, v٣)| xv١ + yv٢ + zv٣ = ٠},

باشد. مͬ صفحه ͷی مماس فضای صورت این در

f−١ و پیوسته و پوشا و ͷی به ͷی f اگر است ۴ همئومورفیسم f : M −→ N تابع .۵ . ١ . ١ تعریف

باشد. پیوسته نیز

c∞ ،f−١ و f نیز و همئومورفیسم f اگر است ۵ دیفئومورفیسم f : M −→ N تابع .۶ . ١ . ١ تعریف

باشند.

ͬͽهمسای ͷی p ∈M هر برای هرگاه است n بعد از اقلیدسͬ Mموضعأ ۶ خمینه گوییم .١ . ١ . ٧ تعریف

.φ(U) ⊆ Rn که طوری به باشد موجود φ : U −→ Rn همئومورفیسم و U

کنیم. مͬ استفاده خمینه روی مختصͬ دستگاه نمایش برای (φ,U) از

گیرد. مͬ قرار آن در Imφ که است اقلیدسͬ فضای بعد ،M خمینه بعد .١ . ١ . ٣ نکته

نامیم. مͬ cr را تابع صورت این در باشد ای پیوسته rام مرتبه مشتق دارای تابع ͷی اگر .۴ . ١ . ١ نکته

است. c∞ یا پذیر دیفرانسیل f تابع گوییم باشد برقرار خاصیت این r هر برای اگر

۴homeomorfism
۵diffeomorfism
۶manifold



١٧ تعاریف .١ فصل

تشͺیل اسͺالر ضرب و جمع عمل دو با همراه V ناتهͬ مجموعه ͷی از ٧ برداری فضای .١ . ١ . ٨ تعریف

است. شده

کنیم. مͬ بیان را ها خمینه بین c∞ نگاشت مفهوم زیر در

دستگاه هرگاه است (c∞ (یا پذیر دیفرانسیل p ∈M نقطه در F :M −→ N نگاشت .١ . ١ . ٩ تعریف

F (p) برای (ψ, V ) مختصͬ دستگاه و ( φ(U) ⊆ Rm که طوری (به p ∈ M برای (φ,U) مختصͬ

در F̂ = ψ ◦ F ◦ φ−١ نگاشت و F (U) ⊆ V که طوری به باشند موجود ( φ(U) ⊆ Rn که طوری (به

باشد. پذیر دیفرانسیل φ(p)

گیریم. مͬ نظر در p از ͬͽهمسای ͷی در c∞ توابع همه از ای مجموعه را c∞(p) .١ . ١ . ١٠ تعریف

کنیم. مͬ بیان را خمینه بر مماس فضای اینک

X : c∞(p) −→ R توابع همه از عبارتست p ∈ M در M خمینه بر مماس فضای .١ . ١ . ١١ تعریف

باشند: زیر خواص دارای که

(١) X[αf + βg] = αX[f ] + βX[g],

(٢) X[f · g] = X[f ] · g(p) + f(p)X,

در شده تعریف اسͺالر ضرب و جمع باشد. مͬ X جهت در f تابع جهتͬ مشتق X[f ] که طوری به

کنند: مͬ تبدیل برداری فضای ͷی به را مماس فضای زیر،
٧vector space



١٨ تعاریف .١ فصل

(X + Y )[f ] := X[f ] + Y [f ],

(αX)[f ] := αX[f ].

که: طوری به دهیم مͬ نشان F∗p نماد با را F :M −→ N تابع مشتق نگاشت .١ . ١ . ١٢ تعریف

DF (p) = F∗p : TpM −→ TF (p)N

Xp −→ XF (p)

خمینه بر مماس فضای به M خمینه بر مماس فضای از مماس بردارهای انتقال مشتق نگاشت وظیفه

شود: مͬ محاسبه زیر صورت به مشتق نگاشت X ∈ TpM برای باشد. مͬ N

F∗(X)[f ] := X[f ◦ F ],

باشد. مͬ f ∈ c∞(F (p))

ایزومورفیسم F∗ : TpM −→ TF (p)N آنگاه باشد دیفئومورفیسم F : M −→ N اگر .١ . ١ . ١ نتیجه

است.

و باشد p در مختصͬ دستگاه (φ,U) و p ∈ M و بعدی n خمینه M کنیم فرض .۵ . ١ . ١ نکته

فضای پایه {Eip := φ−١
∗ (

∂

∂xi
)}ni=١ صورت این در باشد Rn مماس فضای پایه { ∂

∂x١
, . . . ,

∂

∂xn
}

باشد. مͬ p در M بر TpM مماس

است: زیر صورت به تابعͬ V برداری فضای روی خطͬ دو فرم .١ . ١ . ١٣ تعریف

g : V × V −→ R



١٩ تعاریف .١ فصل

g(av١ + bv٢, w) = ag(v١, w) + bg(v٢, w),

g(v, cw١ + dw٢) = cg(v, w١) + dg(v, w٢).

مماس فضای روی اسͺالر ضرب باشند. مͬ حقیقͬ اعداد d, c, b, a و v١, v٢, w١, w٢ ∈ V که طوری به

را x اندیس توان مͬ موارد بعضͬ در باشد. مͬ وابسته ∥.∥x نرم به که دهیم مͬ نشان ⟨·, ·⟩x با را TxM

کرد. حذف

اگر و g(v, v) ≥ ٠ (یعنͬ مثبت معین و ( g(v, w) = g(w, v) (یعنͬ متقارن خطͬ دو فرم ͷی g اگر

کند: مͬ ایجاد زیر صورت به V برداری فضای روی نرم ͷی g آنگاه باشد (v = ٠ آنگاه g(v) = ٠

∥v∥ = (g(v, v))

١
٢ .

دو فرم ͷی p ∈ M هر به که است تابعͬ cr خطͬ دو های فرم از g برداری میدان .١۴ . ١ . ١ تعریف

،p در (φ,U) مختصͬ دستگاه برای که قسمͬ به کند مͬ نظیر gp : TpM × TpM −→ R مانند خطͬ

باشد. cr توابعͬ U روی gij = gp(Eip, Ejp) توابع

گیریم: مͬ نظر در زیر صورت به را Y و X برداری میدان دو

Y =
∑n

j=١ b
jEjp و X =

∑n
i=١ a

iEip

برای Eip = φ−١
∗ (

∂

∂xi
) و باشند مͬ U روی پذیر دیفرانسیل توابعͬ (b١, . . . , bn) و (a١, . . . , an) که

صورت: این در است. M خمینه بر مماس فضای پایه ،i = ١, . . . , n

g(X, Y ) =
∑n

i,j=١ gija
ibj.

باشد. مͬ وابسته m در Y و X برداری های میدان مقدار به تنها m نقطه در g(X, Y ) مقدار



٢٠ تعاریف .١ فصل

مثبت معین و متقارن خطͬ دو های فرم از g برداری میدان ͷی آن روی که M خمینه .١۵ . ١ . ١ تعریف

نامیم. مͬ ٨ ریمانͬ خمینه ͷی را باشد داشته وجود

ژئودزی به بتوان را آن روی ١٠ ژئودزی هر اگر وتنها اگر است ٩ Mکامل ریمانͬ خمینه .١۶ . ١ . ١ تعریف

داد. توسیع R کل روی شده تعریف

باشد. متناهͬ بعد با کامل ریمانͬ خمینه (M, g) کنیم مͬ فرض ادامه در

برای را y به x از متصل c : [٠,١] −→ M پذیر دیفرانسیل ای تکه خم طول .١ . ١ . ١٧ تعریف

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به ،x, y ∈M

L(c) :=
∫ ١
٠ ∥ċ(t)∥dt.

صورت به و دهیم مͬ نشان d(x, y) با را y و x بین ریمانͬ فاصله .١ . ١ . ١٨ تعریف

دیفرانسیل ای تکه های خم کل روی اینفیمم که طوری به کنیم. مͬ تعریف d(x, y) := infc L(c)

باشد. مͬ y به x از متصل c : [٠,١] −→M پذیر

به را آن x ∈M هر برای و دهیم مͬ نشان PA با را A مجموعه روی تصویر نگاشت .١ . ١ . ١٩ تعریف

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت

PA(x) = {x̄ ∈ A| d(x, x̄) = infz∈A d(x, z)}.

مجموعه نگاشت ͷی PA کلͬ حالت در است. PA(x) ̸= ∅ آنگاه باشد بسته ای مجموعه A اگر بنابراین

است. مقداری تک نگاشتͬ PA(٠) که کند مͬ بیان را شرایطͬ زیر گزاره در است. مقدار
٨Riemanian manifold
٩complete

١٠geodesic


