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مسائل ي حل ویژه، تکراريو هاي منظم هاي کانونیکال، سازهپردازي، فرمها، تاشهضرب گراف: هاکلید واژه

.بزرگ مقیاس

:چکیده

ي ها در حل مسائل ویژههاي کانونیکال و ضرب گرافي حاضر به گسترش کاربرد فرمپایاننامه
در . شوددر این راستا مطالب آن در دو بخش ارائه می. دپردازها میمکانیک سازهو تکراري منظم 
ها و در پردازي سازههاي وزندار براي تاشهها، به ضرب گرافي ضرب گرافبه توسعهنخستبخش 

ي کی بزرگ مقیاس براي محاسبههاي سه قطري بلوي ماتریسبحش دوم به حل مسائل مقدار ویژه
هاي منظم و متقارن، مجاورت، لاپلاسین، سختی و جرم سازههايي ماتریسمقادیر و بردارهاي ویژه

.پرداخته شده است

تولید براي آن دامنه کاربرد هاي وزندار تعمیم داده شده وبه ضرب گرافها ضرب گراف
هاي ها و مسیرسیکل.داده شده استتعمیم ي، اهسازهاي مدلی ازانواع مختلفي اتوماتیک تاشه

هاي وزندار به ها و مسیربیان فرم جبري و ریاضی سیکل.اندي و ریاضی بیان شدهوزندار به فرم جبر
توسط یک عبارت یک و تاشه یک سازهژتا اطلاعات توپولوشده استعنوان مولد ضرب، باعث 

یافته منجر به تولید طیف وسیعی از هاي گسترشاستفاده از ضرب.شودبیان ساده ریاضی و جبري 
تبدیلات تعمیم یافته،ضربهاي تعریف.ها گردیده استي ضرب گرافدسی به وسیلههاي مهنسازه

، به شرایط هر یک از ضربهاهندسیگرهی، افزودن شرایطمربوط به محورهاي مختصات، جابجایی
باعث شده است تا محورهاي مختصات تعمیم یافتهها و همچنین استفاده از عملگر اجتماع گراف
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افزایش اي ملاحظههاي فضاکار به طور قابلپردازي سازهها براي تاشهضرب گرافي کاربرد دامنه
ي لازم براي ضرب دو مولد وزندار حافظهلصبا توجه به بیان جبري مدل یک سازه توسط حا. یابد

کاهش یافته است لذا براي بیان تمامی اطلاعات محسوسیسازي اطلاعات یک سازه به طور ذخیره
.باشدي اطلاعات مولدهاي آن کافی میسازه تنها ذخیرهمربوط به یک 

هاي هاي مجاورت، لاپلاسین، سختی و جرم سازهي ماتریسحل مسائل مربوط به مقادیر ویژه
هاي سه قطري بلوکی حاصل از این ماتریس. گ مقیاس مورد توجه قرار گرفترمنظم و متقارن بز

با توجه به اینکه . ي آن تجزیه گردیدسریع مقادیر ویژهيهایی براي محاسبهها به زیر ماتریسسیستم
باشد ي آن میي مشخصههاي معادلهي ریشهي یک ماتریس مستلزم محاسبهي مقادیر ویژهمحاسبه

ي محاسباتی براي هاي کوچکتر، زمان و هزینههاي مذکور به زیر ماتریسي ماتریسبنابراین با تجزیه
.قابل توجهی یافته استهاي بزرگ مقیاس کاهش،سازه

هاي مورد بحث و اینکه در کدام یک روشی براي تعیین مقادیر ویژه حداقل و حداکثر ماتریس
دار مقmي آن افزایش سرعت در تعیینرایه گردید که نتیجههاي تجزیه شده قرار دارند، ااز بلوك

هاي سه ي ماتریسل از تجزیهمقدار خطاي حاص. باشدها میویژه حداقل و حداکثر این نوع ماتریس
ي ي تقریب حاصل ارائه گردید رابطهقطري بلوکی مورد توجه قرار گرفت و روابطی براي محاسبه

ها مقدار خطاي حاصل از این تقریب به سمت مذکور بیانگر این است که با افزایش ابعاد ماتریس
.کندمیمیل صفر 
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مقدمه -1- 1

...هاي صنعتی و جاد تاسیسات اولیه، کارخانجات، مجتمعشهرها و نیاز به ایسریعگسترش
.باشدمیتولید، ساخت و نصب سریع با قابلیتمقیاس ساخته بزرگ هاي پیشتولید سازهنیازمند 

منظم و بزرگ مقیاس پردازيتاشهها با پژوهشگران مطالعاتی را پیرامون سازهبدین منظور 
این است که از در -ساخته بودن آنهابا توجه به پیش-ها ازهسمزیت اساسی این نوع.اندآغاز کرده

گنبدها، . شوندیک سري مدول ثابت و حرکت آنها حول و یا امتداد یک محور و یا منحنی تشکیل می
از حرکت مدل آنها هستند که 1هاي تکراريهایی از سازههاي فضاکار، نمونهها و سازهها، شبکهقوس

اکثر . شوندحول یک محور تولید میايبه یک منحنی و یا از دوران پاره سازهمتکی2سازهیک پاره 
هاي بزرگ مقیاس قرار در گروه سازهکاربرد دارند و هاي وسیعبراي پوشش دهانهها این سازه

.گیرندمی
ي مدل سازي و همچنین تهیه، مدلپردازيتاشهها، اولین مرحله براي طراحی این نوع سازه

ي هاي بزرگ و تهیهسازهتاشه پردازي. باشدمیهااضی آن براي مطالعه و بررسی رفتار آنری
. باشدها میکننده در طراحی این گونه سازهگیر و خستهمشخصات هندسی آن یکی از مراحل وقت
. هاي اخیر انجام یافته استها در دههسازي این نوع سازهمطالعاتی در خصوص چگونگی مدل

تاشهکه براي تولید ندستهاز جمله ابزارهایی ها ها و تئوري گراف، تئوري مجموعههامکسجبر فر
طور گسترده مورد استفاده قرار ي اخیر بههاو در دههاندمعرفی شدهمحققین هاي فضایی، توسط سازه

.نداگرفته
. گیرنـد میارن  قرارهاي منظم و متقتولید آن در گروه سازهروند هاي تکراري با توجه به سازه

.ها و سایر علـوم مـورد اسـتفاده قـرار گرفتـه اسـت      تقارن و انواع آن به طور وسیع در مکانیک سازه
سـاخته   اي هاي تکراري، که در بررسی این نوع سیستم هاي سازههاي حاصل از انواع سیستمماتریس

.یردگهاي کانونیکال جاي میاي از گروه فرمشوند، در زیر مجموعهمی

1- Repeated structure
2- Sub-structure
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ي خواص در نهایت به مطالعه- هاي تکرارياز جمله سازه- ها سازهو بررسی مطالعه
بردارهاي و شود که مقادیرهاي مورد بحث خلاصه میسازي ریاضی سازههاي حاصل از مدلماتریس

. دارندي مورد بحث هاخواص مکانیکی و دینامیکی سازهارتباط تنگاتنگی با،هاي این ماتریسویژه
کلـی در دو گـروه  "عمـدتا آینـد  بدسـت مـی  هـاي تکـراري   سازهي که از مطالعهییهاماتریس

اي گیرنـد و مطالعـات گسـترده   مـی قـرار  2سیرکولانتهاي بلوکی و ماتریس1هاي سه قطريماتریس
.استانجام شدهمحققیننها توسط آپیرامون 

سازي ریاضی آنها، داراي اي حاصل از مدلهماتریس،هاي تکراريبا توجه به طبیعت سازه
را مسائلاین نوع 3يتوان حل ویژهی است که با در نظر گرفتن آن ویژگیها، مییخواص و ویژگیها

. وردآسرعت و دقت بیشتري بدست با
در فصل دوم به اهم . و منابع مرتبط خواهیم پرداختي فصل حاضر به بررسی پیشینهدر ادامه
:بخش زیر تنظیم شده استدر سه شود کهپرداخته مییافتهکارهاي انجام

ها،توپولوژیک سازهبندي جبري هاي وزندار و فرمولگرافها به ضربگرافگسترش ضرب-1
اي تکراري بزرگ هاي سازههاي مجاورت و لاپلاسین مدلي ماتریسي مقدار ویژهحل مسئله-2

مقیاس،
.زرگ مقیاسهاي تکراري ببررسی ارتعاش آزاد سازه-3

.شودمیارائهمرتبط با بحث گیري و پیشنهادات نتیجهبه ترتیب 4و 3فصولدر

1- Tri-diagonal  matrix
2- Circulant  matrix
3- Eigensolution
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هاتاشه پردازي سازه-2- 1

ها، نیازمند به تشکیل اطلاعات و مشخصات سازههاي کلی تحلیلکاربردهاي عملی روش
طراحی تحلیل و ن مرحله براي اولیبنابراین . باشدمیمطالعهسازه مورد ... هندسی، مکانیکی و 

. باشدمیآنها ي مدل ریاضی سازي و همچنین تهیه، مدلپردازيتاشهها، ازهس
گیر در یکی از مراحل وقت،ي مشخصات هندسی آنهاي بزرگ و تهیهسازهپردازيتاشه

مطالعاتی در .تواند همراه با خطا نیز باشدکه می،باشدها میطراحی این گونه سازهسازي و مدل
تولید اتوماتیک .هاي اخیر انجام یافته استها در دههسازي این نوع سازهخصوص چگونگی مدل

مطالعاتتوان به میگروهاز این. استوهشگران بودهژر روش المان محدود مد نظر پد1حلقه
، که کارهاي ، اشاره کرد]3[4بريو ]2[3قاسمی،]1[ناو همکار2فوکوي لمابه وسیلهانجام یافته 
محدود تک بعدي، دو بعدي يهاي مورد استفاده در روش اجزاتولید اتوماتیک المانشامل آنها بیشتر 

.شدبامیو سه بعدي
تاشهکه براي تولید باشدهایی میروشاز جمله 5هاجبر فرمکسبا استفاده ازها تولید داده

طور ي اخیر بهو در چند دهه]4- 6[،معرفی شده استهاي فضایی، توسط دکتر نوشینسازه
ها شامل توابعی است که باعث جبر فرمکس. گسترده توسط محققین مورد استفاده قرار گرفته است

.]7[،دشومی... و 8اي، عملگر آیینه7، انتقال6توابع دورانا استفاده از اي منظم بهاي سازهتاشهجاد ای

بهروش و همکاران مورد استفاده ي وسیلهبهاي، هاي سازهتاشهبراي تولید ،9هاتئوري مجموعه
روابطی منطقی ،هاهاي مقدماتی مجموعهي تئوريوسیلهدر این روش به . استاستفاده قرار گرفته

.]8[،استشدهیجاد هاي یک سازه، اها و المانبین گره10براي تولید اتوماتیک ارتباطات داخلی
براي تواند میهمچنین کند و اي معرفی میهاي سازهبراي تولید مدلرا جبري روش مذکور روشی

.  نیز بکار رودی یهاي فضاسازههايایجاد مدل

1- Mesh generation 6-Rotation
2- Lmafuku 7-Translation
3- Ghassemi 8-Reflaction
4- Berry 9- Set theory
5- Formex algebra 10- Interconnection
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نیز ها سازهتاشه پردازيباشد و براي میها گراف تئوري داراي کاربرد فراوان در مکانیک سازه

،1کاوهي وسیلهبهگراف تئوریکی روشوسط ها تسازهتاشه پردازي. گرفته استمورد استفاده قرار

توابع تعریف شده بدون هیچ محدودیتی . استمورد استفاده قرار گرفتهايهاي سازهبراي تولید مدل

.]9و10[،باشندمیاي هاي سازهقادر به تولید اتوماتیک مدل

اي اخیر مورد توجه ههاي منظم، در سالسازه2تاشه پردازيبراي نیز ها استفاده از ضرب گراف

دار بـه عنـوان   جهـت هـاي  به ضرب گـراف هاضرب گرافگسترش . ]11[،بوده استمحققینتوجه 

ایـن  .]12[،شـده اسـت  کوهسـتانی انجـام  اي توسط کاوه و هاي سازهروش دیگري براي تولید مدل

.ی تک لایه و دو لایه بکار رفته استیهاي فضاروش براي تولید سازه

ن مـورد  او همکـار کـاوه  ي به وسـیله هاي فضاکار هاي سازهبراي ایجاد مدلهاي وزندارگراف

هـاي وزنـدار در حالـت کلـی داراي اطلاعـات بیشـتري نسـبت بـه         گـراف .مطالعه قرار گرفته است

اي توسـط ضـرب   هاي سازهتاشهي تولید دامنهکههاي ساده هستند و این امر باعث شده است گراف

تاشـه  هـاي تعریـف شـده بـراي     گـراف که تمامی ضرباستنشان داده شده . یابدها افزایش گراف

هـاي تعریـف   ضـرب . هاي وزندار بیان کـرد توان توسط یک ضرب واحد گرافها را میسازهپردازي

.]13[،تواند در روش المانهاي محدود نیز بکار رودشده می

،تبـدیلات هندسـی مناسـب   از س سازه ایجاد و سـپ تاشهابتدا اشاره شده هاي روشدر تمامی 

.شده استاستفادهبراي ایجاد شکل دلخواه، 

1- Kaveh
2- Configuration
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با تقارن سیکلیهاي سازه-3- 1

به وجود دوران یک پاره سازه حول یک محور مدل از دوران ١با تقارن سیکلیهاي سازهمدل 
.گیرندرار میهاي منظم و متقارن قآن در گروه سازهگیري شکلچگونگیبا توجه به ودنآیمی

دو یا چند توان تاشه آنها را توسط ضربها داراي الگوي منظمی هستند که میتاشه بسیاري از سازه
آن ٢مولدشوند، اي استفاده میگیري مدل سازهها، که در شکلاین زیر گراف. گراف ساده بیان کرد

. شونداي نامیده میمدل سازه
،ها و سایر علوم مورد استفاده قرار گرفته استدر مکانیک سازه،یعتقارن و انواع آن به طور وس

هـاي  ، که در بررسی سیستمدوارهاي تکرارينوع سیستمین اي مطالعههاي حاصل از ماتریس.]14[
بـا توجـه   .]15[،دنگیرمیقرار هاي کانونیکال اي از گروه فرمشوند، در زیر مجموعهاي ظاهر میسازه

سـازي ریاضـی آنهـا، داراي    هاي حاصل از مدلماتریس، هاي تکراري با تقارن سیکلیسازهبه طبیعت 
را بـا  مسائلي این نوع توان حل ویژهی است که با در نظر گرفتن آن ویژگیها، مییخواص و ویژگیها

هـاي حاصـل از ضـرب چنـد     هاي تکراري سیکلی و سازهسازه. سرعت و دقت بیشتري بدست آورد
هاي ها و رویهگنبدها، پوسته، از جمله)هامشابه الگوهاي ایجاد شده توسط ضرب گراف(م مولد در ه
.           باشندمیمسائلاز گروه این نوع ... ي گنبدي و لایه و دولایههاي فضایی تکدوار، سازه

هاي بـا تقـارن سـیکلی، از جملـه مجـاورت و      ، سازهسازي ریاضیلحاصل از مدهاي ماتریس
نها و تحلیلی آي حل عددي تند که پروسهسهمشابهی 3همگی داراي الگوي،جرمو پلاسین، سختیلا

هـاي حاصـل از چنـین   مطالعات وسیعی توسط پژوهشـگران در خصـوص مـاتریس   . کندرا آسان می
کـه بـه   دهنـد مـی تشـکیل  راهـا  اي از مـاتریس هـا خـانواده  این ماتریس. هایی انجام یافته استسازه

.]16[،باشندمیمعروف 4سیرکولانتهايتریسما
ها بیشتراین روش. شده استارائههاي سیرکولانت هاي متنوعی براي حل ماتریسروش

هاي سیرکولانت به زیر ماتریسهايي ماتریسجبري هستند، که مبتنی بر تجزیهمستقیم هاي روش
ی از جمله محققینتوجه اشاره کرد که موردLUي توان به تجزیهاز این گروه می. باشندمیکوچکتر

1- Cyclic symmetric structures
2- Generator
3- Pattern
4- Circulant matrices
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غیر خطی ي منجر به حل معادلهسیرکولانت ماتریسي LUي تجزیه. و همکاران بوده است1صلاح
. ]17[، دشوماتریسی درجه دوم می

ارائه3ولایبرسيوسیلهبه،ي مذکورمعادله2و تکراريتحلیلی ،حل عدديهایی براي الگوریتم
.]18[،استهشد

ی این یکه سرعت همگراهستند هاي تکراري حل دستگاه معادلات روشهاي از دیگر روش
هايها بستگی به شعاع طیفی ماتریس مورد مطالعه دارد و اغلب با ضرب ماتریسروش

تسریع در پیش حالت ساز براي موثربلوکی ماتریس . یابدی بهبود مییهمگرا4پیش حالت ساز
و همکاران مورد 5هاي سیرکولانت توسط پژوهشگرانی چون کوماری حل تکراري ماتریسیاهمگر

.  ]19[، توجه بوده است
هایی در هاي دوار نیز به فرم سه قطري بلوکی با بلوكهاي مجاورت و لاپلاسین سازهماتریس

ه مقادیر و بردارهايبراي دستیابی بي حل این فرم کانونیکال را دو انتهاي قطر فرعی است که پروسه
توسط کاوه و هاي سیرکولانت نیز این نوع ماتریسنماید، به سهولت امکان پذیر میي آن ویژه

. ]12[،استکوهستانی مورد بررسی قرار گرفته
ي بررسی ماتریسی با تقارن سیکلی با اتصالات مفصلی به وسیلهیهاي فضالبیت سازهص
و نشان داده شده سی قرار گرفته استرمورد بر6آن توسط ترنايمعادلات تعادل از حاصل ضرایب

بستگی ي آني تشکیل دهندههاي نامعینی چنین سیستمی به تعداد سیکلاست که صلبیت و درجه
مناسب 7گذاريبا شمارهها سیکل باشد اگر حداقل یکی از مولدهاضرب گرافدر . ]20[، ندارد

وابطی ر. سین حاصل نیز به فرم ماتریس سیرکولانت خواهد بودهاي مجاورت و لاپلاماتریسگرهی، 
برايه و ایجاد شدتوسط کاوه و همکاران ها و کل سیستم ي مولدبراي ایجاد ارتباط بین مقادیر ویژه

.  ]21[،مورد استفاده قرار گرفته استها ي گرهي بهینهرگذاشماره

1- Salah & El-Sayed 5- Kumar
2- Iterative 6- Tarnai
3- Borislav 7- Ordering
4- Preconditioner
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هـاي  و همچنـین تحلیـل دینـامیکی سـازه    1شني هاي با تقارن سیکلی به وسیلهسازهارتعاش 
اسـتفاده از خـواص تقـارن    که ،ورد مطالعه قرار گرفته استم2مک دانیلتوسط ی بزرگ مقیاس یفضا

،سیکلی با کاهش زیادي در زمان حل مسئله و همچنین باعث افزایش دقـت محاسـباتی شـده اسـت    
.]22و23[

به ها این نوع سازهدینامیکی غیرخطی حلیلتو همچنین هاي با تقارن سیکلی مدال سازهتحلیل
با دقت بالا و  همراه با توجه به تقارن موجود در سیستم که،شده استسی ربر]24[،نقل از منبع

. ]25[،کاهش قابل توجه در حجم عملیات محاسباتی بوده است
توسط یکلی هاي با تقارن سارتعاش آزاد سازهبراي بررسی تعمیم یافته مقدار ویژه مسائل
ي دینامیکی در این روش معادله. مورد مطالعه قرار گرفته است3توسط کوهستانی،یتجزیه ماتریس

، به هاي انطباق ماتریس حاصل با کانونیکال فرمي ماتریسی به وسیلهمتناظر با سیستم، توسط تجزیه
و دقت بالایی محاسبهتر تجزیه شده و مقادیر و بردارهاي ویژه به سهولتهاي کوچکماتریسزیر

.]26[، اندشده
توسـط کـاوه و   هـا  گراف. ..ضرب کارتزین، مستقیم، کارتزین قوي ويمقادیر ویژهي محاسبه

ها و بدسـت آوردن مقـادیر   ي ضرب گرافتجزیهکه روش آنها مبتنی بر ،استشدهبررسی همکاران 
.باشـد ، مـی دار اصـلاح شـده  هـاي وزن گـراف هـاي زیـر  ي کل سیستم با استفاده از مقادیر ویژهویژه

ي اسبهحي مبه کمک ضرب کرونکر تشکیل، و نحوههایی لاپلاسین چنین ضربماتریس مجاورت و
.]27[، قرار گرفته استمطالعهموردي آنها مقادیر ویژه

یر و هاي تکراري منظم، با تقارن سـیکلی بـه کمـک مقـاد    هایی براي تحلیل سازهروش"اخیرا
در ایـن روش معکـوس مـاتریس    . شـده اسـت  ارائه4امیحي کاوه و ري آن به وسیلهبردارهاي ویژه

هاي گرهی و همچنـین  جایجایی. یدآبدست می"سختی با استفاده از مقادیر و بردارهاي ویژه مستقیما
. ]28[،ه استهاي سازه با استفاده از مقادیر و بردارهاي ویژه محاسبه شدنیروهاي داخلی المان

هاي تکراري با تقارن سیکلی توسط کاوه و همکاران مورد مطالعـه قـرار   بارهاي کمانشی سازه
به سـهولت انجـام   مسئلهشرایطمحاسبه بارهاي کمانشی توسط کانونیکال فرم منطبق بر . گرفته است
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افـزایش  "نتایج بدست آمده حـاکی از ایـن اسـت کـه سـرعت و دقـت محاسـباتی توامـا        . یافته است
.]29[، یافته است

هـاي کانونیکـال ماتریسـی    ي فـرم هاي با تقـارن سـیکلی بوسـیله   ها و پوستهارتعاش آزاد رویه
ي مـدهاي ارتعاشـی یـک    ي محاسبهها به وسیلهتمامی مدهاي ارتعاشی این سازه. استمحاسبه شده

. ]30[، قطاع از سازه بدست آمده است
و همکـاران  1ي سـن وسـیله بهنیز اي با تقارن سیکلی اي تکراري پوستههکمانشی سازهتحلیل

یی تقسـیم  هـا هاي آن، کـل سـازه بـه زیـر سـازه     با بررسی تغییر شکل. مورد مطالعه قرار گرفته است
.]31[،براي محاسبه بارهاي کمانشی کل سیستم مورد استفاده قرار گرفته استاست وشده

اي بـین  و همچنـین مقایسـه  ]32[،ها به روش المانهاي محـدود شی پوستهبررسی بارهاي کمان
،هاي بـا تقـارن سـیکلی بـه نقـل از منبـع      هاي مختلف حل ارتعاش آزاد با بارگذاري کلی سازهروش

.سی قرار گرفته استرمورد بر]33[
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