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ৎقدୌوণپاسࢂචاری:
به و رستن تو از شناختن را تو ،Έتاری او راه نشناسد را تو که هر و Έاوباری کار شناسد را تو که هر ͳاله

است. گذشتن خود از پیوستن تو

بزرگوارم استاد زحمات از دانم ͳم لازم خود بر رسیده اتمام به نامه پایان این نΎارش ͳتعال لطفحق با که اکنون

اینجانب خود ͳعلم های Έکم و ها ͳراهنمای با تحصیلم دوران طول در که ͳنعمت ͳعبدالعل دکتر آقای جناب

را اینجانب باز روی با همواره مدت این تمام در ایشان نمایم. ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه نمودند مند بهره را

مشاور اساتید زحمات از همچنین دادند. نشان بنده به را ها پژوهش در موفقیت مسیر دلسوزی، با و پذیرفتند

ͳعلم مراحل در که ͳدوستان و عزیزان ͳتمام و قنبری کاظم دکتر آقای جناب و ͳباباخان عزیزاله دکتر آقای جناب

دارم. را تش΋ر و ͳقدردان کمال دادند قرار لطف و ͳراهنمای مورد را بنده



چ΋یده:

مشتق ͳزینΎجای با که ای معادله گیرد. ͳم قرار مطالعه مورد کسری مرتبه از استورم-لیوویل معادله رساله این در

آید. ͳم دست به ͳمعمول استورم-لیوویل معادله در دوم مرتبه مشتق جای به دو و Έی بین عددی مرتبه از کسری

است: زیر صورت دو از ͳ΋ی به رساله این در معادله این ͳکل ش΋ل

Dα[p(x)y′(x)] = λr(x)y(x) + f(x), ٠ < α ≤ ١

یا

Dαy(x) + q(x)y(x) = λr(x)y(x) + f(x), ١ < α ≤ ٢

q(x) ،ͳحقیق پارامتر Έی λ است. ریمان-لیوویل یا کاپوتو نوع از و α مرتبه از کسری مشتق Dα آن در که

ابتدا در رساله این در گوییم. برگردان نقاط را وزن تاب΄ های ریشه شود. ͳم نامیده وزن تاب΄ r(x) و پتانسیل تاب΄

آنالیز پذیر، ͳجدای هسته با ت΋رار روش همچون تحلیلͳ-عددی و عددی های روش با Έکلاسی حالت در و

معادله حل به Ίکالوکیشن-شوتین ͳترکیب روش و هار Έموج تغییرات، ت΋رار ،ͳهموتوپ اختلال ،ͳهموتوپ

لاپلاس، معادلات متغیرها، جداسازی روش با سپس پردازیم. ͳم کسری مرتبه از استورم-لیوویل دیفرانسیل

شدن ظاهر به منجر متغیرها جداسازی روش گیری کار به کنیم. ͳم حل را کسری مرتبه از موج-انتشار و موج

مرتبه مشتق با α-منفرد و ͳمعمول-α نقاط با را معادله نهایت در گردد. ͳم کسری مرتبه استورم-لیوویل معادله

ͳم قرار مطالعه مورد ریمان-لیوویل و کاپوتو نوع از کسری مشتق با برگردان نقطه با همچنین و م΋رر کسری

دهیم.

روشهای ریمان-لیوویل، مشتق کاپوتو، مشتق انتΎرال، عملΎر کسری، مرتبه دیفرانسیل، معادله کلماتکلیدی:

برگردان. نقاط موج-انتشار، معادله لاپلاس، معادله عددی،
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پیشگفتار:

و نیتز١ لایب توسط کسرها مفاهیم با ١۶٩۵ سال در بار اولین برای نیز کسری مرتبه از دیفرانسیل معادلات

(١٩٣۶) ژمانت۴ و (١٨٩٢) هووساید٣ همچون ͳدانشمندان تلاش با سپس .[٣۵،۵٩] گردید هوپیتال٢مطرح

مسائل ،Έفیزی ،ͳشیم ال΋ترو مغناطیس، ال΋ترو همچون ͳهای زمینه در موضوع این کاربرد دلیل به و یافت ادامه

استورم- دیفرانسیل معادله معادلات، این از ͳ΋ی .[٣۵،۵٩] گرفت قرار توجه مورد و... ͳعموم ونقل حمل

به دو و Έی بین عددی مرتبه از کسری مرتبه مشتق ͳزینΎجای با که ای معادله است، کسری مرتبه از لیوویل

ͳوسیع تحقیقات معادلات این خصوص در آید. ͳم دست به استورم-لیوویل معادله در دوم مرتبه مشتق جای

حل برای تحلیلͳ-عددی و عددی روشهای ͳبرخ با خواننده که گردیده ͳسع رساله این در است. نشده انجام

ͳم ΀تشری جا این در باشند، ͳم گسترش و توسعه قابل هنوز که ͳهای روش و شود آشنا کسری مرتبه معادلات

معادله در برگردان نقطه طرف دو های جواب ارائه ایم، پرداخته آن به رساله این در که ͳاهداف از ͳ΋ی شوند.

است. کسری مرتبه از استورم-لیوویل

به اول فصل در داریم، نظر مد ͳمعمول حالت موازات به که ͳاهداف به توجه با است. فصل پن; شامل رساله این

ͳبرخ سپس پردازیم. ͳم ایم، داده انجام استورم-لیوویل معادله خصوص در که ͳتحقیقات از حاصل نتای; مرور

خصوص این در ͳروابط و کسری مشتق و انتΎرال تعریف ای، پایه تاب΄ چند ͳمعرف جمله از مقدمات و تعاریف

روش جمله از عددی روش چند دوم فصل در آوریم. ͳم را دارند کسری حساب دیدگاه بیان در ͳمهم نقش که

ت΋رار روش ،(HAM) ͳهموتوپ آنالیز روش ،(ADM) آدومیان تجزیه روش پذیر، ͳجدای های هسته با ت΋رار

Ίکالوکیشن-شوتین ͳترکیب روش و هار Έموج روش ،(HPM) ͳهموتوپ اختلال روش ،(VIM) تغییرات

روش به کسری موج-انتشار و موج لاپلاس، معادلات سوم فصل در شود. ͳم ارائه نظر مورد معادله حل برای

نقاط با م΋رر کسری مشتق با استورم-لیوویل معادلات چهارم فصل در کنیم. ͳم حل را متغیرها جداسازی

نقطه با و ریمان-لیوویل و کاپوتو نوع از کسری مشتق با استورم-لیوویل معادلات و α-منفرد و ͳمعمول-α

کارهای حاصل، نتای; به مختصر اشاره ضمن پنجم فصل در سرانجام، دهیم. ͳم قرار مطالعه مورد را برگردان

گردد. ͳم ارائه کار ادامه درباره پیشنهادها ͳبرخ و برگردان نقطه با معادله خصوص در اقدام دست در

١Leibniz
٢Hopital
٣Heaviside
۴Gemant



١ فصل

اولیه مفاهیم تعاریفو

مقدمه ١.١

بسیاری باشند. ͳم بیان قابل مرزی شرایط با و ͳخط دیفرانسیل معادله Έی صورت به زیادی ͳطبیع های پدیده

کتب و مقالات اخیر سالهای اند.در ͳمعمول استورم-لیوویل معادله به تبدیل قابل ͳتغییرات با معادلات این از

شده منتشر متفاوت شرایط با ͳمعمول استورم-لیوویل معادلات کاربرد و حل روشهای ͳمعرف خصوص در زیادی

و [٢٧،٢٨] جدیری و ͳرالΎمین ،[١۵-١٨] یورکو و Ίفریلین از ͳکارهای به توان ͳم مثال عنوان به است.

روی تحقیقات از حاصل نتای; بر کوتاه مروری بخش این در نمود. اشاره [٣٩،۴٠،۴٢،۴٣،۵۶،۵٧] ͳنعمت

داریم. استورم-لیوویل معادله

استورم-لیوویل معادله بر مروری ١.١.١

است: چنین معادله این ͳکل ش΋ل

Ly(x) = λr(x)y(x) (١.١.١)

باشد: ͳم زیر تر ساده فرم به یا .L = − d
dx
[p(x) d

dx
] + q(x) آن در که

y′′(x) + (λr(x)− q(x))y(x) = ٠. (٢.١.١)

به [۴٠] در ابتدا است. ͳحقیق پارامتر λ و شوند ͳم نامیده وزن تاب΄ r(x) و پتانسیل تاب΄ q(x) فوق تعریف در

اولیه: شرایط همراه به (٢.١.١) مساله جواب ͳمجانب صورت ارائه

y(٠, λ) = ٠, y′(٠, λ) = ٠, (٣.١.١)



مقدمه ١.١٢

به x٣ و x٢, x١ برگردان نقطه سه دارای مساله که کردیم فرض کار این در پرداختیم. [٠,١] بازه سرتاسر در

طور به برگردان، نقطه از بعد و قبل ͳاساس های جواب از استفاده با باشد. اول و سوم چهارم، نوع از ترتیب

مساله [۵۶،۵٧] در سپس آوردیم. دست به را سراسری جواب ͳمجانب ش΋ل کرامر، قاعده از استفاده با و ͳمتوال

اولیه: شرایط همراه به را (٢.١.١)

y(٠, λ) = ٠, y′(٠, λ) = ٠, (۴.١.١)

از ͳ΋ی کردیم فرض همچنین است. ریشه سه دارای و ͳحقیق r(x) ͳیعن وزن تاب΄ آن در که گرفتیم، نظر در را

نقاط این علاوه به هستند. دوم نوع و زوج مرتیه از دیΎر نقطه دو و چهارم نوع از و فرد مرتبه از برگردان نقاط

شود: ͳم نتیجه زیر قضیه مفروضات این با باشند. ͳم q(x) تاب΄ دوم یا اول مرتبه از قطب برگردان

(۴.١.١) اولیه شرایط صورتتحت این در باشد. (٢.١.١) معادله ,C(xجواب ρ) فرضکنید .١.١.١ قضیه

داریم:

C(x, ρ) =
١
٢
|ϕ(x)|−

١
٢ |ϕ(٠)|

١
٢ eρ

∫ x
٠ |ϕ(t)|dt[[١]], ٠ ≤ x < x١,

xν ≤ x < xν+١ برای و

C(x, ρ) =
١
٢
|ϕ(x)|−

١
٢ |ϕ(٠)|

١
٢
sin ١

٢(l١ + µ)η١π

sin η١π
...
sin ١

٢(lν + µ)ηνπ

sin ηνπ
e
ρ
∫ x١
٠ |ϕ(t)|dt+iρ

∫ x
x١

|ϕ(t)|dt−iπ۴ .

نوع از ترتیب به x٣ و x٢, x١ برگردان نقطه سه با (٢.١.١)-(۴.١.١) مساله برای [١١] در بار این و ادامه در

ͳمجانب ش΋ل بازه، هر ͳاساس های جواب از استفاده با ابتدا آوردیم. دست به را دوآل معادله دوم و چهارم اول،

مثبت و ͳمنف ویژه مقادیر مرزی، شرایط و جواب ͳمجانب فرم از سپس ایم. یافته را ها بازه سرتاسر در را جواب

گردید: √حاصل
λ−n (b) = i

nπ∫ b

٠ |ϕ(t)|dt
+O(

١
n
).

:{λ−n (b)}n≥٠ ͳمنف ویژه مقادیر از شمارا مجموعه Έی نیز b ∈ (x١, x٢) برای √همچنین
λ−n (b) = i

nπ∫ b

٠ |ϕ(t)|dt
+O(

١
n
).

ویژه مقادیر ͳنامتناه تعداد دارای مساله که دادیم نشان ν > ١ که b ∈ (xν , xν+١) برای و آوردیم. دست به

ͳمنف و √مثبت
λ−n (b) = i

nπ − π
۴∫ x٢

٠ |ϕ(t)|dt
+O(

١
n
),



مقدمه ١.١٣

√
λ+n (b) =

nπ − π
۴∫ b

x٢
|ϕ(t)|dt

+O(
١
n
),

:ͳیعن نوشتیم، ͳحاصلضرب صورت به را C(x, ρ) جواب و کرده استفاده آدامارد قضیه از سپس است.

C(x, λ) = c(x)
∞∏
n=١

(١− λ

λn(x)
),

کرد: ͳبازنویس زیر صورت به توان ͳم را معادله این که است. λ از مستقل c(x) آن در که

C(x, λ) = c١(x)
∞∏
n=١

λ− λn(x)

z٢n
,

به توجه با R−(x) =
∫ x

٠

√
max{٠,−ϕ٢(t)}dt و zn = nπ

R−(x)
،c١(x) = c(x)

∏∞
n=١

−z٢n
λn(x)

آن در که

است. آمده [١٢] در قضایا این اثبات داریم. [٠,١] فاصله روی را زیر قضایای ͳکل طور به فوق، مطالب

آنΎاه: باشد مساله جواب C(x, λ) اگر .٢.١.١ قضیه

٠ < x < x١ ͳوقت •

C(x, λ) = |ϕ(x)|−
١
٢ |ϕ(٠)|

١
٢R−(x)

∞∏
n=١

λ− λn(x)

z٢n
,

آنΎاه x١ < x < x٢ اگر •

C(x, λ) = |ϕ(x)|−
١
٢ |ϕ(٠)|

١
٢R−(x) csc πµ١

∞∏
n=١

λ− λn(x)

z٢n
,

آنΎاه x٢ < x < x٣ اگر •

C(x, λ) = |ϕ(x)|−
١
٢ |ϕ(٠)|

١
٢R−(x) csc πµ١

∞∏
n=١

λ− λn(x)

z٢n
,

آنΎاه x٣ < x < ١ اگر •

C(x, λ) = |ϕ(x)|−
١
٢ |ϕ(٠)|

١
٢ (R−(x)R+(x))

١
٢ cscπµ١ csc

πµ٢
٢

cscπµ٣

∞∏
n=١

λ− λ−n (x)

j̃n
R٢

−(x)
∞∏
n=١

λ+n (x)− λ

j̃n
R٢

+(x).

ͳم صدق دوآل معادله عنوان تحت زیر معادله در {λn(x)} تواب΄ دنباله ،x ∈ (٠, x١) ͳوقت .٣.١.١ قضیه

کند:

λ′′ +
٢c′(x)λ′n(x)

c(x)
+ ٢λn(x)λ′n(x)

∞∑
i=١

λ′

λ٢i (x)
(١− λn(x)

λi(x)
)−١ − ٢(λ

′
n(x))

٢

λn(x)
= ٠



حسابکسری در ای پایه تواب΄ ٢.١۴

ͳم صدق دوآل معادله عنوان تحت زیر معادله در {λn(x)} تواب΄ دنباله ،x ∈ (x١, x٢) ͳوقت .۴.١.١ قضیه

کند:

λ′′ +
٢c′(x)λ′n(x)

c(x)
+ ٢λn(x)λ′n(x)

∞∑
i=١

λ′

λ٢i (x)
(١− λn(x)

λi(x)
)−١ − ٢(λ

+′
n(x))

٢

λ+n (x)
= ٠.

ͳم صدق دوآل معادله عنوان تحت زیر معادله در {λn(x)} تواب΄ دنباله ،x ∈ (x٢, x٣) ͳوقت .۵.١.١ قضیه

کند:

λ′′ +
٢d′(x)(λ+n )′

d(x)
+ ٢λ+n (x)λ−n (x)

∞∑
i≥١,i ̸=n

(λ+i (x))
′

λi(x)
(λ+i (x)− λ+n (x))

−١

+
∞∑
i̸=n

(λ−i (x))
′

λ−i (x)
(λ+i (x)− λ+n (x))

−١)− ٢ [(λ
+
n (x))

′]٢

λ+n (x)
= ٠.

ͳم صدق دوآل معادله عنوان تحت زیر معادله در {λn(x)} تواب΄ دنباله ،x ∈ (x٢, x٣) ͳوقت .۶.١.١ قضیه

کند:

λ′′ +
٢d′(x)(λ−n (x))′

d(x)
+ ٢λ+n (x)λ−n (x)

∞∑
i≥١,i ̸=n

(λ+i (x))
′

λi(x)
(λ−i (x)− λ−n (x))

−١

+
∞∑
i̸=n

(λ+i (x))
′

λ+i (x)
(λ−i (x)− λ−n (x))

−١)− ٢ [(λ
−
n (x))

′]٢

λ−n (x)
= ٠.

حسابکسری در ای پایه تواب΄ ٢.١

پدیده از بسیاری کرد. استفاده مساله Έی حل برای کسری حساب از که بود ͳکس اولین نروژی آبل١دانشمند

و دیفرانسیل حساب در ،ͳریاض سازی مدل از استفاده با توان ͳم را علوم دیΎر و ͳشیم ،Έفیزی مسائل در ها

حساب خصوص در ͳمقالات و کتب اخیر سالهای در کرد. بیان دیفرانسیل معادلات صورت به کسری انتΎرال

گاما٢، تواب΄ ͳمعرف به جا این در .[٣،٢٩،٣۵،۵٩،۶٢] است شده منتشر مختلف علوم دانشمندان توسط کسری

کنند. ͳم ایفا کسری حساب در ͳمهم نقش تواب΄ این پردازیم. ͳم میتاگ-لفلر۴ و بتا٣

١Abel
٢Gamma
٣Beta
۴Mittag-leffler



حسابکسری در ای پایه تواب΄ ٢.١۵

اویلر گامای تاب΄ ١.٢.١

تاب΄ تعریف برای زیادی های راه است. اویلر گامای تاب΄ تعریف گردد، ͳم ارائه اینجا در که ͳتعریف اولین

نمائیم. ͳم ارائه است، مفید کسری حساب در که را ͳتعریف اینجا در دارد. وجود اویلر گامای

شود: ͳم تعریف زیر صورت به Γ(z) اویلر گامای تاب΄ ، z ∈ C برای تعریف١.٢.١.

Γ(z) =

∫ ∞

٠
tz−١e−tdt, Re(z) > ٠

[٢٩] است زیر خواص دارای گاما تاب΄ .٢.٢.١ قضیه

با: است معادل فوق تعریف ،Re(z) > ٠ ͳوقت •

Γ(z) =

∫ ∞

٠
(ln

١
t
)z−١dt

آنΎاه: z ̸= ٢−,١−,٠, ... با Re(z) ≤ ٠ ͳوقت •

Γ(z + ١) = zΓ(z)

:n ∈ N برای •

Γ(n) = (n− ١)!

داریم: z ∈ C− {٢−,١−,٠, ...} برای •

Γ(١− z) = −zΓ(−z)

است: زیر حدی نمایش دارای Γ(z) ،Re(z) > ٠ ͳوقت •

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + ١)(z + ٢)...(z + n)

:ͳیعن اویلر ͳنامتناه حاصلضرب با فوق حدی نمایش
١
z

∞∏
n=١

(١+ ١
n
)z

١+ z
n

است. معادل



حسابکسری در ای پایه تواب΄ ٢.١۶

[٢٩] آیند: ͳم دست به زیر نتای; فوق قضیه از

است. فاکتوریل تاب΄ از ͳتعمیم گاما تاب΄ .١

شود: داده تعمیم زیر رابطه به تواند ͳم (٢.٢.٢) قضیه چهارم خاصیت استقراء، به .٢

Γ(n− z) = (−١)nΓ(−z)(z − n)

.n ∈ N و z ∈ C− {٢−,١−,٠, ...} آن در که

داریم: فوق قضیه خواص ازترکیب .٣

Γ(−z)Γ(١− z) =
Γ(١− z)

−z
Γ(z)z = −Γ(١− z)Γ(z) = − π

sin(πz)

:k ∈ N برای تر، ͳکل طور به و

(−١)k+١Γ(z − k)Γ(k + ١− z) = Γ(−z)Γ(z + ١).

شود: ͳم تعریف چنین (z)n نماد n ΀صحی عدد برای تعریف٣.٢.١.

(z)n = z(z + ١)...(z + n− ١), n = ١,٢, ..., (z)٠ = ١

که: است ͳبدیه

(z)n = (−١)n(١− n− z), (١)n = n!,

داریم: همچنین

(z)n =
Γ(z + n)

Γ(z)

شود: ͳم تعریف چنین k ∈ N٠ و α ∈ R برای
(
α
k

)
یافته تعمیم ای دوجمله ضرائب )تعریف٢.١.۴.

α
k

)
=

(−١)n−١αΓ(n− α)

Γ(١− α)Γ(n+ ١)
=
α(α− ١)(α− ١)...(α− n+ ١)

k!
=

(−١)n(−α)n
n!

.

داریم: α = m (m = ١,٢, ...) ͳوقت ویژه )به
m
n

)
=

m!

n!(m− n)!
, m ≥ n,

(
m
n

)
= ٠, ٠ ≤ m < n.

α ̸= −٢−,١, ... و دلخواه β برای )تعریف٢.١.۵.
α
β

)
=

Γ(α + ١)
Γ(β + ١)Γ(α− β + ١)

=
sin(β − α)π

π

Γ(α + ١)Γ(β − α)

Γ(β + ١)
.

Έکلاسی حساب تعمیم در تواب΄ این از ͳبرخ که شوند تعریف توانند ͳخاصم تواب΄ تعدادی گاما تاب΄ Έکم به

است. بتا تاب΄ تواب΄، این ترین مهم از ͳ΋ی مفیدند. کسری حساب به



حسابکسری در ای پایه تواب΄ ٢.١٧

بتا تاب΄ ٢.٢.١

دارد: گاما تاب΄ با ͳ΋نزدی ارتباط بتا تاب΄

شود: ͳم تعریف زیر انتΎرال در z, w ∈ C متغیر دو از B(z, w) بتای تاب΄ تعریف٢.١.۶.

B(z, w) =

∫ ١

٠
tz−١)١− t)w−١dt

[٢٩] است زیر خواص دارای بتا تاب΄ .٧.٢.١ قضیه

با: است معادل فوق تعریف Re(w) > ٠ و Re(z) > ٠ برای الف)

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
=

∫ ∞

٠

tz−١

(١+ t)z+w
dt = ٢

∫ π
٢

٠
(sin t)٢z−١(cos t)٢w−١dt

B(z, w) = B(w, z) ب)

B(z, w) = B(z + ١, w) + B(z, w + ١) ج)

B(z, w + ١) = w
z
B(z + ١, w) + w

z+w
B(z, w + ١) د)

قسمت چهارم و سوم جملات ترتیب به ۶.٢.١ تعریف در t = sin٢ ϕ و t = x
x+١ جایΎذاری با الف) برهان.

داریم: ͳطرف از آید. ͳم دست به الف

Γ(z)Γ(w) =

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt

∫ ∞

٠
e−ssw−١dt

شود: ͳم نتیجه s = y٢ و t = x٢ فرض با

Γ(z)Γ(w) = ۴
∫ ∞

٠
e−x٢x٢z−١dx

∫ ∞

٠
e−y٢y٢w−١dy = ۴

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
e−x٢−y٢x٢z−١y٢w−١dxdy.

داریم: y = r sin θ ،x = r cos θ ͳقطب مختصات از بااستفاده

Γ(z)Γ(w) = ۴
∫ ∞

٠
e−r٢r٢z+٢w−٢(cos θ)٢z−١(sin θ)٢w−١rdrdθ

= ٢
∫ ∞

٠
e−r٢r٢z+٢w−١dr × ٢

∫ π
٢

٠
(cos θ)٢z−١(sin θ)٢w−١dθ.

گیریم: ͳم rنتیجه =
√
t ، θ = π

٢ − ϕ دادن قرار با اکنون

Γ(z)Γ(w) =

∫ ∞

٠
e−ttz+w−١dt× ٢

∫ π
٢

٠
(sinϕ)٢z−١(cosϕ)٢w−١dϕ

دهد: ͳم نتیجه آخر جمله که

Γ(z)Γ(w) = Γ(z + w)B(z, w).

باشند. ͳم اثبات قابل ͳآسان به الف، خاصیت از استفاده با دیΎر خواص



حسابکسری در ای پایه تواب΄ ٢.١٨

میتاگ-لفلر تاب΄ ٣.٢.١

تاب΄ این است. میتاگ-لفلر تاب΄ کند، ͳم ایفا را ͳمهم نقش کسری حساب مطالعه در که ͳتوابع از دیΎر ͳ΋ی

گیرد. ͳم قرار ͳفراوان استفاده مورد کسری حساب زمینه در که ͳمهم تاب΄ باشد. ͳم سوئدی ریاضیدان نام به

است. ͳنمای تاب΄ یافته تعمیم تاب΄ این

شود: ͳم تعریف چنین میتاگ-لفلر zتاب΄ ∈ C برای تعریف٨.٢.١.

Eα(z) =
∞∑
n=٠

zn

Γ(nα + ١)
α > ٠, (١.٢.١)

است: زیر صورت به Eα,β(z) یافته تعمیم میتاگ-لفلر تاب΄ و

Eα,β(z) =
∞∑
n=٠

zn

Γ(nα+ β)
α, β > ٠. (٢.٢.١)

:[٢٨] شود ͳم تعریف زیر صورت به Eα,β,γ(z) یافته تعمیم میتاگ-لفلر تاب΄ همچنین

Eα,β,γ(z) =
∞∑
n=٠

cnz
n (٣.٢.١)

cn =
∞∏
j=٠

Γ[α(jβ + γ) + ١]
Γ[α(jβ + γ + ١) + ١]

. (۴.٢.١)

[٢٩،٣۵] است زیر خواص دارای میتاگ-لفلر تاب΄ .٩.٢.١ قضیه

همΎراست. z ∈ C هر برای میتاگ-لفلر تاب΄ .١

است: زیر صورت به میتاگ-لفلر تاب΄ خاص مقادیر برای .٢

i) E٠(z) =
١

١− z
, ii) E١(z) = ez

iii) E٢(z
٢) = cosh z iv) E٢(−z٢) = cos z

از: است Eα(zعبارت
α) میتاگ-لفلر تاب΄ لاپلاس تبدیل |z| < ١ ͳوقت .٣∫ ∞

٠
e−ztEα(z

α)dt =
١

z − z١−α

کند: ͳم صدق زیر رابطه در یافته تعمیم میتاگ-لفلر تاب΄ لاپلاس تبدیل |z| < ١ ͳوقت .۴∫ ∞

٠
e−ttβ−١Eα,β(t

αz)dt =
١

z − ١



کسری انتΎرال و دیفرانسیل حساب ٣.١٩

کسری انتΎرال و دیفرانسیل حساب ٣.١

ͳمعمول انتΎرال و دیفرانسیل حساب توسعه با آن قوی تباط ار و کسری حساب از ای خلاصه بخش این در

کاپوتو۶ نوع از و کسری مرتبه از مشتق ، ریمان-لیوویل۵ کسری مرتبه از انتΎرال .[٣١،۵۵] گردد ͳم ارائه

و ͳتحلیل نتای; ͳبرخ این بر علاوه کنیم. ͳم ارائه را بازه نیم و ͳمتناه های بازه روی و... ریمان-لیوویل و

شود. ͳم ارائه کسری حساب کاربردهای

ریمان-لیوویل کسری انتΎرال ١.٣.١

این لذا است. ریمان-لیوویل انتΎرال عملΎر کسری، انتΎرال و دیفرانسیل حساب در عملΎرها مهمترین از ͳ΋ی

کنیم. ͳم آغاز عملΎر این تعریف با را بخش

شود: ͳم تعریف زیر تساوی در L١[a, b] روی Iαa+ عملΎر α ∈ R+ کنید فرض تعریف١.٣.١.

(Iαa f)(x) =
١

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−١f(t)dt

است. ͳرهمانΎعمل Iαa+ = I ،α = ٠ برای شود. ͳم نامیده α مرتبه از ریمان-لیوویل کسری انتΎرال عملΎر

ͳحاصلضرب انتΎرال زیر تاب΄ که است واقعیت این براساس α ≥ ٠ حالت برای انتΎرال وجود فوق، تعریف در

داریم: را زیر قضیه جواب، وجود اثبات برای باشد. ͳم (x− .)α−١ پیوسته تاب΄ و f پذیر انتΎرال تاب΄ Έی از

هر برای +Iαaتقریبا انتΎرال عملΎر صورت این در α ≥ ٠ و f ∈ L١[a, b] کنید فرض .٢.٣.١ قضیه

است. L١[a, b] فضای به متعلق نیز Iαa f تاب΄ و دارد وجود x ∈ [a, b]

داریم: ∫برهان. x

a

(x− t)α−١f(t)dt =

∫ ∞

٠
ϕ١(x− t)ϕ٢(t)dt

آن: در که

ϕ١(u) =

{
uα−١, ٠ < u ≤ b− a
٠, o.w

, ϕ٢(u) =

{
f(u), ٠ < u ≤ b
٠, o.w

۵Riemann-Liouville
۶Caputo
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ͳتعریف اکنون گردد. ͳم حاصل دلخواه نتیجه Ίلب انتΎرال روی Έکلاسی نتای; از لذا .ϕi ∈ L١(R) داریم

از ͳتعمیم تعریف، این دهد ͳم نشان که طوری به کنیم ͳم ارائه ریمان-لیوویل کسری انتΎرال ازعملΎر دیΎر

است. ͳکوش انتΎرال

شود: ͳم تعریف چنین n ∈ N گانه −n انتΎرال برای ͳکوش دستور تعریف٣.٣.١.

Ina+f(x) =

∫ x

a

dt١

∫ t١

a

dt٢...

∫ tn−١

a

f(tn)dtn =
١

(n− ١)!

∫ x

a

(x− t)n−١f(t)dt

و

Inb−f(x) =

∫ b

x

dt١

∫ b

t١

dt٢...

∫ b

tn−١

f(tn)dtn =
١

(n− ١)!

∫ b

x

(x− t)n−١f(t)dt.

α مرتبه از f تاب΄ ریمان-لیوویل چپ کسری انتΎرال .α > ٠ و f ∈ C[a, b] کنید فرض تعریف٣.١.۴.

شود: ͳم تعریف چنین دهیم، ͳم نشان Iαa+f با که

(Iαa+f)(x) =
١

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−١f(t)dt, x > a. (١.٣.١)

α مرتبه از f تاب΄ ریمان-لیوویل راست کسری انتΎرال .α > ٠ و f ∈ C[a, b] کنید فرض تعریف٣.١.۵.

شود: ͳم تعریف چنین دهیم، ͳم نشان Iαb−f با که

(Iαb−f)(x) =
١

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−١f(t)dt, x < b. (٢.٣.١)

گردد. ͳم ارائه لیوویل ریمان کسری انتΎرال خواص ͳبعض زیر لم در

برقرارند: زیر روابط آنΎاه α, β > ٠ و f ∈ C[a, b] اگر .۶.٣.١ لم

i. (Iαa+I
β
a+f)(x) = (Iα+β

a+ f)(x), ii. (Iαb−I
β
b−f)(x) = (Iα+β

b− f)(x)

iii. (Iαa+I
β
a+f)(x) = (Iβa+I

α
a+f)(x), iv.Iαb−I

β
b−f)(x) = (Iβb−I

α
b−f)(x)

گیرد: ͳم انجام مستقیما اثبات برهان.

Iαa+I
β
a+f =

١
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− t)α−١
∫ t

a

(t− r)α−١f(r)drdt

گیریم: ͳم نتیجه t = r + s(x− r) متغیر تغییر از استفاده و ͳفوبین قضیه از اکنون

Iα+β
a+ f =

B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− r)α−β−١dr
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است. مشابه طور به ii اثبات دهد. ͳم نتیجه را i این که

است. مشابه طور به iv اثبات کنیم. عوض i قسمت اثبات در را β و α جای است ͳکاف iii اثبات برای

برقرارند: زیر روابط آنΎاه β > −١ و α > ٠ و f ∈ C[a, b] اگر .٧.٣.١ لم

i. (Iαa+(t− a)β)(x) =
Γ(β + ١)

Γ(α + β + ١)
(x− a)α+β,

ii. (Iαb−(b− t)β)(x) =
Γ(β + ١)

Γ(α + β + ١)
(b− x)α+β

ͳراحت به (٢.٣.٢) و (١.٣.٢) در ترتیب به f(t) = (b − t)β و f(t) = (t − a)β دادن قرار با برهان.

گردند. ͳم اثبات فوق روابط

ریمان-لیوویل کسری مشتق ٢.٣.١

تاب΄ ریمان-لیوویل چپ کسری مشتق .f ∈ C[a, b] و n = [α] +١ ،α ∈ R+ کنید فرض تعریف٨.٣.١.

از: است عبارت دهیم، ͳم نشان Dα
a+f با که α مرتبه از f

(Dα
a+f)(x) = (DnIn−α

a+ f)(x) =
١

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−١f(t)dt, x > a (٣.٣.١)

ریمان-لیوویل راست کسری مشتق .f ∈ C[a, b] و n = [α] + ١ ،α ∈ R+ کنید فرض تعریف٩.٣.١.

از: است عبارت دهیم، ͳم نشان Dα
b−f با که α مرتبه از f تاب΄

(Dα
b−f)(x) = (−١)n(DnIn−α

b− f)(x) =
(−١)n

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ b

x

(t− x)n−α−١f(t)dt, x < b (۴.٣.١)

[٢٩] برقرارند: زیر روابط آنΎاه β > −١ و α > ٠ و f ∈ C[a, b] اگر .١٠.٣.١ لم

i. (Dα
a+(t− a)β)(x) =

Γ(β + ١)
Γ(β − α+ ١)

(x− a)β−α, (۵.٣.١)

ii. (Dα
b−(b− t)β)(x) =

Γ(β + ١)
Γ(β − α + ١)

(b− x)β−α. (۶.٣.١)

:j = ١, ..., [α] + ١ برای همچنین

i. (Dα
a+(t− a)α−j)(x) = ٠, ii. (Dα

b−(b− t)α−j)(x) = ٠. (٧.٣.١)

داریم: C ثابت مقدار برای ویژه به

i. Dα
a+C =

C(x− a)−α

Γ(١− α)
, ii. Dα

b−C =
C(b− x)−α

Γ(١− α)
.


