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چ΋يده

حل رساله این در شوند. ͳم ظاهر ͳمهندس و علوم مسائل از بسیاری در ،ͳخط بیضوی مرزی مقدار مسائل
واق΄ در شود. ͳم ͳبررس کویفلت-گالرکین روش از استفاده با و سوم نوع مرزی شرایط با مسائل این عددی
زیر مرزی مقدار مسأله در که است u : Ω ⊂ Rd → R تاب΄ یافتن گرفت خواهیم نظر در که ای مسأله

کند: ͳم صدق
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شرط یا سوم نوع مرزی شرط بالا، معادلات مرزی شرط .X = (x1, · · · , xd) ∈ Ω̄ داریم فوق روابط در
شد. خواهد ارائه ۴ فصل در فوق معادلات کامل شرح شود. ͳم نامیده رابین مرزی

انجام بالا دقت با و ͳسادگ به ها، آن Έکم با تواب΄ تقریب که هستند موجΈها از ای دسته ها، کویفلت
ͳرایΎهم بالای سرعت کرد. خواهیم استفاده گالرکین روش ای پایه تواب΄ عنوان به تواب΄ این از شود. ͳم
مرتبه از ͳسرعت با مرزی، مقدار مسأله عددی حل که کرد خواهیم ثابت است. روش این قوت نقاط از
مزیت است. مسأله تقریب ΀سط n و کویفلت Nمرتبه است. همΎرا فوق مسأله دقیق جواب O(2−nN)به

سطوح در و N = 2, 3 پایین مرتبه های کویفلت توسط مطلوب ͳهای جواب به ͳدستیاب روش، این دیΎر
است؛ نیازمند متوسط (حداکثر) ابعاد با ͳخط های دستΎاه حل به که است n = 3, · · · , 6 پایین تقریب
عددی های روش در خوب امتیاز Έی که است محاسبات پایین نسبت) (به حجم دهنده نشان موضوع این
دهیم، ͳم ارائه لیپشیتزی) مرز با (البته Ω دلخواه دامنه روی بر را قضایا اثبات این΋ه با شود. ͳم محسوب
چند داد. خواهیم انجام Ω = (0, 1)d ⊂ Rd, d = 1, 2, 3, دامنه روی بر را روش این سازی پیاده ͳول

شود. ͳم ارائه تئوری، نتای; تأیید برای نیز عددی مثال



پيش�گفتار

u : Ω ⊂ Rd → R تاب΄ یافتن گرفت خواهیم نظر در که ای مسأله شد، بیان رساله چ΋یده در که طور همان
کند: ͳم صدق زیر مرزی مقدار مسأله در که است

Lu = −∇ · (σ · ∇u) + β · ∇u+ µu = f, in Ω,

Bu = n · σ · ∇u+ γu = g, on ∂Ω,
(١)

مسائل در (١) مسأله تواب΄ اند. شده تعریف Ω روی بر µ تاب΄ و β تواب΄ بردار ،σ تواب΄ ماتریس آن در که
و جذب و حرارت١ انتقال مسأله مثال، عنوان به دارند. ͳمتفاوت ͳ΋فیزی تعبیرهای ͳمهندس و علوم مختلف
است. شده اشاره آن به ۴ فصل در که هستند مسأله این از ͳخاص های حالت پایدار٢ حالت در ها شاره پخش
جذب مسائل در شود. ͳم گرفته نظر در ثابت قطری ماتریس Έی σ ماتریس حرارت انتقال مسائل در
یا ،[٣۴ ،٢۵ ،٢٣] شود ͳم گرفته نظر در بعدی Έی مسائل یا نیز ها شاره در زمان) به (وابسته پخش و
حل روش که کنیم ͳم نشان خاطر .[۴٨ ،۴۴ ،۴٢] شوند ͳم ͳبررس ثابت قطری ماتریس با بعدی دو مسائل
بر ،tn+1 شده مشخص زمان در جواب آوردن دست به و زمان متغیر سازی گسسته زمان، به وابسته مسائل
بنابراین است۴. شده داده اولیه٣ شرط عنوان به مسأله جواب t0 لحظه در است. tn لحظه در جواب حسب
حالت و شده پرداخته آن به کمتر که است ͳکل ای مسأله گرفتن نظر در رساله این ͳاصل های ͳویژگ از ͳ΋ی

است. توجه مورد بسیار آن از ͳخاص های
(١) مسأله ͳتقریب جواب محاسبه دقت و سرعت در ͳمهم تأثیر گالرکین، روش در ای پایه تواب΄ انتخاب
چند هر ایم. کرده استفاده ای پایه تواب΄ عنوان به کویفمن متعامد های Έموج از گفتیم که طور همان دارد.
متداول بسیار مرزی مقدار مسائل حل در دومتعامد، های اسپلاین و ͳدوبش هار، های Έموج از استفاده که
تقریب قضیه از استفاده با است. محدود بسیار کویفمن های Έموج از استفاده اما ،[۴۶ ،٢٠ ،١] است
مسأله برای ͳمناسب تقریب کند)، ͳم بیان را ها Έموج از خانواده این فرد به منحصر ͳویژگ (که ای نمونه

کنیم. ͳم اثبات آخر فصل در را پیشنهادی روش سری΄ ͳرایΎهم آن Έکم با و دهیم ͳم ارائه ͳتغییرات
ͳمعین های انتΎرال ارتباط، ضرایب است. ارتباط ضرایب سری΄ و کارا محاسبه رساله این ͳویژگ سومین

١Heat transfer
٢Steady state advection-diffusion equation
٣Initial condition

است[٢٢]. توجه جالب ٢٠١٢ سال در زمان از مستقل و بعدی Έی فضای در ای مقاله ۴چاپ



های روش از استفاده جای به دارند. کلیدی ͳنقش ͳخط دستΎاه Έی به ͳتغییرات مسأله تبدیل در که هستند
های دستΎاه حل از را ارتباط ضرایب دهند، ͳم افزایش را محاسبات هزینه که عددی گیری انتΎرال متداول
متداول امری ͳخط دستΎاه Έکم با ارتباط ضرایب محاسبه که چند هر کنیم. ͳم محاسبه Έکوچ ͳخط
محاسبه الΎوریتم و ͳخط دستΎاه مجهولات تعداد کاهش مقادیر، این تعریف نحوه اما ،[۴١ ،٢٩] است
به را رساله از ای خلاصه ادامه در است. شده بیان لازم توضیحات ٣ فصل در که است فرد به منحصر ها آن

دهیم. ͳم ارائه ها فصل Έی΋تف

از بعد های فصل سرتاسر در که شود ͳم ارائه ͳتعاریف و اصطلاحات نمادگذاری، فصل این در .١ فصل
در که دهیم ͳم شرح را ͳواگرای و گرین قضایای ،ͳداخل ضرب فضای ͳمعرف از پس شود. ͳم استفاده آن
و فشرده محمل با تواب΄ فصل انتهای در هستند. مؤثر بسیار مرزی مقدار مسأله ͳتغییرات فرم آوردن دست به

شد. خواهد ارائه مثال چند با همراه اتساع، و انتقال مفاهیم خصوص به آنها خواص

ͳ΋ی گالرکین روش هستند. گالرکین روش در استفاده برای ما نظر مورد ای پایه تواب΄ ها، Έموج .٢ فصل
متعامد های Έموج نام به ها Έموج از خاص ای رده است. مرزی مقدار مسایل حل متداول های روش از
ͳویژگ مهمترین ای نمونه تقریب قضیه اند. شده انتخاب منظور این برای دارند، فشرده محمل که کویفمن
در است. ساخته مناسب گالرکین روش در استفاده برای را ها آن که کند ͳم بیان را ها Έموج از دسته این
نحوه به را ͳبخش و کنیم ͳم ͳبررس را ها آن خواص ها، Έموج از مختصری تاریخچه بیان از پس فصل این
چند با همراه را ای نمونه تقریب قضیه آخر بخش در داد. خواهیم اختصاص ها آن مشتق و ها Έموج رسم

داد. خواهیم شرح مثال

شامل که آید ͳم دست به ͳتغییرات فرمول Έی از استفاده با ͳخط دستΎاه Έی گالرکین، روش در .٣ فصل
های روش از استفاده دارند. نام ارتباط ضرایب مقادیر این است. معین انتΎرال زیادی بسیار تعداد محاسبه
به را عددی خطاهای ͳΎانباشت محاسبات، هزینه چشمΎیر افزایش بر علاوه عددی گیری انتΎرال متداول
کند. ͳم روبرو زیادی های دشواری با هست) نیز حالت بد اغلب (که را ͳخط دستΎاه حل که دارد دنبال
ͳخط دستΎاه Έی مجهولات صورت به را ارتباط ضرایب توان ͳم چΎونه که دهیم ͳم نشان فصل این در

نداشت. عددی گیری انتΎرال به نیازی و گرفت نظر در

های جریان گرفتن نظر در با که پردازد ͳم حرارت انتقال مسأله به بیشتر فصل این اول بخش دو .۴ فصل
بخش در گیرند. ͳم قرار ( رابین مرزی مقدار شرایط ) مرزی مقدار شرایط از ͳخاص دسته در ،ͳهمرفت
مورد در مهم قضیه چند مرور با و آن ͳتغییرات فرم محاسبه با که شود ͳم ͳبررس (١) مرزی مقدار مسأله آخر
روش با مرزی مقدار مسائل عددی حل شرح برای لازم های نیاز پیش ،ͳتغییرات مسأله جواب ͳتای΋ی و وجود

شود. ͳم فراهم کویفمن های Έموج از استفاده با و گالرکین

Έموج از توان ͳم چΎونه که دهیم ͳم نشان و داد خواهیم ΀توضی را گالرکین روش بخش این در فصل۵.
سری΄ ͳرایΎهم اثبات رساله این ͳاصل بخش کرد. استفاده روش این ای پایه تواب΄ عنوان به کویفمن های
و حل با شد. خواهد ارائه آن خطای تحلیل و کویفلت-گالرکین تقریب بخش در که است پیشنهادی روش

داد. خواهیم نشان را پیشنهادی روش ͳکارای و کیفیت مختلف، مثال چند ͳبررس
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۶۴ . . . . .ͳخط دستΎاه تغییر از (راست) بعد و (چپ) .قبل ١ مثال در ۴ مرتبه کویفلت برای خطا کاهش روند ۴.۵
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ مثال در ٢و٣ مرتبه کویفلت برای خطا کاهش روند ۵.۵

٣



لیستجداول

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مرتبه کویفمن Έموج به مربوط مقیاس ضرائب ١.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . .sسوبولف توان Nو = 1, · · · , 5 مرتبه های کویفلت اتصال ضرائب ٢.٢

در ͳمتوال ΀سط دو خطای نسبت مختلف. سطوح در و٣ ٢ مرتبه های کویفلت با f(x) = x3 − 2x تاب΄ تقریب ٣.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . است. دقیق ٣ مرتبه کویفلت با تقریب است. شده نوشته ratio ستون

٢۶ . . دهد. ͳم نشان را ͳرایΎهم کندی که ͳمتوال ΀سط دو خطای نسبت و f(x) = |1− 2x| تاب΄ تقریب خطای ۴.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . مختلف. های کویفلت با n = 0 ΀سط در exp(x) تاب΄ تقریب ۵.٢

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . .١ مثال برای ٢و٣ مرتبه های کویفلت کاربرد از حاصل خطای نرم ١.۵
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . است. ͳخط دستΎاه برای ͳخوب جواب نیز Sn بردار ٢.۵
۶۵ . . . . . . است. شده کم نیز Sn, Ūn فاصله ،ͳرایΎهم بهبود بر ١،علاوه مثال ͳخط دستΎاه تغییر از پس ٣.۵
۶۵ . . . . . . است. ͳرایΎهم کندی باعث تواب΄ ناهمواری .٢ مثال برای ٢و۴ مرتبه های کویفلت کاربرد نتای; ۴.۵
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٣ مثال برای ٢ مرتبه کویفلت از حاصل نتای; ۵.۵
۶٨ . . . . . . . . . . .٣ مثال در ٣ مرتبه کویفلت با تیخونوف سازی منظم روش با حل از حاصل نتای; ۶.۵
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ مثال برای ٣ مرتبه کویفلت از حاصل نتای; ٧.۵

۴



١ فصل

نیازها پیش بر مروری

استفاده آن از بعد های فصل سرتاسر در که گردند ͳم ارائه ͳتعاریف و اصطلاحات نمادگذاری، فصل این در
آنالیز به مربوط مراج΄ در را فصل این مطالب اغلب اند. شده نوشته مطالب بودن کامل جهت صرفاً و شود ͳم

.[١۵ ،٣٧] یافت توان ͳم
شود. ͳم معلوم انتΎرالده روی از d که است Rd روی گیری انتΎرال ͳمعن به

∫
نماد تذکر.

ͳداخل فضایضرب ١.١

ضرب باشد. R از ͳدلخواه عضو c و شده تعریف ͳحقیق میدان روی بر V برداری فضای کنیم فرض
از است ͳتابع ،ͳداخل

⟨·, ·⟩V : V × V → R

دارد: را زیر شرط ٣ که

.⟨v, v⟩V > 0 صفر، مخالف و v ∈ V هر برای بودن: مثبت .١

.⟨v, w⟩V = ⟨w, v⟩V ،v, w ∈ V هر برای تقارن: .٢

.⟨cu+ v, w⟩V = c⟨u,w⟩V + ⟨v, w⟩V ،u, v, w ∈ V هر بودن:برای ͳخط .٣

یا اندازه آن در و نامند ͳم ͳداخل ضرب فضای باشد، شده تعریف ͳداخل ضرب آن روی بر که برداری فضای
صورت به v بردار نرم

∥v∥V =
√

⟨v, v⟩V

کنیم. ͳم حذف نرم و ͳداخل ضرب از را V اندیس باشد مشخص V فضای اگر شود. ͳم تعریف

۵



۶ ͳداخل ضرب فضای .١.١

به شوارتز و ͳمثلث معروف های نامساوی دارند. وجود مهم بسیار نامساوی دو ͳداخل ضرب فضای در
که کنند ͳم بیان ترتیب

∥u+ v∥ ≤ ∥v∥+ ∥v∥,

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥.

شود، ͳم تعریف زیر ش΋ل به کرون΋ر دلتای تاب΄ تعريف١.١.

δx := δ(x) =

 1, x = 0,

0, x ̸= 0.

باشند. آن فضاهای زیر V2 و V1 و بوده ͳداخل ضرب فضای Έی V کنید فرض تعريف٢.١.

.⟨u, v⟩ = 0 هرگاه، است عمود v بردار بر u بردار .١

هرگاه: دهند ͳم تش΋یل متعامد ی΋ا ای مجموعه {ui}Ni=1 بردارهای مجموعه .٢

⟨ui, uj⟩ = δj−i, i, j = 1, · · · , N.

.V1 ⊥ V2 نویسیم: ͳم و باشد عمود V2 بردار هر بر V1 بردار هر هرگاه است عمود V2 بر V1 .٣

از مهم مثال دو ،H1(Ω) اول مرتبه سوبولف١ تواب΄ فضای و L2(Ω) پذیر انتΎرال ͳمربع تواب΄ فضای
تواب΄ تمام مجموعه L2(Ω) فضای است. Rd در ای ناحیه Ω آنها در که هستند ͳداخل ضرب فضاهای

است: پذیر انتΎرال ͳمربع و مقدار ͳحقیق

L2(Ω) = {f : Ω → R |
∫
Ω

f 2(x)dx <∞}.

صورت به ͳداخل ضرب فضا این روی بر

⟨f, g⟩L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx,

شود. ͳم تعریف
و هستند تواب΄ تر ͳکل حالت که ها٢ توزی΄ مورد در که است لازم H1(Ω) فضای دقیق تعریف برای
Cα(Ω̄) در ͳتوابع با که آنجا از اما شود. ارائه ͳتوضیحات است، ͳمعمول مشتق از تر جام΄ که ضعیف٣ مشتق
به نیازی و بوده منطبق هم بر Έکلاسی یا ͳمعمول مشتق و ضعیف مشتق بود، خواهیم مواجه α ≥ 1 با
فضای یافت. توان ͳم ٧ فصل [٣٧] در را تر جام΄ و تر دقیق مطالب بود. نخواهد شده ذکر مباحث ΀توضی
انتΎرال ͳمربع نیز آنها اول مرتبه ͳجزئ مشتقات که است پذیری انتΎرال ͳمربع تواب΄ تمام H1(Ω)مجموعه

پذیرند:
١Sobolev space
٢ ِDistributions
٣Weak derivative



٧ ͳواگرای قضیه و گرین فرمول .٢.١

H1(Ω) = {f : Ω ⊂ Rn → R |
∫
Ω

f 2(x)dx,

∫
Ω

(
∂f

∂xi
(x))2dx <∞, i = 1, . . . , d}.

صورت به ͳداخل ضرب فضا این روی بر

⟨f, g⟩H1(Ω) = ⟨f, g⟩L2(Ω) +
d∑

i=1

⟨ ∂f
∂xi

,
∂g

∂xi
⟩L2(Ω),

صورت به f(x) تاب΄ نرم آنΎاه باشد، R مجموعه زیر Ω اگر بنابراین شود. ͳم تعریف

∥f∥H1(Ω) =
√
∥f∥2L2(Ω) + ∥f ′∥2L2(Ω)

صورت به f(x, y) تاب΄ نرم آنΎاه باشد، R2 از ای مجموعه زیر Ω اگر و

∥f∥2H1(Ω) = ∥f∥2L2(Ω) + ∥∂f
∂x

∥2L2(Ω) + ∥∂f
∂y

∥2L2(Ω)

بود. خواهد

ͳواگرای قضیه و گرین فرمول ٢.١

ͳم اما ندارد، ͳمعن آنها مورد در ͳمعمول گیری مشتق و نیستند پیوسته لزوماً H1(Ω) فضای تواب΄ آن΋ه با
معروف گرین۴ فرمول به که آورد دست به آنها مورد در را جزء به جزء گیری انتΎرال به شبیه ای رابطه توان
H1(Ω) در تاب΄ دو v و u و بوده Rd در ∂Ω مرز با ای ناحیه Ω اگر که کند ͳم بیان رابطه این است.

است. برقرار زیر رابطه آنΎاه ∫باشند،
Ω

∂u

∂xi
v(x)dx =

∮
∂Ω

u(x)v(x)ni ds−
∫
Ω

u(x)
∂v

∂xi
dx, i = 1, · · · , d. (١.١)

است: n iام مؤلفه ،(١.١) رابطه در ni آنΎاه دهیم، نشان n با را ∂Ω بر عمود و بیرون به رو بردار اگر
n = (n1, · · · , nd).

γ(u) همان ∂Ω مرز روی بر u مقادیر از منظور ،(١.١) رابطه مرزی انتΎرال در که کنیم ͳم نشان خاطر
که: دارد وجود c̄ثابت Έی که کند ͳم بیان [٣٧] در (٧.٢۶) رابطه باشد. ͳم اثر۵ تاب΄ معرف γ که است

∥u∥L2(∂Ω) := ∥γ(u)∥L2(∂Ω) ≤ c̄∥u∥H1(Ω). (٢.١)

خطای تحلیل در که آوریم ͳم دست به را زیر مهم رابطه ،(٢.١) رابطه و L2(∂Ω) فضای گرفتن نظر در با
است: مفید بسیار گالرکین روش

⟨u, v⟩L2(∂Ω) ≤ ∥u∥L2(∂Ω)∥v∥L2(∂Ω) ≤ c∥u∥H1(Ω)∥v∥H1(Ω). (٣.١)

۴Green’s formula
۵Trace function



٨ فشرده محمل با تواب΄ .٣.١

که این فرض با و u جای به wij(x)
∂u
∂xj

دادن قرار با رابطه این در دارد. سودمندی نتای; (١.١) رابطه
آوریم: ͳم دست به باشند، شده تعریف حاصل های انتΎرال ∫تمام

Ω

∂

∂xi
(wij(x)

∂u

∂xj
)v(x)dx =∮

∂Ω

wij(x)
∂u

∂xj
v(x)ni ds−

∫
Ω

wij(x)
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx, i, j = 1, · · · , d. (۴.١)

صورت به را σ ماتریس اگر

σ(x) :=


w11(x) · · · w1d(x)

... . . . ...

wd1(x) · · · wdd(x)


d×d

داریم: (۴.١) معادله در i, j روی بر بستن جم΄ با آنΎاه کنیم، ∫تعریف
Ω

∇ · (σ · ∇u)v =

∮
∂Ω

(n · σ · ∇u)v −
∫
Ω

∇v · σ · ∇u (۵.١)

با معادلات مسأله ͳتغییرات فرم آوردن دست به برای (۵.١) رابطه از چΎونه که دید خواهیم ۴ فصل در
شد. خواهد استفاده ͳجزئ مشتقات

کنید فرض است. ͳواگرای قضیه شود، ͳم استفاده گالرکین خطای تحلیل در که دیΎری مهم رابطه
آنΎاه باشد، Ω بر شده تعریف هموار تواب΄ از بعدی d بردار β و Ω ⊂ Rd∫

Ω

∇ · β =

∮
∂Ω

β · n. (۶.١)

.[١٣] شود ͳم استفاده زیر قضیه اثبات در فوق رابطه

و β · n ∈ L2(∂Ω) ∇آنΎاه · β ∈ L2(Ω) و β ∈ [L2(Ω)]d اگر .٣.١ قضيه

∀u ∈ L2(Ω),

∫
Ω

u∇ · β = −
∫
Ω

β · ∇u+
∮
∂Ω

uβ · n. (٧.١)

فشرده محمل با تواب΄ ٣.١

مخالف f(x) که است x ∈ Ω مانند ͳنقاط تمام مجموعه بستار ،f : Ω → R تاب΄ ۶ گاه ت΋یه یا محمل
باشد: صفر

supp(f) = {x ∈ Ω |f(x) ̸= 0}.
۶Support



٩ فشرده محمل با تواب΄ .٣.١
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ببینید. را (١٠.١) و (٩.١) ،(٨.١) روابط .ξ1(2x)و ξ(4x) ،ξ(2x) ،ξ(x) تواب΄ نمودار :١.١ ش΋ل

مثال Έی دارد. فشرده محمل f تاب΄ گوییم ͳم باشد Rn از فشرده ای مجموعه زیر ،f تاب΄ محمل اگر
پذیر مشتق بار نهایت ͳب تاب΄ فشرده، محمل با تواب΄ از معروف

ξ(x) =

 exp( 1
x2−1), |x| < 1,

0, |x| ≥ 1.
(٨.١)

است. [−1, 1] بازه آن محمل که است
شود: ͳم خوانده ٢ مقیاس٨ با ٧ͳاتساع و آید ͳم دست به ξ تاب΄ فشردن از که است ͳتابع ξ(2x)

ξ(2x) =

 exp( 1
(2x)2−1), |2x| < 1,

0, |2x| ≥ 1,
=

 exp( 1
4x2−1), |x| < 1

2 ,

0, |x| ≥ 1
2 .

(٩.١)

شود. ͳم نامیده ۴ مقیاس با ͳاتساع و شده حاصل ξ تاب΄ بیشتر فشردن از ξ(4x) تاب΄ که است ͳبدیه
است یافته انتقال راست سمت به واحد نیم که است ξ(2x) تاب΄ همان ξ(2x− 1) = ξ(2(x− 1

2)) تاب΄
نمادگذاری ،ͳنویس فرمول در سهولت برای ،ͳکل طور به بنویسیم. ξ1(2x)صورت به را آن دهیم ͳم ΀ترجی و

دهیم: ͳم انجام ϕ دلخواه تاب΄ برای را زیر
ϕk := ϕ(· − k) (١٠.١)

است. شده رسم ١.١ ش΋ل در ξ1(2x) و ξ(4x) ،ξ(2x) ،ξ تواب΄ نمودار بهتر، درک برای

٧Dilation
٨Scale



١٠ فشرده محمل با تواب΄ .٣.١

تاب΄ دیΎر معروف مثال

h(x) =

 1, 0 ≤ x < 1,

0, o.w.
(١١.١)

معادله در و بوده [0, 1] بازه آن محمل است. معروف هار٩ مقیاس تاب΄ به که است

h(x) = h(2x) + h(2x− 1) = h(2x) + h1(2x), (١٢.١)

است: عمود خود ΀صحی های انتقال بر تاب΄ این همچنین کند. ͳم صدق

⟨h, hk⟩L2(R) =

∫
h(x)h(x− k)dx = δk. (١٣.١)

شویم. ͳم آشنا بیشتر آن خواص و تاب΄ این با ها Έموج فصل در
تغییر را انتΎرال های کران توان ͳم ͳگاه شود، ͳم ظاهر انتΎرالده عنوان به فشرده محمل با تاب΄ Έی ͳوقت

آنΎاه a ≤ t ≤ b اگر باشد. دلخواه ͳتابع g و بوده [a, b] بازه f محمل کنید فرض ∫داد. t

a

f(x)g(x)dx =

∫ t

−∞
f(x)g(x)dx, (١۴.١)∫ b

t

f(x)g(x)dx =

∫ ∞

t

f(x)g(x)dx, (١۵.١)∫ b

a

f(x)g(x)dx =

∫
f(x)g(x)dx. (١۶.١)

داریم: پذیری مشتق فرض با گیرد. ͳم خود به تری ساده ش΋ل جزء به جزء گیری انتΎرال علاوه ∫به t

−∞
f ′(x)g(x)dx = f(t)g(t)−

∫
f(x)g′(x)dx,∫

f ′(x)g(x)dx = −
∫
f(x)g′(x)dx. (١٧.١)

٩Haar scaling function



٢ فصل

موجك

مقدمه ١.٢

پیش Έموج بحث که جا هر مشهورند. Έموج به که دارد اختصاص تواب΄ از ای دسته ͳمعرف به فصل این
آنالیز مقیاس١، تاب΄ نظیر ͳموضوعات ادامه در شود. ͳم اشاره هار Έموج و فوریه تبدیل به بلافاصله آید ͳم
و قابها۴ درباره باشد، تر ͳتخصص ͳکم بحث اگر و شده ͳبررس سیΎنال٣ بازسازی و تجزیه و ٢ͳریزگ چند
و است گالرکین روش ای پایه تواب΄ عنوان به موجΈها به ما نΎاه اما شد. خواهد صحبت نیز ۵Έموج تبدیل
مطرح موضوعات به ای اشاره حداکثر بنابراین کند. ͳم پیدا اهمیت ما برای که هاست Έموج خواص فقط

اند. شده ͳمعرف تاریخچه بخش در که داد خواهیم ارجاع ͳتخصص مناب΄ به را ها آن و شد خواهد شده
که است کویفمن۶ متعامد های Έموج خانواده ماست، نظر مورد ها Έموج مختلف انواع بین از آنچه
های ͳویژگ مهمترین ای نمونه تقریب قضیه و فشرده محمل تعامد، مقیاس، تاب΄ وجود مشهورند. کویفلت٧ به
در که ͳموضوع است. ساخته مناسب گالرکین روش ای پایه تواب΄ نقش برای را ها آن که است خانواده این

شد. خواهد مشخص ٧.۵ قضیه
Έموج ͳکل خواص سوم بخش در و کرده آغاز Έموج ت΋امل از مختصری تاریخچه با را بخش این
رسم نحوه به را ͳبخش شد خواهد ذکر که ͳدلایل به بنا کرد. خواهیم ͳبررس را فشرده محمل با متعامد های
در و پردازیم ͳم ها آن خواص و ها کویفلت به ۵ بخش در دهیم. ͳم اختصاص ها آن مشتق و ها Έموج
پرداخت. خواهیم تقریب خطای عددی محاسبه و ها کویفلت برای ای نمونه تقریب قضیه به ͳپایان بخش

١Scaling or refinable function
٢MultiResolution Analysis (MRA)
٣Signal Decomposition and Reconstruction
۴Frames
۵Wavelet transform
۶Orthogonal Coifman wavelets
٧Coiflet

١١



١٢ تاریخچه .٢.٢

تاریخچه ٢.٢

،ͳریاض تبدیل Έی عنوان به و شد ͳمعرف Morlet و Grossman توسط ١٩٨۴ در بار اولین Έموج واژه
های Έموج از دسته نخستین ١٩٨٨ در .[١٨] گرفت قرار استفاده مورد ٨Z تبدیل و فوریه تبدیل نظیر
سال .[١٢] یافت شهرت ͳدوبش موجΈهای به که شد ساخته Daubechies توسط فشرده محمل با متعامد
.[٣٢ ،٣٠] کردند ایجاد Έموج آنالیز در ͳعظیم تحول ͳریزگ چند آنالیز ͳمعرف با Meyer و Mallat بعد
مش΋ل ١٩٩٢ در .[٢٧] شد ارائه Lawton توسط ها Έموج تعامد برای ͳکاف و لازم شرایط ١٩٩٠ در
برطرف هم΋ارانش و Cohen توسط متعامد دو موجΈهای نظریه ͳمعرف با موجΈها بودن نامتقارن ͳاساس

.[٣٢] است شده گنجانده Meyer معروف کتاب در Έموج ت΋امل از ͳجامع تاریخچه .[٧] شد
است. کرده جذب خود به را محققین از بسیاری ͳمهندس و علوم مختلف های زمینه در Έموج کاربرد
[٣٢] جمله از معتبری مراج΄ به توان ͳم که باشد ͳم ها زمینه این مهمترین از عددی آنالیز و تصاویر پردازش

کرد. اشاره عددی آنالیز زمینه در [٨] و سیΎنال پردازش زمینه در

خواصموجΈها ٣.٢

عددی آنالیز خصوص به کاربردی علوم مسائل مهمترین از تواب΄ از ای خانواده حسب بر تاب΄ Έی تقریب
جمله چند خانواده از ترتیب به که هستند تقریب های روش ترین متداول از فوریه سری و تیلور سری است.
برای ͳمناسب جایΎزینهای ها Έموج کنند. ͳم استفاده تواب΄ تقریب برای (sin, cos) همساز تواب΄ و ها ای
چون اما شوند؛ ͳم ͳمعرف تواب΄ تقریب برای ای خانواده عنوان به بنابراین همسازند، تواب΄ و ها ای جمله چند
ای خانواده را ها Έموج که است معمول اند، یافته ت΋امل و شده ساخته سیΎنال پردازش متخصصین توسط

کنند. ͳمعرف سیΎنال بازسازی و تجزیه برای
برای ͳگاه .ψ Έموج و φ مقیاس تاب΄ شود: ͳم ساخته کلیدی تاب΄ دو توسط ها Έموج خانواده
با نامند. ͳم مادر Έموج را ψ و پدر Έموج را φ تواب΄، از ای خانواده ایجاد در آنها هم΋اری بر تاکید
(ͳکاف قدر (به را ها Έموج خانواده آنها، توسط شده تولید فضاهای با ͳآشنای و تاب΄ دو این خواص ذکر
رابطه در که است هار مقیاس تاب΄ آن، برای آشنا مثال Έی که کنیم ͳم شروع مقیاس تاب΄ با شناخت. خواهیم

زیرند: شرح به بود خواهیم مواجه آنها با که ͳمقیاس تواب΄ خواص ترین مهم شد. ͳمعرف (١١.١)

معادله در φ که دارند وجود {ak}N1

k=N0
ͳحقیق اعداد .١

φ(x) =

N1∑
k=N0

ak φ(2x− k), (١.٢)

نامند. ͳم ١٠ ͳبازگشت یا مقیاس ضرائب را {ak} اعداد کند. ͳم صدق ٩ مقیاس معادله به موسوم

٨Z transform
٩Scaling equation

١٠Scaling or Recursion coefficients



١٣ ها Έموج خواص .٣.٢

اول مرتبه کویفمن Έموج به مربوط مقیاس ضرائب :١.٢ جدول

a−2 =
1−

√
7

16
a0 =

7+
√
7

8
a2 =

1−
√
7

16

a−1 =
5+

√
7

16
a1 =

7−
√
7

8
a3 =

−3+
√
7

16

ͳتابع بنابراین ص١٢٣]. ،١٢] است [N0, N1] بازه کند، صدق مقیاس معادله در که ͳتابع محمل .٢
است. فشرده محمل با

ͳیعن است، عمود خود ΀صحی های انتقال بر φ تاب΄ .٣

⟨φ, φk⟩ =
∫
φ(x)φ(x− k)dx = δk, k ∈ Z. (٢.٢)

نامند. ͳم متعامد را ͳمقیاس تاب΄ چنین

x ͳحقیق عدد هر برای .۴∑
k∈Z

φ(x− k) = 1. (٣.٢)

باشد. ͳمتناه سری این کند تغییر کراندار بازه Έی در x ͳوقت که کند ͳم ایجاب φ محمل ͳفشردگ
ببینید. [۴٠] در را ۵.٩ قضیه اثبات، برای

تاب΄ هر برای نباید البته کرد. ͳبررس را شده ذکر ͳویژگ چهار توان ͳم ͳسادگ به هار، مقیاس تاب΄ برای
مرتبه کویفمن Έموج به مربوط مقیاس ضرائب ١.٢ جدول در مثال عنوان به داشت. انتظاری چنین ͳمقیاس
کامل جهت فقط کرد. ͳبررس را فوق خواص توان ͳنم مرتبط قضایای به توسل بدون که است شده آورده اول

کند. ͳم تر ساده را فوق خواص ͳبررس که کنیم ͳم بیان را ای قضیه مطالب، بودن

شرط دو در ،( k > N1 یا k < N0 برای ak = (بافرض0 {ak}N1

k=N0
ͳحقیق اعداد اگر .١.٢ قضيه

∑
k

ak = 2,
∑
k

akak+2m = 2δm, m ∈ Z,

ͳویژگ در که همانطور و کند صدق (١.٢) معادله در که دارد وجود φ فشرده محمل با تاب΄ آنΎاه کنند صدق
،١ عدد که است ͳکاف و لازم باشد متعامد φ آن΋ه برای بود. خواهد [N0, N1] بازه φ محمل شد ذکر دوم

باشد: Aماتریس ناتباهیده ویژه مقدار

Aij =
1

2

N1∑
k=N0

akaj−2i+k, N0 −N1 + 1 ≤ i, j ≤ N1 −N0 − 1.

ببینید. [۴٠] در را (٩.٢٩) رابطه و [١٢] در را (۵.١.٣٩) رابطه و ۶.٣.۶ قضیه کامل، شرح برای


