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پیش�گفتار

که این منظور به اما شوند. مدل�بندي معمولی دیفرانسیل معادلات توسط می�توانند واقعی پدیده�هاي اغلب

راست سمت تابع که است لازم مواقع از بعضی باشد، داشته واقعی پدیده با بیشتري سازگاري حاصل، مدل

باشد. وابسته گذشته زمان�هاي روي بر y به y′ که طوري به کرد، اصلاح را معمولی دیفرانسیل معادلات

است زیر شکل به مدلی چنین استاندارد }صورت
y′(t) = f

(
t, y(t), y(t− τ)

)
, t ≥ t٠,

y(t) = ϕ(t), t ≤ t٠,
(1)

می�نامیم. تاخیري دیفرانسیل معادلات را آن که

است: شده فصل�بندي زیر صورت به پایان�نامه این

فصل در استو شده ارائه تاخیري دیفرانسیل معادلات با آشنایی براي مثال�هایی و توضیحات 1 فصل در

می�کنیم. مطرح آن براي را یکتایی و وجود قضیه�ي و تاخیري دیفرانسیل معادلات جواب ویژگی�هاي ،2

قرار استفاده مورد تاخیري دیفرانسیل معادلات براي که عددي روش�هاي از برخی بر مروري ، 3 فصل در

را است پیوسته و گسسته روش�هاي براساس که استاندارد روش�هاي همگرایی و می�دهیم انجام گرفته�اند،

را روشی معمولی دیفرانسیل معادلات براي یافته توسعه� فنون بوسیله ، 4 فصل در می�دهیم. قرار بررسی مورد

می�دهیم. ارائه تکراري یکروند براساس تاخیري دیفرانسیل معادلات حل براي



مطالب فهرست

1 تاخیري دیفرانسیل معادلات با آشنایی 1

1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه 1.1

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیري دیفرانسیل معادلات از استفاده با مدل�بندي 2.1

6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیر جمله n با تاخیري دیفرانسیل معادلات 3.1

15 تاخیري دیفرانسیل معادلات جواب ویژگی�هاي و وجود 2

15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه 1.2

16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب هموار�سازي و ناپیوستگی�ها مکان 2.2

17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثانویه و اولیه ناپیوستگی�هاي 1.2.2

18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسترشجهش�ها 2.2.2

23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همواري تعمیم 3.2.2

27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر�نشدنی و صفرشدنی تاخیرهاي 3.2

آ�



ب مطالب فهرست

28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب� یکتایی و وجود 4.2

30 روش�ها بر مروري 3

30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه 1.3

31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی روش�هاي 2.3

33 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بلمن گام�هاي روش 3.3

36 . . . . . . . . . . . . . . . تاخیري دیفرانسیل معادلات حل براي استاندارد روش 4.3

74 تاخیري دیفرانسیل معادلات حل براي پیوسته رانگکوتاي روش 4

74 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه 1.4

75 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح پیوسته رانگکوتاي روش 2.4

78 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاستی کنترل 3.4

79 . . . . . . . . . . . . . صفرشونده کوچکو تاخیرهاي براي تکراري یکروش 4.4

85 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته رانگکوتاي روش براي نظري نتایج 5.4

86 . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته رانگکوتاي روش همگرایی 1.5.4

89 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاستی مرتبه 2.5.4

94 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسري خطاي براي یککران 6.4



1 فصل

تاخیري دیفرانسیل معادلات با آشنایی

مقدمه 1.1

دیفرانسیل معادله در شوند. بندي مدل اولیه مقدار مسائل توسط می�توانند زندگی واقعی پدیده�هاي از بسیاري

معمولی1

(ODE)
y′(t) = f

(
t, y(t)

)
, t ≥ t٠,

y(t٠) = y٠,

(1.1)

است. زمان به وابسته فیزیکی کمیت� نشان�دهنده اغلب که می�شود، نامیده حالت متغیر y(t) تابع

لازم مواقع از بعضی باشد، داشته واقعی پدیده یک با بیشتري سازگاري که مدلی ساختن منظور به اما

وابسته گذشته زمان�هاي روي y به f تابع که طوري به کنیم، اصلاح را (1.1) رابطه راست سمت تابع است

می�شود داده نمایش زیر (DDE) تاخیري2 دیفرانسیل معادله توسط مدلی چنین اصلی صورت باشد.
1Ordinary Differential Equation
2Delay Differential Equation

1
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y′(t) = f

(
t, y(t), y(t− τ)

)
, t ≥ t٠,

y(t) = ϕ(t), t ≤ t٠,

(2.1)

اطلاعات ϕ(t) ∈ C٠[t٠ − τ, t٠] و است نامنفی همیشه τ تاخیر و f : [t٠, tf ]× Rd × Rd −→ Rd که

می�دهد. نشان را y متغیر اولیه

گذشته زمان�هاي در نیز y′ به است وابسته زمان�هاي در y به �که �این بر علاوه f تابع دارد امکان حتی

می�شود داده نمایش زیر صورت به مدلی چنین اصلی صورت که باشد وابسته
y′(t) = f

(
t, y(t), y(t− τ), y′(t− σ)

)
, t ≥ t٠,

y(t) = ϕ(t), t ≤ t٠,

(3.1)

. می�دهیم قرار برسی مورد را ( 2.1 ) مساله تنها نامه پایان این در

تاخیري دیفرانسیل معادلات از استفاده با مدل�بندي 2.1

دینامیک�هايجمعیتی، مثال براي می�شوند. تاخیريظاهر معادلاتدیفرانسیل مدل�هايریاضی، از بسیاري در

نسبت بدن واکنش مدل�کردن جمله، (از� داروسازي فیزیولو���������ژي، �، نهفتگی) دوره (بررسی واگیر بیماري�هاي

با دیگر کنترلی مسایل از بسیاري و زیر�دریایی و کشتی هدایت کنترل شیمی�، ، خون) گردش در Coبه٢

معادلات کاربردهاي مورد در زیادي کتاب�هاي اکنون هم می�شوند. مدل�بندي تاخیري دیفرانسیل معادلات

مراجعه [23] و [22] ، [21] ، [19] ، [18] ، [9] به می�توانید بیشتر آشنایی براي که دارد تاخیريوجود دیفرانسل

کنید.

شرایطجاريهستند، متغیرهایشتحت�تاثیر که مدل�بنديمی�کنند معادلاتدیفرانسیلمعمولیمسائلیرا

از یکی روي بر حداقل قبلی نتایج یا اثرات که می�کنند مدل�بندي را مسائلی تاخیري دیفرانسیل معادلات اما



3 تاخیري دیفرانسیل معادلات با آشنایی .1 فصل

دیفرانسیل معادله یک از و شود می پوشی چشم تاخیرها این از اوقات گاهی است. بوده تاثیرگذار متغیرها

اشاره نکته این به خود کتاب در کوانگ3 می�کنند. استفاده تاخیري دیفرانسیل یکمعادله جاي به معمولی

و خطرات چه دچار کنند، چشم�پوشی آن�ها از تاخیرها بودن کوچک خاطر به محققان اگر که می�کند

. [23] می�شوند اشتباهاتی

را معمولی دیفرانسیل معادلات از دستگاهی تاخیري، دیفرانسیل معادله جاي به محققان از دیگر برخی

باشد. تاخیري دیفرانسیل معادلات جواب به نزدیک بسیار دستگاه جواب که طوري به می�کنند جایگزین

دارد. وجود معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه و تاخیري دیفرانسیل معادلات بین کیفی تفاوت�هایی اما

توسط می�شوند، مدل�بندي معمولی دیفرانسیل معادلات توسط اغلب که زیادي خیلی پدیده�هاي حقیقت در

دارند. بهتري مدل تاخیري دیفرانسیل معادلات

[23] بگیرید نظر در می�کند مدل�بندي را جمعیت رشد که زیر معادله 1.2.1 مثال

y′(t) = ay(t)
(

١ − y(t− ١)
)
, (4.1)

١− y(t) عامل در را است y′(t) = ay(t)(١− y(t))صورت به که پیرل4 - ورهولت مدل معادله، این

براي ( 4.1 ) مثبت جواب�هاي هستند، یکنوا پیرل - ورهولت معادله جواب�هاي �که حالی در می�بخشد. بهبود

متناوب جواب a ≥ π
٢ براي و ببینید) را 1.1 (شکل هستند نوسانی a ∈ [ ١

e
, π

٢ براي( و یکنوا a ∈ (٠ , ١
e
)

ببینید). را 1.2 (شکل است

خون جریان در سرطان سلول�هاي شدن آزاد با رابطه در گلاس6 و توسطمکی5 که زیر معادله 2.2.1 مثال
3kuang
4Verhult-Pearl
5Mackey
6Glass
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. y(t) = ϕ(t) = ٠٫ ١, t ≤ ٠ که طوري به a = ١٫ ۴ و ٠٫ ٣ براي ( 4.1 ) معادله جواب :1.1 شکل

. a = ١٫ ٧ براي ( 4.1 ) معادله جواب :2.1 شکل
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[24] بگیرید نظر در را است شده ارائه

y′(t) =
b y(t− τ)

١ + [y(t− τ)]n
− a y(t), t ≥ ٠ (5.1)

با همراه جواب نوسانات مواقع بعضی و است نوسانی جواب τ تاخیر و پارامترها از مشخصی مقادیر براي

a = ٠٫ ١, b = ٠٫ ٢, n = ١٠, τ = ٢٠ مقادیر براي می�باشد. سرطانی بیمار حالت این در که است، بی�نظمی

است. شده داده نمایش 3.1 شکل در که است بی�نظم رفتاري داراي مدل

[27] مالاریا) واگیر بیماري (مدل 3.2.1 مثال

تاخیر�هاي تاثیر او بویژه است. کرده بررسی را مالاریا واگیر بیماري به مربوط دیفرانسیل معادله مدل لوتکا7

است زیر صورت به پشه و انسان جمعیت به مربوط مدل است. داده قرار بررسی مورد را نهفتگی دوره


dh
dt

= b gm(t− u)
[
p− h(t− u)

]
/p− (M + r)h(t)

dm
dt

= a fh(t− v)
[
q −m(t− u)

]
/p− (N + s)m(t)

مجموع بترتیب q و p است. پشه و انسان در نهفتگی دوره بترتیب ماه) حسب بر ) v = ٠٫ و۶ u = ٠٫ ۵ که

و انسان�ها جمعیت بترتیب m(t) و h(t) تابع است. شده فرض ثابت که است پشه�ها و انسان�ها جمعیت

عفونت�زا پشه�هاي و انسان�ها بترتیبجمعیت gm و fh .( شده مبتلا یا شده (بیمار هستند بیماري ناقل پشه�هاي

s و r مقادیر مرگو Nسرعت Mو مقادیر است. فرضشده ثابت یکنسبت جمعیت هر براي که هستند

و می�زند نیش را فرد b زمان واحد در پشه هر که است فرضشده است. پشه و انسان براي بهبودي سرعت

می�کند. دریافت را نیش a زمان واحد شخصدر هر

7A. J. Lotka
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. t ≤ ١٠٠ براي ( 5.1 ) معادله جواب :3.1 شکل

تاخیر جمله n با تاخیري دیفرانسیل معادلات 3.1

می�شود داده زیرتعمیم صورت به ( 2.1 ) اولیه مقدار مساله
y′(t) = f

(
t, y(t− τ١), y(t− τ٢), · · · , y(t− τn)

)
, t٠ ≤ t ≤ tf ,

y(t) = ϕ(t), ρ ≤ t ≤ t٠,

(6.1)

. ρ = min ١≤i≤n {mint≥t٠ (t− τi)} که

هستند، نا�منفی همیشه که ، i = ١, · · · , n ، τi تاخیر هر براي نظر مورد پیچیدگی با مطابق جا این در

دارد وجود حالت سه

،8τi = const (1
8The constant delay case
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،9τi = τi(t) (2

.10τi = τi(t, y(t)) (3

کاملا مثال یک کرد. تعیین پیش از توان نمی را ρ کران هستند، وابسته y(t) تابع به تاخیرها که حالتی براي

است. ( 2.1 ) استاندارد صورت همان می�شود، نتیجه ( 6.1 ) صورت از که τ١ = ٠ و n = ٢ براي معمولی

بین که اختلافی اولین بنابراین شود، t٠ از کمتر می�تواند t − τ شناسه که دارد وجود t ≥ t٠ چون

تعیین ϕ(t) اولیه تابع توسط معمولا ( 2.1 ) معادله جواب استکه این دارد وجود ( 2.1 ) و ( 1.1 ) معادلات

راست مشتق بطور�کلی می�آید. بدست y٠ ساده اولیه مقدار یک توسط ( 1.1 ) معادله جواب اما می�شود،

y جواب بنابراین، و نیست برابر y′(t٠)
− چپ مشتق با که f

(
t٠, ϕ(t٠), ϕ(t٠ − τ)

با( است برابر y′(t٠)
+

می�شود. تضمین y(t) براي C٠ پیوستگی تنها بنابراین نیست. هموار t٠ نقطه در ϕ(t) اولیه تابع به وابسته

می�یابد گسترش بازه امتداد در t٠ نقطه از y(t) تابع بالاتر مراتب مشتقات در ناپیوستگی چنین این، بر علاوه

است. هموار آن�ها بیرون در جواب که می�دهد را ناپیوسته نقاط از دنباله�اي و

بگیرید نظر در را زیر معادله 1.3.1 مثال
y′(t) = −y(t− ١), t ≥ ٠,

y(t) = ١, t ≤ ٠,
(7.1)

y′(٠)+ = −y(−١) = −١ و y′(٠)− = چون٠ است. شده نمایشداده شکل4.1 در منحنیجوابآن که

y′′(t) = −y′(t−١) با است برابر y′′(t) دوم مشتق جهشاست. داراي t = ٠ نقطه در y′(t) تابع بنابراین ،

پس ، y′′(١)− = −y′(٠)− = ٠ و y′′(١)+ = −y′(٠)+ = ١ زیرا است جهش داراي t = ١ نقطه در که

که y′′′(t) = −y′′(t − ١) = y′(t − ٢) با است برابر سوم مشتق نیست. هموار t = ١ نقطه در y′(t) تابع
9The variable or time depended delay case
10The state depended delay case
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.( 7.1 ) معادله جواب :4.1 شکل

تابع پس ، y′′′(٢)− = y′(٠)− = ٠ و y′′′(٢)+ = y′(٠)+ = −١ زیرا است جهش داراي t = ٢ نقطه در

می�یابد. گسترش صورت بهمین ناپیوستگی�ها روند این و نیست هموار t = ٢ نقطه در y′′(t)

جوابدارد روي نیز دیگري گوناگون منتظره اثراتغیر ( 2.1 ) مساله در صورتیکتابع به اولیه شرط

می�شوند. روشن زیر مثال�هاي توسط آن�ها از بعضی که

مجموعه و اولیه اطلاعات مجموعه بین رابطه�اي مواقع بعضی معمولی، معادلات خلاف بر 2.3.1 مثال

بازه روي را y′(t) = y(t − ١)(y(t) − ١), t ≥ ٠ معادله ندارد. وجود t ≥ tبراي٠ y(t) جواب

جواب داراي تعریفشود، [−١, روي[٠ بر که ϕ(t) اولیه تابع هر براي معادله این بگیرید. نظر در [٠,+∞]

است. صفر همیشه شده، ظاهر معادله راست سمت در که y(t)− ١ تابع زیرا است. y(t) = ١ ثابت

یکتایی است ممکن آن�گاه نباشد، پیوسته ، ϕ(t) اولیه تابع که صورتی در می�دهند نشان بعدي مثال دو

تعریفشود. کراندار بازه�اي در جواب یا و رود بین از جواب
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بگیرید نظر در را زیر معادله 3.3.1 مثال
y′(t) = y(t− |y(t)| − ١) + ١

٢ , ٠ ≤ t ≤ ٢,

y(t) = ϕ(t), t ≤ ٠,

و

ϕ(t) =


١ t < −١

٠ − ١ ≤ t ≤ ٠,

هستند. بالا معادله جواب y(t) = ١
٢t و y(t) = ٣

٢t تابع دو هر ، [٠, ٢] بازه در که می�شود دیده سادگی به�

ندارد. وجود مثال این در جواب یکتایی لذا

بگیرید نظر در را زیر معادله 4.3.1 مثال


y′(t) = −y

(
t− ٢ − y(t)٢

)
+ ۵, t ≥ ٠,

y(t) = ϕ(t), t ≤ ٠,

و

ϕ(t) =


٩
٢ t < − ١

−١
٢ − ١ ≤ t ≤ ٠,

است زیر بصورت [٠, ١٢۵
١٢١ ] بازه در جواب که

y(t) =


١
٢(t− ١), ٠ ≤ t ≤ ١,

١١
٢ (t− ١), ١ ≤ t ≤ ١٢۵

١٢١ .

t = ١٢۵
١٢١ نقطه در t− ٢ − y(t)٢ شناسه حقیقت در زیرا ندارد، وجود t > ١٢۵

١٢١ براي جواب استکه واضح

با برابر بترتیب y(t− ٢ − y(t)٢) شناسه نقطه�اي، چنین چپ و راست همسایگی�هاي در ١−و با است برابر



10 تاخیري دیفرانسیل معادلات با آشنایی .1 فصل

باشد زیر صورت به بایستی معادله جواب بنابراین و است −١
٢ و ٩

٢

y(t) = c(t− ١٢۵
١٢١

) +
٢

١١

می�کنیم عمل زیر صورت به آوریم بدست را c عدد که این براي و

y′(
١٢۵
١٢١

) = c,

y′(
١٢۵
١٢١

) = −y(
١٢۵
١٢١

− ٢ − y(
١٢۵
١٢١

)٢ + ۵ =


− (−١

٢) + ۵ = ١١
٢ , t ≤ ١٢۵

١٢١ ,

−٩
٢ + ۵ = ١

٢ , t > ١٢۵
١٢١ ,

بنابراین

، c = ١
٢ آنگاه ، t− ٢ − y(t)٢ < −١ اگر

.c = ١١
٢ آنگاه ، t− ٢ − y(t)٢ ≥ − ١ اگر

که مفروضاتی با این ولی باشد، y(t) = ١
٢(t−

١٢۵
١٢١) +

٢
١١ صورت به جواب بایستی t > ١٢۵

١٢١ براي بنابراین

α(t) = t− ٢ − y(t)٢ که فرضکنید زیرا، تناقضاست در گرفته�ایم نظر در t− ٢ − y(t)٢ شناسه براي

داریم باشد،

α(٢) = ٢ − ٢ − y(٢)٢ = −y(٢)٢ = −
[

١
٢
(٢ − ١٢۵

١٢١
) +

٢
١١

]٢

= −(
١۶١
٢۴٢

)٢ > −١

این ندارد. وجود t > ١٢۵
١٢١ براي جوابی بنابراین تناقضاست، در t > ١٢۵

١٢١ براي α(t) < −١ فرض با این و

تعریفشود. متناهی بازه�ي یک روي جواب است ممکن که می�دهد نشان مثال

بگیرید نظر در را زیر معادله 5.3.1 مثال
y′(t) = −y′(t− ١), t ≥ ٠,

y(t) = t, t ≤ ٠,
(8.1)
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( 8.1 ) معادله جواب :5.1 شکل

y′(٠)+ = −y′(−١) = و y′(٠)− = ١ چون است. شده داده نمایش 5.1 شکل در جواب منحنی که

، y′(t) = −y′(t − ١) داریم t ≥ ٠ براي چون و است ناپیوسته t = ٠ نقطه در y′(t) تابع بنابراین ، −١

اتفاق نیز t = ٢, ٣, . . . نقاط در y′
(t) براي روند این و است ناپیوسته t = ١ نقطه در y′(t) تابع بنابراین

می�افتد.

که می�دهیم، ارائه تاخیري دیفرانسیل معادلات حل براي را مقدماتی روشی زیر، مثال دو بوسیله اکنون

است. موسوم گام�ها11 روش به روش این

بگیرید نظر در را زیر تاخیري دیفرانسیل معادله 6.3.1 مثال
y′(t) = −cy(t− ١)

(
١ + y(t)

)
, t ≥ ٠,

y(t) = ϕ(t), t ≤ ٠,

بدست را تحلیلی جواب گام هر در مثال، این (در کنیم حل گام�ها روش به را معادله این می�خواهیم
11Method of steps
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می�شود تبدیل زیر اولیه مقدار مساله به [٠, ١] بازه روي معادله این می�آوریم).
y′(t) + c ϕ(t− ١ )y(t) = −c ϕ(t− ١), ٠ ≤ t ≤ ١,

y(٠) = ϕ(٠),

اول) مرتبه خطی (معادله داریم پس

y′(t) e
∫ t

٠ c ϕ(s−١) ds + c ϕ(t− ١) y(t) e
∫ t

٠ c ϕ(s−١) ds = −c ϕ(t− ١) e
∫ t

٠ c ϕ(s−١) ds

بنابراین
d

dt

[
y(t)e

∫ t
٠ cϕ(s−١)ds

]
= −cϕ(t− ١)e

∫ t
٠ cϕ(s−١)ds

داریم اخیر رابطه�ي از [٠, r] بازه روي انتگرال�گیري از پس

y(r) e
∫ r

٠ c ϕ(s−١)ds − ϕ(٠) = −e
∫ t

٠ c ϕ(s−١)ds |r٠ = −e
∫ r

٠ c ϕ(s−١) ds + ١

داریم نتیجه در

y(t) = (١ + ϕ(٠)) e−
∫ t

٠ c ϕ(s−١) ds − ١ ٠ ≤ t ≤ ١

باشد لازم که جا هر تا را روند و می�گیریم نظر در را [١, ٢] بازه شد، معلوم [٠, ١] بازه روي y که اکنون

است. پیوسته [−١, ٠] ي بازه روي ϕ تابع که است این بر فرض مثال این در البته می�کنیم. تکرار

بگیرید نظر در را زیر تاخیري دیفرانسیل معادله 7.3.1 مثال
y′(t) = y(t− ١), t ≥ ٠,

y(t) = t٢, − ١ ≤ t ≤ ٠,

t − ١ صورت∋ این در باشد [٠, ١] بازه به متعلق t کنید فرض می�کنیم. حل گام�ها روش به را معادله این
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می�شود نتیجه بنابراین ، [−١, ٠]
y′(t) = y(t− ١) = (t− ٢(١, ٠ ≤ t ≤ ١,

y(٠) = ٠,

است زیر صورت به آن جواب و می�باشد اولیه مقدار با یکمساله که

y(t) =
١
٣
(t− ٣(١ +

١
٣
, t ∈ [٠, ١],

لذا t− ١ ∈ [٠, ١] بنابراین باشد، [١, ٢] بازه به متعلق t که �کنید فرض دوباره


y′(t) = y(t− ١) = ١

٣ (t− ٣(٢ + ١
٣ , ١ ≤ t ≤ ٢,

y(١) = ١
٣ ,

است زیر صورت به نیز مساله این جواب

y(t) =
١

١٢
(t− ٢)۴ +

١
٣
t− ١

١٢

اما آورد. بدست دیگر بازه�هاي در را جواب و دهیم ادامه بخواهیم که جا هر تا می�توانیم را فرآیند این

را کندي روش و می�رود بالا سرعت به محاسبه میزان باشد، کوچک بازه طول اگر که می�کنیم ملاحظه

داشت. خواهیم

تاخیري دیفرانسیل معادلات حل براي عددي روش�هاي خواصاساسی از بعضی مورد در آشنایی براي

بگیرید نظر در است ثابت تاخیر داراي که را زیر تاخیري دیفرانسیل معادلات ،
y′(t) = f

(
t, y(t), y(t− ١)

)
, t ≥ ٠,

y(t) = ϕ(t), t ≤ ٠.
(9.1)

آن�ها اندازه�ي که می�کنیم تعیین را گام�هایی که است صورت این به ( 9.1 ) براي عددي حل راه معمولا

توجه با را آمده بدست معمولی دیفرانسیل معادلات گام به سپسگام و باشد τ = ١ تاخیر مساوي یا و کمتر
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و می�شود جایگزین η(t−١)توسط y(t−١)تاخیري جمله که طوري به می�کنیم، حل عددي روش�هاي به

توسط قبلا که تقریبی جواب از پیوسته�اي یکتقریب یا و ϕ(t− ١) با برابر t مقدار به توجه با نیز η(t− ١)

شود حل بایستی زیر معادله ام، (n+ ١) مرحله در بنابراین است. شده محاسبه روش خود
w′

n+١(t) = f
(
t, wn+١(t), x(t− ١)

)
, tn ≤ t ≤ tn+١,

wn+١(tn) = yn.

(10.1)

گونه�اي به [tn, tn+١] بازه روي η بنابراین و بدستمی�آید yn+١ مقدار روش�هايعدديگسسته از استفاده با

باشد. η(tn+١) = yn+١ که است

در تنها را جواب از تقریبی مقادیر معمولی، دیفرانسیل معادلات برايحل عدديگسسته روش�هاي چون

نیاز است ممکن ببریم، بکار ( 9.1 ) حل براي را گسسته عددي روش�هاي اگر بنابراین می�دهد، گره�اي نقاط

براي و متفاوتهستند نقاطگره�اي با نقاط این که باشیم t−نقاط١ از بعضی در η(t)دانستنجوابتقریبی به

معلوم مقادیر درونیابیروي بوسیله می�تواند امر این نمود. استفاده پیوسته تعمیم�هاي از می�توان اینمشکل رفع

از پیوسته�اي یکتقریب گام به صورتگام به که معمولی، دیفرانسیل معادلات پیوسته روش�هاي بوسیله یا و

تعمیم�هاي براساس تاخیري دیفرانسیل معادلات حل روش�هاي بنابراین شود. انجام می�کند، تولید را جواب

است. پیوسته



2 فصل

معادلات جواب ویژگی�هاي و وجود
تاخیري دیفرانسیل

مقدمه 1.2

را زیر تاخیري دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب همواري درجه فصل این در


y′(t) = f

(
t, y(t), y

(
t− τ(t, y(t))

))
, a ≤ t ≤ b,

y(t) = ϕ(t), a ≤ t ≤ a,

(1.2)

را است α(t) = t − τ (t, y(t)) و a = mint∈[a,b] α(t) و f : [a, b] × Rd × Rd −→ Rd آن در که

می�کنیم. بررسی وجود صورت در را مشتق جهشی1 ناپیوستگی گسترش نحوه و نوع بویژه می�کنیم. بررسی

τ تاخیر در که است متفاوتی مفروضات تحت [a, b] ي بازه امتداد در ناپیوستگی�ها این گسترش و پخش

می�آوریم. (1.2) براي را جواب یکتایی و وجود قضیه�ي مبحث، شدن کامل منظور به نهایت، در دارد. وجود

1Jump

15
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جواب هموار�سازي و ناپیوستگی�ها مکان 2.2

در ناپیوستگی�هایی ایجاد باعث می�تواند y′ یا y در 2 انحراف�یافته شناسه�هاي حضور که کردیم اشاره قبلا

به گام روشعددي هر که است واضح دیگر، طرفی از شود. نقاط از دنباله���اي بصورت بالاتر، مشتقات یا y′

[tn, tn+١] بازه زیر هر در جواب که می�رسد نظر مورد دقت مرتبه به شرطی به اولیه مقدار مسائل براي گام

بازه زیر در جواب بایستی است، p مرتبه از که روشی براي دقیق�تر، طور به باشد. هموار کافی اندازه�ي به

حداقل y(s) ناپیوستگی نقاط همه�ي بایستی نقاطشبکه بنابراین، باشد. پیوسته p+١ مرتبه تا حداقل [tn, tn+١]

بازه امتداد در ناپیوستگی نقاط گسترش نحوه بخش، این در باشد. شامل را s = ٠, ١, . . . , p + ١ براي

طور به ناپیوستگی نقاط موقعیت و تعداد می�کنیم. بررسی را همواري افزایش چگونگی همچنین و [a, b]

شناسه رفتار به اساسی

α(t) = t− τ(t, y(t))

t ≥ t٠ براي اگر بویژه هستند. نامنفی همیشه تاخیر�ها زیرا، باشد α(t) ≤ t که کنید فرض دارد. بستگی

t٠ از ناپیوستگی هیچ بنابراین و نیست نیازي است، t ≤ t٠ که y(t) مقادیر به آنگاه ، α(t) ≥ t٠ باشیم داشته

معادله حالت، این به است. نظم داراي α و f در موجود نظم به توجه با جواب بنابراین، نمی�یابد. گسترش

کرد اشاره زیر اولیه مقدار مساله به می�توان مثال، براي می�گوییم. تعمیم�یافته پانتوگراف
y′(t) = f

(
t, y(t), y(pt)

)
, t ≥ ٠,

y(٠) = y٠,

است. ٠ < p < ١ آن در که
2Deviated Argument


