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قدردانͬ

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه پور، غفاری انوشیروان

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان،

تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که فرد مردانͬ علͬ حیدر دکتر آقای جناب از

دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و فرمودند

دارم. را امتنان کمال

بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

عاطفه پاس به عزیزم همسر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدسشان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از

سلامتͬ بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که ثمرشان، پر وجود و سرشار

لطف مورد را اینجانب پژوهشͬ، کار این تهیه در که را بزرگوارانͬ همۀ افزون روز توفیق و

دارم. مسئلت بزرگ خداوند از دارند، قرار خود مساعدت و

بربست داود

١٣٩٢ بهمن



چͺیده

مارشال- متغیری دو نمایͬ توزیع متغیری دو های داده تحلیل برای کاربرد پر مدل�های از ͬͺی

ͬͺی که اند شده معرفͬ اولͺين مارشال توسط زیادی متغيری دو های توزيع است. الͺین

تغییر با آن اول نوع است. نوع دو دارای که اولͺين مارشال متغيره دو وایبل توزيع ها آن از

ͷی افزودن با آن دوم نوع و آید مͬ بدست اولͺين مارشال متغيری دو نمايͬ توزيع در متغیر

آید. مͬ بدست آن اول نوع به پارامتر

اینجا در ما که است سازی) (مینیمم سازی کمینه های فرآیند زمانͬ سری های مدل از ͬͺی

و کرده معرفͬ را اولͺين مارشال متغيره دو وایبل توزيع نوع دو با سازی مینیمم های فرآیند

فرآیند پارامتر شش برآورد نهایت در ایم. داده قرار بررسͬ مورد را ها فرآیند این مانایͬ شرایط

و سازی شبیه به و آورده بدست را مارشال-الͺین متغیری دو توزیع اول نوع با سازی مینیمم

پرداخته�ایم. واقعͬ های داده با تحلیل

توان مͬ موارد این جمله از شود داده شرح نیاز مورد مفاهیم برخͬ شده سعͬ اول فصل در

برد. نام را ͷارگودی قضیه و مخاطره نرخ تابع بقا، تابع تصادفͬ، فرآیند در اصلͬ مباحث به
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١ فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم

پایه علوم در تنها نه را خود جای که است آماری مباحث از مهمͬ مجموعه تصادفͬ فرآیندهای

مختلف های زمینه در فراوانͬ های کاربرد بلͺه است کرده باز علمͬ محض های پژوهش و

مورد را هایͬ سیستم تصادفͬ های فرآیند کلͬ طور به دارد. وجود آنها برای صنعتͬ و علمͬ

اکثر مͬ�گیرند. قرار تصادفͬ نوسانات تحت زمان گذشت با که دهد مͬ قرار بررسͬ و بحث

از استفاده برای را زمینه این و دارند قرار احتمالͬ انفعالات و فعل تحت طبیعͬ های پدیده

شروع نقطه تصادفͬ آزمايش سازد. مͬ فراهم ها آن مطالعه در تصادفͬ فرایندهای های الͽو

زير به نمونه فضای از است تابعͬ تصادفͬ متغير است. احتمالات حساب با مرتبط مباحث

اشاره تصادفͬ متغيرهای از ای دنباله به تصادفͬ فرآيندهای و حقيقͬ اعداد از مجموعه�ای

دارد.[٢]

موضوع شناخت برای رو پیش های فصل در که پردازیم مͬ مفاهیمͬ معرفͬ به اول فصل در

آن، اصلͬ مباحث برخͬ و تصادفͬ فرآیند از اند عبارت مفاهیم این نیازمندیم. آنها به اصلͬ

برازش نیͺویͬ آزمون و وایبل توزیع بقا، تابع مارکوف، فرآیند پواسن، فرآیند شمارشͬ، فرآیند

توزیع.



٢ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

تصادفͬ های فرآیند ١�١

فرض باشد. تصادفͬ متغیری Xt ،t ∈ T هر ازای به و دلخواه ای مجموعه T کنید فرض

مجموعه این داخل در Xt تصادفͬ متغیر مقادیر و باشد ثابتͬ ی مجموعه E ⊂ R کنید

گذار اندیس مجموعة با تصادف١ͬ فرآیند را {Xt : t ∈ T} مجموعه�ی صورت این در باشد.

مͬ ،(Xt = x (یا Xt ∈ A و (x ∈ E (یا A ⊂ E اگر گوییم. مͬ E حالت فضای و T

مجموعه T اگر دارد. قرار ( xحالت در (یا A مجموعه در t (مرحله) زمان در فرآیند گوییم

(−∞,∞) یا صورت(∞,۰) به مجموعه�هایͬ اگر و زمان-گسسته را فرآیند باشد، شمارا ای

در لرزه زمین امین n شدت دهنده نشان Xn اگر مثلا́ گوییم. مͬ پیوسته زمان را آن باشد

باشد t زمان در دانشͺده منبع آب حجم yt اگر و گسسته، زمان فرآیند این باشد ای ناحیه

است.[١] پیوسته زمان نوع از yt فرآیند

t = ،Xt تصادفͬ متغیر کنیم مͬ پرتاب متوالیا را ای سͺه کنید فرض .١�١�١ مثال

کنیم. مͬ تعریف زیر صورت به را ۱,۲,۳, ...

Xt =

 ۱, بیاید شیر ام t دفعه اگر

۰, بیاید خط ام t دفعه اگر

E = {۰,۱} آن حالت فضای و گسسته زمان تصادفͬ فرآیند {Xt : t ⩾ صورت{۱ این در

آنͽاه باشد، ω = HHTTTH... صورت به آزمایش ͷی نتیجه است.اگر

X۳(ω) = X۴(ω) = X۵(ω) = و۰ X۱(ω) = X۲(ω) = X۶(ω) = ۱
کرد. بین٢ͬ پیش را بعد مراحل توان مͬ قبل مراحل در فرآیند اطلاعات از استفاده با

تصادفͬ فرآیند در اصلͬ مباحث ١�١�١

گویند. (s, t] فاصله در فرآیند رانمو t > s ،Xt−Xs تفاضل {Xt : t ⩾ ۰} فرآیند در نمو̰:

آن نمو̰ آن�گاه باشد، ١۵ و ۶ های حالت در ترتیب به ١٠ و ۵ های زمان در فرآیند اگر مثلا́

Stochastic Processes١

prediction٢



٣ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

است مستقل نمو̰های دارای فرآیند ͷی گوییم مͬ است. ١۵-۶=٩ برابر (۵,۱۰] فاصله در

تصادفͬ متغیر که زیر نمو̰های ۰ ⩽ t۱ < t۲ < t۳ < ... < tn هر و n هر ازای به اگر

باشند. مستقل هستند

X۰, Xt۱ −X۰, Xt۲ −Xt۱ , ..., Xtn −Xtn−۱

ازای به اگر فقط و اگر ماناست فرآیند ͷی {Xt : t ⩾ ۰} تصادفͬ فرآیند مانا: نمو̰

مانند ثابت طول با دیͽر زمان در X نمو با Xt − Xs یعنͬ t به s از X نمو s, t ∈ T

زمانͬ های فاصله در فرآیند نمو̰ ساختار فرآیند نوع این در باشد. توزیع هم Xt+h −Xs+h

Xt −Xs توزیع همچنین و نیست مهم فرآیند این در شروع نقطه و است برابر هم با یͺسان

دارد. ͬͽبست t− s به فقط

های فاصله روی آن مقادیر تغیرات اگر است مستقل های نمو̰ دارای فرآیند دیͽر عبارت به

ها t تمام برای Xt+s − Xt اگر است مانا های نمو̰ دارای و باشند مستقل نامتداخل زمانͬ

دو آن فاصله به فقط نقطه دو هر بین در مقادیر تغیرات توزیع یعنͬ باشند توزیع ͷی دارای

□ باشد. داشته ͬͽبست نقطه

هر و n ⩾ ۱ ازای به هرگاه گوییم مͬ اکید مانای را {Xt : t ⩾ ۰} فرآیند اکید: مانای

های متغیر توأم توزیع همان Xt۱ , Xt۲ , ..., Xtn توأم توزیع h ⩾ ۰ هر و t۱, t۲, t۳, ..., tn

باشد. Xt۱+h, Xt۲+h, ..., Xtn+h تصادفͬ

هم Xs و Xt ،s, t هر ازای به اکید مانای فرآیند هر در که شود مͬ نتیجه n = ۱ فرض با

تشͺیل تصادفͬ متغیر تمام یعنͬ ندارد. ͬͽبست t به Xt توزیع لذا و (h = t− s) اند توزیع

ͬͽبست t به میانͽین) (تابع E(Xt) که شود مͬ نتیجه اینجا از اند. توزیع هم فرآیند، دهنده

است. ثابت مقداری و ندارد

توام توزیع ،s, t هر ازای به اکید مانای فرآیند هر در که شود مͬ نتیجه n = ۲ فرض با

Xt, Xs توأم توزیع لذا و (h = −s) هستند توزیع هم X۰, Xt−s توأم توزیع و Xs و Xt

فقط Xt, Xs توأم توزیع بر مبتنͬ محاسبه هرگونه بنابراین دارد. t و s تفاضل به ͬͽبست فقط

ͬͽهمبست یا کواریانس تابع تواند مͬ محاسبات این جمله از دارد. t و s تفاضل به ͬͽبست

است. آمده زیر در که باشد

cov(Xs, Xt) = E(XtXs)− E(Xs)E(Xt)
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در کواریانس تابع به توجه با اند ثابت مقداری E(Xs) و E(Xt) ها فرآیند گونه این در چون

□ دارد. ͬͽبست t− s به E(XtXs) که مͬ�گیریم نتیجه اکید، مانای فرآیند

تابع دارای اولا˟ هرگاه گوییم مͬ ضعیف مانای را {Xt, t ∈ T} فرآیند ضعیف: مانای

(یعنͬ باشد داشته t − s تفاضل به ͬͽبست فقط آن کواریانس تابع ثانیاً باشد ثابت میانͽین

هست ضعیف مانای حتماً اکید مانای فرآیند هر تعریف این به توجه با باشد). t− s از تابعͬ

متغیر میانͽین تابع بودن ثابت وجود با Xt توزیع شاید که چرا نیست برقرار آن عͺس ولͬ

□ باشد.

داشته که طوری به باشند. ناهمبسته تصادفͬ متغیر دو B و A کنید فرض .٢�١�١ مثال

دلخواهͬ نقطه�ی ω کنید فرض همچنین . σ۲
A = σ۲

B = σ۲ و E(A) = E(B) = ۰ باشیم

بͽیرید. نظر در را زیر تصادفͬ متغیر t ⩾ ۰ هر ازای به باشد. (۰, π) فاصله در

Xt = A cos(ωt) +B sin(ωt)

نیست. اکید مانای ولͬ است ضعیف مانای فرآیندی {Xt : t ⩾ ۰} فرآیند که دهیم مͬ نشان

داشت خواهیم کواریانس و میانͽین تابع محاسبه با

E(Xt) = E(A) cos(ωt) + E(B) sin(ωt) = ۰

cov(Xt, Xs) = E(XtXs) = E[(A cos(ωt) + B sin(ωt))(A cos(ωs) + B sin(ωs))]

= E[A۲ cos(ωt) cos(ωs) + AB cos(ωt) sin(ωs) +BA sin(ωt) cos(ωs)

+B۲ sin(ωt) sin(ωs)] = cos(ωt) cos(ωs)E(A۲) + cos(ωt) sin(ωs)E(AB)

+ sin(ωt) cos(ωs)E(BA) + sin(ωt) sin(ωs)E(B۲)

برابر B و A امید (زیرا E(B۲) = E(A۲) = σ۲ و E(AB) = E(BA) = ۰ فرض بر بنا

پس اند) ناهمبسته دو هر و صفر

cov(Xt, Xs) = σ۲( cos(ωt) cos(ωs) + sin(ωt) sin(ωs)
)

= σ۲ cos(ω(t− s))
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t تفاضل به فقط آن ͬͽهمبست تابع و ثابت میانͽین تابع فرآیند این در که شود مͬ ملاحظه

است. ضعیف مانای فرآیند این پس دارد. ͬͽبست s و

Xs =

√
۲
۲ (A+B) گاه آن s = π

۴ω
اگر Xtو = B گاه آن ،t = π

۲ω
اگر فرآیند این در

در و کند مͬ تغییر کند مͬ اختیار فرآیند که مقادیری t و s تغییر با که شود مͬ ملاحظه و

نیست. اکید مانای فرآیند یعنͬ ماند نمͬ ثابت t تغییر با Xt توزیع نتیجه

برای گاه ،هر f(h) = o(g(h)) نویسیم مͬ و گوییم o(g) مرتبه از را f تابع .٣�١�تعریف١

limh→∞
f(h)

g(h)
= ۰ یا limh→۰

f(h)

g(h)
= ۰ باشیم داشته g(h) ̸= ۰

زیرا باشد مͬ x مرتبه از sinx۲ تابع مثال برای

limx→۰
sinx۲

x
= limx→۰x

sinx۲

x۲ = ۰×۱ = ۰

باشد هایͬ پیشامد کل تعداد Nt گاه هر را {Nt : t ⩾ ۰} تصادفͬ فرآیند .۴�١�١ تعریف

.[٢] گوییم شمارشͬ فرآیند ͷی کند صدق زیر شرایط در و است داده رخ t زمان تا که

Nt؛ ⩾ ۰ الف)

باشد؛ صحیح عدد ͷی Nt ب)

باشد؛ Nt ≥ Ns ،t > s ازای به ج)

باشد. مͬ (s, t] فاصله در افتاده اتفاق پیشامدهای تعداد برابر Nt−Ns ،t > s ازای به د)

□

گوییم λ > ۰ پارامتر با پواسن فرآیند را {Nt : t ⩾ ۰} شمارشͬ فرآیند .۵�١�١ تعریف

اگر[٢]:

N۰؛ = ۰ الف)

باشد؛ مانا و مستقل های نمو̰ دارای {Nt : t ⩾ ۰} ب)

به باشد λ(t − s) پارامتر با پواسن توزیع دارای Nt − Ns نمو̰ ،۰ < s < t ازای به ج)

دیͽر؛ عبارت
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P [Nt −Ns = k] = e−λ(t−s) (λ(t− s))k

k!
k = ۰,۱,۲, ...

□

شود. مͬ حاصل پواسن فرآیند برای زیر های ویژ�گͬ بالا تعریف از

به توجه با زیرا باشد، مͬ λt پارامتر با پواسن توزیع دارای Nt ،t > ۰ هر ازای به الف)

Nt؛ = Nt −N۰ بالا (د) شرط

توزیع در ریاضͬ امید مقدار و (الف) ویژ�گͬ به باتوجه پواسن فرآیند در میانͽین تابع ب)

است زیر صورت به پواسن،

E(Nt) = λt

،۰ < s < t کنید فرض شود. مͬ محاسبه زیر شͺل به پواسن فرآیند ͬͽهمبست تابع ج)

حالت این در

cov(Ns, Nt) = E(NtNs)− E(Nt)E(Ns)

= E((Nt −Ns +Ns)(Ns −N۰))− λ۲ts

= E((Nt −Ns)(Ns −N۰)) + E(N۲
s )− λ۲ts

= E(Nt −Ns)E(Ns) + E(N۲
s )− λ۲ts

زیر موارد و نمو̰ها استقلال از استفاده با

E(Nt −Ns) = λ(t− s), E(Ns) = λs, E(N۲
s ) = λs+ λ۲s۲

داشت خواهیم

cov(Ns, Nt) = λ(t− s)λs+ λs+ λ۲s۲ − λ۲ts = λs

آنͽاه ،t = s اگر و

cov(Ns, Nt) = var(Nt) = λt
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مͬ بدست زیر صورت به پواسن فرآیند ͬͽهمبست تابع بالا، محاسبات به توجه با پس

آید.

cov(Ns, Nt) = λmin{t, s} (١-١)

آورد. بدست را Ns و Nt ͬͽهمبست ضریب توان مͬ (١-١) به توجه با

corr(Ns, Nt) =
cov(Ns, Nt)√

var(Nt)
√

var(Ns)
=

λmin{t, s}√
λt
√
λs

=
min{t, s}√

st

=

√
s

t
(s < t)

=

√
s

s+ u
(u > ۰, t = s+ u)

ضریب بزرگتر) u) باشد بیشتر t و s بین فاصله چه هر که شود مͬ نتیجه اینجا از

از تابعͬ عنوان همبستͽͬ(به ضریب تابع نمودار شود. مͬ کمتر Ns و Nt ͬͽهمبست

است. زیر صورت به ثابت) s برای و u

پواسن فرآیند در ͬͽهمبست ضریب تابع :١-١ شͺل
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نتیجه هم (ج) از نیست. اکید مانای پواسن فرآیند که شود مͬ نتیجه (ب) و (الف) از

نیست. ضعیف مانای فرآیند این شود مͬ

آورد: بدست را زیر احتمالات توان مͬ آسانͬ به پواسن فرآیند تعریف از استفاده با د)

P [Nt+h −Nt = ۱] =
e−λh(λh)۱

۱!
= λhe−λh = λh[

∑∞
n=۰(−۱)n

(λh)n

n!
]

= λh[۱− λh+
λ۲h۲

۲!
+ ...] = λh− λ۲h۲ +

λ۳h۳

۳!
+ ... = λh+ o(h)

همچنین،

P [Nt+h −Nt = ۰] = e−λh = ۱− λh+ o(h)

داریم، و

P [Nt+h −Nt ⩾ ۲] = ۱− P [Nt+h −Nt = ۰]− P [Nt+h −Nt = ۱]

= ۱− (۱− λh+ o(h))− λh+ o(h)

= o(h)

قرار و باشد λ > ۰ پارامتر با پواسن فرآیند ͷی {Nt : t ⩾ ۰} فرآیند کنید فرض :١ نͺته

دهید

اتفاق) اولین دادن ورودی(رخ اولین برای لازم زمان :X۱

دوم و اول ورودی بین زمان :X۲
...

nامͬ و n−۱ام ورودی بین زمان :Xn

باشد. مͬ ۱
λ
میانͽین و نمایͬ توزیع با توزیع، هم و مستقل تصادفͬ های متغیر Xnها

باشد λ > ۰ پارامتر با پواسن فرآیند ͷی {Nt : t ⩾ ۰} فرآیند کنید فرض .۶�١�١ مثال

زمان تا اتفاقات تعداد بدانیم اگر باشند ها ورودی بین زمان دهنده نشان {Xn : n ⩾ ۰} و

بیاورید[٢]. بدست (۰, t) فاصله در را X۱ توزیع باشد، ͷی برابر t


