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චاری... ণپاس໋�
بخشید کرامت را انسان و قداست را قلم که بی�همتا یͺتای آن درگاه به فراوان سپاس و حمد
در تا مͬ�دانم لازم برخود اما بنشیند. ثمر به ͷکوچ تلاش این تا نهاد منت حقیر بنده بر و
رساله این راهنمایی بهروشکه هوشنگ دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از کوتاه مقدمه این
الطاف مورد مرا و بوده من راهنمای و مشوق همواره تحصیلͬ دوره�ی این در و پذیرفتند را

نمایم. سپاس�گذاری صمیمانه قرارداده�اند خویش عنایات و
داشته حضور اینجانب دفاعیه جلسه�ی در که داوران هیئت محترم اعضای کلیه از همچنین

نمایم. را تشͺر کمال نموده�اند، پایان�نامه تصصیح در را لازم راهنمایی�های و
مͬ�کنم تقدیم را خود قدردانͬ و مراتبتشͺر خالصانه�ترین کمترین، عنوان به نه ولͬ پایان در
بنده یاری�رسان و پشتیبان تحصیل، مدت طول در همواره که مادردلسوزم و فداکار پدر به

دارم. آرزو برایشان را سربلندی و عزت همیشه و بوده�اند
را متعال دهنده یاری آن بی�کران سپاس بس. و است خداوند نزد عزت آنکه، آخر سخن
اعتلای راه در ͷکوچ هرچند سهمͬ بتوانیم تا داده قرار مسیری ره�پوی را ما که سزاست

باشیم. داشته ایران عزیزمان میهن

قدیری فریبا
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چ مطالب فهرست

چیͺده ١.٠

مͬ�باشد. سرشت�شان هم�درجه�های و عناصر مرتبه بین ارتباطͬ یافتن نامه پایان این هدف

اینصورتسرشتتحویل�ناپذیری در باشد. آن از عنصری g و متناهͬ Gگروهͬ اگر چنانکه

a(χ) مͬ�تواند p مانند g مرتبه از اول علیه مقسوم هر ازای به چنانکه دارد Gوجود از χ چون

کند. عاد را

متناهͬ پذیر حل گروه سرشت، عنصر، مرتبه کلیدی: کلمات



ح مطالب فهرست

پیشͽفتار ٢.٠

ابزارهای کارآمدترین از ͬͺی سرشت�ها نظریه آن موازات به و متناهͬ نمایشگروه�های نظریه

اشخاصͬ توسط میلادی نوزدهم قرن اواخر در که است متناهͬ گروههای نظریه مطالعه�ای

گروه�ها بررسͬ سرشت، نظریه آ�نکه به توجه با گردید. فروبنیوس١وبرونساید٢مطرح چون

مͬ�کنیم فرض راستا این در آن�هاست. تحویل�ناپذیری سرشت�های مقادیر از استفاده با

در مͬ�باشد. G تحویل�ناپذیر سرشت�های تمام مجموعه�ی Irr(G) و متناهͬ گروه ͷی G

قسمتͬ خارج مجموعه تعریف ضمن این�صورت

a(χ) =
|G : Ker(χ)|

χ(١) ,

گویای عدد ͷی که مͬ�شویم، آشنا G از χ سرشت هم�درجه عنوان تحت دیͽری مؤلفه با

بررسͬ به مͬ�توان اعداد این روی معینͬ فرض تعیین با چͽونه اینکه و مͬ�باشد صحیح

پرداخت. G گروه ساختار
١Frobnius
٢Burnside



خ مطالب فهرست

پرداخته گروه ساختار بررسͬ به خواصهم���درجه���ها از استفاده با [٢] و [١] مرجع��های در

مربع�آزاد مرتبه�ی از هم��درجه��اش χ ∈ Irr(G) هر ازای به اگر مثال، عنوان به است. شده

مͬ�باشد. حل�پذیر G متناهͬ گروه آنگاه باشد،

g و متناهͬ حل�پذیر گروهͬ G اگر که سوال این به است مثبتͬ پاسخ نتیجه�مان اولین

چنان�که دارد وجود cdq(G) = {a(χ) | χ ∈ Irr(G)} از عنصری آیا باشد، آن از عنصری

باشد؟ g مرتبه اول علیه�ها�ی مقسوم همه�ی مجموعه شامل آن اول علیه�های مقسوم مجموعه

و اول فصل در مͬ�کنیم: اشاره است آمده پایان�نامه این در آنچه به کوتاه مقدمه این با

سرشت نظریه و گروه نظریه مورد در مقدماتͬ مفاهیم و مطالب بررسͬ به ترتیب به دوم

ابتدا سوم فصل در است. گرفته قرار استفاده مورد پایان�نامه سرتاسر در که مͬ�پردازیم

بررسͬ به سپس مͬ�دهیم. ارائه را باشند p−بسته که گروه��های برای سرشت نظریه از معیاری

فصل در مͬ��پردازیم. دارند کاربرد اصلͬ قضیه اثبات و فهم در که اساسͬ لم و قضیه چند

در که اصلͬ قضیه بررسͬ به باشد، حل��پذیر و متناهͬ گروهͬ G اینکه فرض با چهارم،

مͬ�پردازیم است، متناظرشان سرشت هم��درجه��های و عناصر مرتبه بین رابطه��ای یافتن پی

عناصر مرتبه بین رابطه قبل فصل مشابه مͬ�باشد، نیز پایانͬ بخش که پنجم فصل در .[١۵]

حذف را گروه حل��پذیری شرط که حالتͬ در منتها مͬ�یابیم، را متناظرشان سرشت وهم�درجه



د مطالب فهرست

دارای که شده ارائه ٣ آیزاکس مارتین توسط اثبات نحوه این است، ذکر به لازم کرده�ایم.

.[١٠] مͬ�باشد زیباتر و ساده�تر نسبتاً اثباتͬ

است: شده تنظیم و تهیه زیر مقاله دو براساس نامه پایان این که مͬ�کنیم یادآوری مجدداً

•G. Qian, A not on element orders and character codegrees, Arch. Math.

97(2011), 99-103.

•I. M. Isaacs, Element orders and character codegrees, Arch. Math.

97(2011), 499-501.

٣Martin Isaacs



١ فصل

متناهͬ گروه

گروه مقدماتͬ نظریه ١.١

نگاهͬ متناهͬ گروه�های نظریه�ی قضایای و تعاریف و نماد�ها از برخͬ به بخش این در

مͬ�کنیم. اثبات نیستند، متداول کتاب�ها در که را آن�ها از برخͬ و داشت خواهیم اجمالͬ

.x, g ∈ G همچنین ،G از زیرمجموعه ͷی X و گروه ͷی G کنید فرض .١.١.١ تعریف

از است عبارت مͬ�دهیم نشان ،xg نماد با که g توسط x مزدوج از منظور صورت این در

xg = g−١xg.

داریم: و مͬ�دهیم نشان ،xG نماد با را G در x تزویجͬ رده همچنین

xG = {xg | g ∈ G}.

١



٢ متناهͬ گروه .١ فصل

نرمال�ساز و مرکز�ساز آنگاه باشد، آن زیرمجموعه ͷیX و گروه ͷی G اگر تعریف٢.١.١.

نماد�های با ترتیب به را G در X

CG(X) = {g ∈ G | xg = x, x ∈ Xهر ازای ,{به

NG(X) = {g ∈ G | Xg = X}.

همچنین مͬ�باشند. G زیرگروه دو هر CG(X) و NG(X) که است واضح مͬ�دهیم. نشان

.HG(X) آنگاه باشد، G از زیرگروهͬ H و CG(X)ENG(X)

داده نمایش Z(G) نماد با را G مرکز باشد. دلخواهͬ گروه G کنید فرض .٣.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را آن و

Z(G) =
{
x ∈ G : g−١xg = x ; g ∈ Gهر ازای به

}
=

∩
x∈G

CG(x).

مͬ�باشد. نرمال زیرگروهͬ آبلͬ، گروه ͷی زیر�گروه هر .۴.١.١ تذکر

صورت این در .N ▹ G و است گروه ͷی G کنید فرض تناظر) (قضیه .۵.١.١ قضیه

شͺل به G/N زیرگروه�های و N شامل G زیر�گروه�های مجموعه�ی بین ͷی به ͷی تناظری

.N ▹G و بوده N شامل G زیرگروه H که است H/N

.[٧.٣ قضیه ،[١٩]] به شود رجوع برهان.



٣ متناهͬ گروه .١ فصل

است. آبلͬ G آنگاه باشد، دوری G/Z(G) کنید فرض .۶.١.١ قضیه

است موجود ،G از x چون عنصری پس است، دوری G/Z(G) که آنجایی از برهان.

نوشت: بتوان چنان�که

G/Z(G) =< xZ(G) > .

وجود n mو مانند طبیعͬ اعداد و a, b ∈ G فرضکنید است. آبلͬ G مͬ�دهیم نشان اکنون

داریم: چنان�که دارند،

aZ(G) = xmZ(G) , bZ(G) = xnZ(G).

چنان�که دارند وجود Z(G) در y و z عناصر

a = xmy , b = xnz,

داریم: این�رو از

ab = (xmy)(xnz) = xmyxnz = xmxnyz = xn+myz,

ba = (xnz)(xmy) = xnzxmy = xmxnyz = xm+nyz,

است. آبلͬ G و ab = ba لذا



۴ متناهͬ گروه .١ فصل

x ∈ G عنصر n حداکثر ،n صحیح عدد هر ازای به و متناهͬ گروهͬ G اگر .٧.١.١ تذکر

است. دوری G آنگاه ،xn = ١ که به��گونه�ای باشد داشته وجود

.[٧.٢ گزاره ،[١٩]] به شود رجوع برهان.

صورت این در باشد. آن زیرگروه H و متناهͬ گروه ͷی G �کنید فرض .٨.١.١ قضیه

.CG(H) = G اگر تنها و اگر H 6 Z(G)

مͬ�شود. حاصل G در H مرکزساز و مرکزگروه تعریف از بلافاصله برهان.

داریم: صورت این در .K EG و K 6 H 6 G کنید فرض .٩.١.١ لم

.[H,G] 6 H اگر تنها و اگر H EG (١)

.H/K 6 Z(G/K) اگر تنها و اگر [H,G] 6 K (٢)

داریم: g ∈ G هر و h ∈ H هر برای صورت این در .H E G کنید فرض (١) برهان.

.[H,G] 6 H لذا .[h, g] = h−١g−١hg ∈ H نتیجه در .g−١hg ∈ H

مͬ�شود. ثابت قبل قسمت مشابه عکس بر

داریم: g ∈ G هر برای صورت این در باشد. دلخواه h ∈ H کنید فرض (٢)

اگر تنها و اگر hgk = ghk اگر تنها و اگر [g, h] ∈ K



۵ متناهͬ گروه .١ فصل

.hk ∈ Z(G/K) اگر تنها و اگر (hk)(gk) = (gk)(hk)

عنصر هر مرتبه��ی که است، G یpͷ−زیرگروه G گروه ͷی از زیرگروهͬ تعریف١٠.١.١.

باشد. p اول عدد از توانͬ آن

مͬ�نامیم. ′p−گروه نکند، عاد را آن عضو هر مرتبه�ی p که گروهͬ .١١.١.١ تذکر

زیرگروه این هرگاه است. G یpͷ−زیرگروه١ G گروه ͷی از زیرگروهͬ .١٢.١.١ تعریف

باشد. یpͷ−گروه خود

دوری گروه�های مستقیم حاصل�ضرب مساوی متناهͬ، آبلͬ p−گروه هر .١٣.١.١ گزاره

است.

.[٣.١١ لم ،[١٨]] به شود رجوع برهان.

با را y و x جابجاگر صورت این در .X, Y 6 G ،x, y ∈ G کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف چنین و داده نشان [x, y] نماد

[x, y] = x−١y−١xy = x−١xy.

١p-Subgroup



۶ متناهͬ گروه .١ فصل

مͬ�شود: تعریف گونه این [X, Y ] زیرگروه

[X, Y ] = ⟨[x, y] |x ∈ X, y ∈ Y ⟩.

مͬ�نامیم. G (جابجاگر) مشتق زیرگروه را G′ = [G,G] ، خاص حالت در

صورت این در باشد. N ▹G و گروه ͷی G کنید فرض .١۵.١.١ قضیه

.G′ 6 N اگر فقط و اگر است آبلͬ G/N (١)

.G′ = {e} اگر فقط و اگر است آبلͬ G (٢)

است. آبلͬ G/G′ (٣)

،a, b ∈ G هر ازای به اگر فقط و اگر است آبلͬ G/N (١) برهان.

aNbN = bNaN ⇔ abN = baN ⇔

a−١b−١abN = N ⇔ [a, b] ∈ N,

.G′ =< [a, b] : a, b ∈ G >6 N اگر فقط و اگر است آبلͬ G/N دیͽر عبارت به

.N = {e} دهید قرار ،(١) قسمت در (٢)

است. آبلͬ G/G′ ،(١) بنا�بر لذا ،G′ 6 G′ چون (٣)



٧ متناهͬ گروه .١ فصل

عدد اول علیه�های مقسوم تمام مجموعه معرف ،π که مͬ�کنیم داد قرار .١۶.١.١ تعریف

است. n طبیعͬ

تعلق π به n اول علیه مقسوم هر هرگاه گوییم، یπͷ−عدد را nمثبت صحیح عدد (١)

باشد. داشته

مͬ�نامیم، G در یπͷ−عضو را g باشد. متناهͬ مرتبه�ای دارای g ∈ G فرضکنید (٢)

باشد. π−عدد ͷی |g| هرگاه

ͷی |G| هرگاه مͬ�نامیم، π−گروه ͷی را G باشد. متناهͬ گروهͬ G کنید فرض (٣)

باشد. عدد π

زیرگروه�ها صورتهمه�ی این در باشد. متناهͬ Gیπͷ−گروه فرضکنید .١٧.١.١ قضیه

π−گروه�اند. ،G قسمتͬ خارج گروه�های همه�ی و

،G قسمتͬ خارج گروه�های همه و زیرگروه�ها همه�ی مرتبه�های لاگرانژ قضیه بنابه برهان.

بشمارند. را |G| باید

زیرگروه را G Mاز حقیقͬ زیرگروه باشد، نابدیهͬ گروهͬ G فرضکنید تعریف١٨.١.١.

M < L < که به�طوری باشد نداشته وجود L مانند زیرگروهͬ هرگاه مͬ�نامیم G ماکسیمال

.G



٨ متناهͬ گروه .١ فصل

زیرگروه را G از N حقیقͬ زیرگروه باشد. نابدیهͬ گروهͬ G فرضکنید .١٩.١.١ تعریف

.M > L > ١ که به�طوری باشد نداشته وجود L مانند زیرگروهͬ هرگاه مͬ�نامیم G مینیمال

گروه�های مستقیم حاصل�ضرب مساوی یا G مینیمال نرمال زیرگروه هر .٢٠.١.١ نتیجه

ساده�ی گروه�های ضرب حاصل� مساوی یا ،p اول عدد ͷی ازای به است، Zp با ی�ͷریخت

است. ناآبلͬ

.[١٣.٢ نتیجه ،[١٩]] به شود رجوع برهان.

زیرگروه ͷی حداقل شامل G صورت این در ،G ̸= ١ کنید فرض .٢١.١.١ تعریف

را آن و مͬ�کنیم تعریف G ماکسیمال زیرگروه�های تمام اشتراک را Φ(G) است. ماکسیمال

مͬ�نامیم. G فراتین٢ͬ زیرگروه

زیرگروه Hرا صورت این در .H 6 G و متناهͬ گروه ͷی G فرضکنید تعریف٢٢.١.١.

از زیرمجموعه�ای π اگر همچنین .(|H|, |G : H|) = ١ باشیم داشته هرگاه ٣مͬ�نامیم، هال

هرگاه مͬ�نامیم، هال −π زیرگروه را H آنگاه باشد، آن مͺمل π′ و باشد اول اعداد

π(H) ⊆ π و π(|G : H|) ⊆ π′.

٢Frattini Subgroup
٣Hall



٩ متناهͬ گروه .١ فصل

باشیم داشته α ∈ Aut(G) هر ازای به که به�طوری ،H ≤ G کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف

مͬ�باشد. G مشخصه زیرگروه ͷی H گوییم .Hα ⊆ H

Z(G) و G′ زیرگروه دو همچنین .H E G آنگاه باشد، G مشخصه زیرگروه H اگر

مͬ�باشند. G گروه ͷی مشخصه زیرگروه�های از نمونه�هایی

صورت: این در باشند. G گروه از زیرگروه�هایی N و H کنید فرض .٢۴.١.١ قضیه

.N EG آنگاه باشد، N مشخصه زیرگروه H ،N EG اگر (١)

مͬ�باشد. G مشخصه گروه زیر H آنگاه باشد، هال ،N EH اگر (٢)

[١.٣.٢. قضیه ،[١٣]] به شود رجوع برهان.

و هستند متناهͬ اندیس از دو هر که به�طوری H,K 6 G اگر .٢۵.١.١ قضیه

.G = HK آنگاه ،(|G : H|, |G : K|) = ١

.[٢.١.٨ قضیه ،[١٧]] به شود رجوع برهان.

|H| | |G| که مͬ�دانیم لاگرانژ قضیه�ی بنابر ،H 6 G و باشد متناهͬ گروه ͷیG هرگاه

Gدارای که گفت مͬ�توان آیا ،n | |G| فرضاینکه با یعنͬ است؟ برقرار نیز آن عکس آیا ولͬ

از توانͬ n اگر اما است، منفͬ کلͬ حالت در سوال این جواب است؟ n مرتبه از زیرگروهͬ



١٠ متناهͬ گروه .١ فصل

به زیر در که مͬ�باشد، ۴ سیلو به مربوط قضیه�ای این است. مثبت جواب باشد اول عدد ͷی

مͬ�کنیم. اشاره آن�ها

زیرگروه −pͷی باشد. اول عدد ͷی p و متناهͬ گروه ͷی G فرضکنید تعریف١.١.٢۶.

p−زیرگروه�های تمام مجموعه�ی مͬ�نامند. G از سیلو p−زیرگروه ͷی را G از ماکسیمال

مͬ�دهیم. نشان Sylp(G) نماد با را G سیلو

صورت این در باشد. اول عدد ͷی p و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢٧.١.١ قضیه

مͬ�کند، عاد را گروه مرتبه که p توان بزرگ�ترین با است برابر سیلو p−زیرگروه ͷی مرتبه

مͬ�باشند. مزدوج باهم G سیلو p−زیرگروه�های همه�ی همچنین

.[٣.٢.٣ قضیه ،[١٣]] به شود رجوع برهان.

در کند. عاد را G مرتبه p اول عدد و است متناهͬ گروه ͷی G فرضکنید .٢٨.١.١ قضیه

است. زیرگروه P−سیلو دارای Gصورت این

.[۶.٣ قضیه ،[١٩]] به شود رجوع برهان.

اگر ،P EGصورت این در است. G زیرگروه یpͷ−سیلو P فرضکنید .٢٩.١.١ نتیجه

باشد. G سیلو زیرگروه تنها P اگر تنها و
۴Sylow


