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چکیده:

دیفرانسیل هندسه�ی در پرجاذبه تحقیقاتی زمینه�های از یکی لی گروه�های و همگن فضاهای هندسی خواص مطالعه�ی
سولیتن پایا، اتصالی و مختلط ساختارهای همگن، ژئودزی�های مطالعه�ی به می�توان خواص این جمله�ی از که است
ابتدا رساله این در این�رو از هستند. مکانیک و فیزیک در متعددی کاربردهای دارای که نمود اشاره غیره و پایا ریچی
شکل و شده�اند مطرح آ بزک توسط ١٩٨٠ سال در که می�گیریم نظر در Mرا ۲n+۱ پذیر حل لی گروه�های از کلاس یک
سپس می�کنیم. بیان فضاها این روی بر لوران و ریمان حالت دو در را آن�ها نوع و همگن ساختارهای همه�ی از دقیقی
می�کنیم ثابت لوران حالت در و می�پردازیم فضاها این از چپ پایای دلخواه برداری میدان یک انرژی تابع بررسی به
نیستند. فضاگون انرژی تابع برای بحرانی نقطه�ی فضاها این روی بر زمان�گون برداری میدان�های از هیچ�کدام که
و کرده معرفی فضاها این روی را پذیر نیمه�توازی و پذیر توازی ژئودزی، کاملا ابررویه�های از دقیقی شکل هم�چنین
ندارند. وجود چپ پایای ریچی سولیتن و یامابی سولیتن پایا، اتصالی ساختارهای فضاها این روی که می�کنیم ثابت
نظر در را همگن فضاهای فیزیک، در رندرز مترهای خاص به�طور و فینسلر مترهای اهمیت به توجه با ادامه در
می�پردازیم لی گروه�های روی هندسی ساختار یک بندی رده و �معرفی به و شده�اند مجهز رندرز مترهای به که می�گیریم
یک فضاها این هندسی ویژگی�های مطالعه�ی از استفاده با سرانجام شده�اند. مجهز بروالد نوع از رندرز متر یک به که
روی بر داگلاس نوع از رندرز مترهای برای نتیجه دو و داده بهبود را پذیر تحویل رندرز همگن فضاهای برای قضیه

می�دهیم. تعمیم را فضاها این
اتصالی ساختارهای همگن، ژئودزی�های همگن، منیفلدهای پذیر، حل لی گروه�های کلیدی: کلمات
چپ. پایای رندرز مترهای همگن، ساختارهای چپ، پایای ریچی سولیتن چپ، پایای مختلط و
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چکیده:

از که است دیفرانسیل هندسه�ی در پرجاذبه تحقیقاتی زمینه�های از یکی لی گروه�های و همگن فضاهای هندسی خواص مطالعه�ی

اشاره غیره و پایا ریچی سولیتن پایا، اتصالی و مختلط ساختارهای همگن، ژئودزی�های مطالعه�ی به می�توان خواص این جمله�ی

پذیر حل لی گروه�های از کلاس یک ابتدا رساله این در این�رو از هستند. مکانیک و فیزیک در متعددی کاربردهای دارای که نمود

آن�ها نوع و همگن ساختارهای همه�ی از دقیقی شکل و شده�اند مطرح ١ بزک توسط ١٩٨٠ سال در که می�گیریم نظر در Mرا ۲n+۱

چپ پایای دلخواه برداری میدان یک انرژی تابع بررسی به سپس می�کنیم. بیان فضاها این روی بر لوران و ریمان حالت دو در را

نقطه�ی فضاها این روی بر زمان�گون برداری میدان�های از هیچ�کدام که می�کنیم ثابت لوران حالت در و می�پردازیم فضاها این از

روی را پذیر نیمه�توازی و پذیر توازی ژئودزی، کاملا ابررویه�های از دقیقی شکل هم�چنین نیستند. فضاگون انرژی تابع برای بحرانی

چپ پایای ریچی سولیتن و یامابی سولیتن پایا، اتصالی ساختارهای فضاها این روی که می�کنیم ثابت و کرده معرفی فضاها این

نظر در را همگن فضاهای فیزیک، در رندرز مترهای خاص به�طور و فینسلر مترهای اهمیت به توجه با ادامه در ندارند. وجود

یک به که می�پردازیم لی گروه�های روی هندسی ساختار یک بندی رده و �معرفی به و شده�اند مجهز رندرز مترهای به که می�گیریم

فضاهای برای قضیه یک فضاها این هندسی ویژگی�های مطالعه�ی از استفاده با سرانجام شده�اند. مجهز بروالد نوع از رندرز متر

می�دهیم. تعمیم را فضاها این روی بر داگلاس نوع از رندرز مترهای برای نتیجه دو و داده بهبود را پذیر تحویل رندرز همگن

مختلط و اتصالی ساختارهای همگن، ژئودزی�های همگن، منیفلدهای پذیر، حل لی گروه�های کلیدی: کلمات

چپ. پایای رندرز مترهای همگن، ساختارهای چپ، پایای ریچی سولیتن چپ، پایای
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١ فصل

مقدمه

زیرگروه یک H و لی گروه یک G آن در که Mباشد = G
H فرم به هرگاه می�نامیم، همگن فضای یک Mرا منیفلد یک

گروه�های می�شود. تبدیل لی گروه یک به همگن فضای باشد همانی گروه یک H اگر نتیجه در است. G از بسته

مطالعه�ی این�رو از می�کنند. برقرار توپولوژی و جبر یعنی ریاضی از بزرگ شاخه�ی دو بین نزدیک رابطه�ی یک لی

که است دیفرانسیل هندسه�ی در جاذبه پر تحقیقاتی زمینه�های از یکی لی گروه�های و همگن فضاهای هندسی خواص

پایا ریچی سولیتن پایا، تماسی و مختلط ساختارهای همگن، ژئودزی�های مطالعه�ی به می�توان خواص این جمله�ی از

در همگن ژئودزی�های مثال عنوان به هستند. مکانیک و فیزیک در متعددی کاربردهای دارای که نمود اشاره غیره و

این�رو از .([١١] دارند( کاربرد جاذبه میدان حرکت به مربوط مسائل در که هستند تعادل نسبیت با متناظر مکانیک

کاهش مناسب منیفلد یک در ژئودزی معادله�ی به را کلاسیک مکانیک سیستم�های از بسیاری حرکت معادله�ی می�توان

از تعمیمی معادله�هایی چنین که می�دهد نشان متفاوت، فضاهای روی بر باردار ذرات حرکت مطالعه�ی هم�چنین داد.

هستند. همگن ژئودزی یک معادله�ی

جبری شرط یک آن�ها حقیقت در شد. شروع ٢ وینبرگ و کاستنت ،١ هرمان وسیله�ی به همگن ژئودزی�های مطالعه�ی

دارای g ریمانی چپ پایای متر با G لی گروه که کرد ثابت ٣ کاجزر سپس نمودند. پیدا همگن ژئودزی یک برای را

و ۴ کوالسکی توسط ٢٠٠٠ سال در مطالعه این می�گذرد. آن همانی نقطه�ی از که است همگن ژئودزی یک حداقل

که m بعد با (GH , g) ریمانی همگن منیفلد که کردند ثابت هم�چنین آنان کرد. پیدا تعمیم همگن منیفلدهای به ۵ سزنت

Hermann١

Vinberg and Kostant٢

Kajzer٣

Kowalski۴

Szenthe۵
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تعداد روی بر مطالعه زمینه�ی این�رو از می�پذیرد. ضربی متعامد ژئودزی m تعداد است پذیر حل لی گروه یک G آن در

این جمله�ی از شد. مطرح نبودند نیمه�ساده لی گروه�های دارای که همگن منیفلدهای روی ضربی متعامد ژئودزی�های

گروه�های از کلاس یک روی بر همگن ژئودزی�های بررسی به نویسندگان آن در که نمود اشاره [٢٢] به می�توان مطالعات

و شدند مطرح فیزیک در ٢٠٠۶ سال در ریمان شبه حالت در همگن ژئودزی�های پرداخته�اند. M ۲n+۱ پذیر حل لی

طبیعی سوال یک گرفته انجام مطالعات روند به توجه با یافتند. گسترش آفین حالت به مفاهیم این ٢٠٠٩ سال در

لوران حالت در M ۲n+۱ پذیر حل لی گروه�های روی بر همگن ژئودزی�های برای آمده به�دست نتایج آیا که است این

سوم فصل در حقیقت در است. سوال این به دادن پاسخ رساله این اهداف از یکی نه؟ یا است ریمان حالت با مشابه

مقدمه�ای نتیجه این می�پردازیم. لوران حالت Mدر ۲n+۱ پذیر حل لی گروه�های روی بر همگن ژئودزی�های مطالعه�ی به

شکل ابتدا فصل این در حقیقت در شود. پرداخته فضاها این روی بر هندسی ویژگی�های سایر مطالعه�ی به که می�شود

سپس می�کنیم. بیان فضاها این روی لوران و ریمان حالت دو در را آن�ها نوع و همگن ساختارهای همه�ی از دقیقی

ثابت لوران حالت در و می�پردازیم فضاها این روی بر چپ پایای دلخواه برداری میدان یک از انرژی تابع بررسی به

نیستند. فضاگون انرژی تابع برای بحرانی نقطه�ی فضاها این روی زمان�گون برداری میدان�های از هیچ�کدام که می�کنیم

در و می�شود بیان فضاها این روی بر پذیر نیمه�توازی و پذیر توازی ژئودزی، کاملا ابررویه�های از دقیقی شکل سپس

ندارند. وجود چپ پایای ریچی سولیتن و پایا تماسی ساختارهای فضاها این روی که می�شود ثابت ادامه

اختصاص همگن فضاهای از خانواده دو روی بر هندسی ویژگی�های مطالعه�ی به بخشاست دو شامل که چهارم فصل در

فضای یک از مثالی عنوان به منیفلد این می�گیریم. نظر در را SO(۷)
U(۳) پرچم منیفلد اول بخش در حقیقت در دارد.

طبیعی به�طور ولی است)، g.o. یکفضای هستند(یعنی همگن آن� ژئودزی�های تمام که است ویژگی این دارای همگن

قرار [٢٩] و [١۵] ،[١٢] جمله از تحقیقات از بسیاری توجه مورد منیفلد این دلیل همین به نیست. پذیر تحویل

سپس و می�آوریم به�دست منیفلد این روی را کیلر ساختارهای دقیق شکل ابتدا بخش این در این�رو از است. گرفته

هستند. ساساکی ساختارها این که شد خواهد داده نشان و می�شود بیان آن روی بر بعدی ١٣ سازی�های تماسی تمام

این از دوم بخش در می�نماییم. بیان همگن فضای این روی نیز را آن�ها نوع و همگن ساختارهای دقیق شکل هم�چنین

مدل�های سیگما در که مختلط ابر پارا ساختارهای می�گیریم. نظر در را مختلط ابر پارا بعدی چهار لی گروه�های فصل

را بعدی -۴ ابرمختلط لی گروه�های ۶ باربریز [١٣] در دارند. فیزیک در مهمی کاربردهای می�شوند ظاهر ابرمتقارن

سپس گرفت. انجام [١۶] در مختلط ابر پارا حالت در بلازیک و وکمیروی وسیله�ی به بندی رده این نمود. بندی رده

آورد. به�دست فضاها این روی بر را برشی انحنای و چیویتا لوی التصاق�های از دقیقی شکل [۴٩] در مقدم سلیمی

و فضاها این روی بر همساز نگاشت�های تمام از دقیقی شکل بیان به ابتدا فصل این از دوم بخش در دلیل همین به

و ریچی سولیتن هم�چنین می�شود. پرداخته فضاها این روی بر دلخواه برداری میدان یک انرژی محاسبه�ی به سپس

انیشتین مختلط ابر پارا چهاربعدی لی گروه�های وجود اثبات می�شوند. بیان فضاها این روی چپ پایای یامابی سولیتن

Barberis۶
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است. بخش این دیگر نتایج از

مترهای می�گیریم. نظر در شده�اند مجهز رندرز مترهای به که را همگن فضاهای است بخش سه شامل که پنجم فصل در

از که اینگاردن وسیله�ی به مترها این شدند. مطرح رندرز توسط نسبیت نظریه�ی مطالعه�ی حین در بار نخستین رندرز

به توجه با شدند. نامگذاری رندرز مترهای عنوان تحت نمود استفاده الکترون یک نسبی حرکت توصیف برای آن�ها

ویژگی�های گسترش و تعمیم هندسه در اساسی مسائل از یکی هستند ریمان مترهای از تعمیمی رندرز مترهای اینکه

مقالات به می�توان زمینه این در است. فینسلر حالت کلی به�طور و رندرز به ریمان حالت از همگن فضاهای هندسی

حالت در همگن ژئودزی�های هندسی ویژگی� مورد در هم�چنین .([۵۵ ،٢٧ ،٢۶] (مراجع نمود اشاره هو و هایو دنگ،

در دنگ اخیراً .([۴۴–۴٢ ،۴٠] نمود(مراجع اشاره تومانیان و لطیفی رضوی، مقالات به می�توان رندرز و فینسلر

پرداخته زمینه این در مختلف نشریات در شده چاپ مطالب گردآوری به رندرز” همگن ”فضاهای عنوان تحت کتابی

یکی رندرز به ریمان حالت از همگن ساختارهای تعمیم زمینه این در گرفته انجام مطالعات به توجه با .([٢۵] است(

سال در ٧ کارتان مطالعات با ریمان حالت در همگن ساختارهای پیدایش داد. انجام می�توان که است کارهایی از

یک از استفاده با ١٩۵٨ سال در ٩ سینگر و ٨ امبروز سپس آمد. وجود به ریمانی متقارن فضاهای روی بر ١٩٢۶

روی بر را مطالعه این شد نامیده همگن ساختار وانهک١٠ و تریسری وسیله�ی به بعدها که S تانسوری میدان -(۲, ۱)

ریمانی شبه حالت به را ساختارها این اوبینا و گادیا ١٩٩٢ سال در سرانجام دادند. تعمیم ریمانی همگن فضاهای

است گرفته انجام متفاوت فضاهای روی بر ساختارها این یافتن برای فراوانی مطالعات تاکنون هم�چنین دادند. تعمیم

رده و معرفی به ابتدا فصل این اول بخش در این�رو از نمود. اشاره [١۴ ،۴] مراجع به می�توان آن�ها جمله�ی از که

مجهز بروالد نوع از چپ پایای رندرز متر یک به که می�پردازیم لی گروه�های روی بر رندرز همگن ساختار یک بندی

بهبود به دوم بخش در می�آوریم. به�دست بعدی سه لی گروه�های روی را رندرز همگن ساختارهای تمام سپس شده�اند.

سوم بخش در سرانجام و �پرداخته (M = G
H , F ) پذیر تحویل طبیعی به�طور رندرز همگن فضاهای برای نتیجه یک

شده�اند. مجهز داگلاس نوع از رندرز متر یک به که می�کنیم مطالعه را همگن فضاهای از خانواده�ای هندسی ویژگی�های

است. بخش این نتایج جمله از [۵٠] و [۴٨] مراجع از قضایایی تعمیم

است نموده Mاستفاده ۲n+۱ پذیر حل لی گروه�های نمایش برای Gn نماد از [٣٠] مرجع اینکه به توجه با رساله این در

می�نماییم. استفاده لی گروه�های این نمایش برای نماد همین از

Cartan٧

Ambrose٨

Singer٩

Vanhecke and Tricerri١٠
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اولیه مفاهیم و تعاریف

مهم�ترین می�پردازیم. رندرز مترهای و همگن فضاهای ریمانی، هندسه�ی از مفاهیم و تعاریف بعضی بیان به فصل این در

.[٢۵] و [۴٧ ،٣۵] از عبارتند بخش�ها این در استفاده مورد مراجع

ریمانی هندسه�ی بر مروری ١.٢

کرد خواهیم استفاده آن�ها از بعد فصل�های در که ریمانی هندسه�ی در موجود مفاهیم برخی یادآوری به را بخش این

می�دهیم. اختصاص

C∞(p) اگر باشد. هموار خم یک γ : (−ε, ε) → M و هموار منیفلد یک M کنید فرض ١.١.٢ تعریف

عملگر آن�گاه باشند، هموار γ(۰) = p نقطه�ی از همسایگی یک در که باشد f : M → R توابع تمام مجموعه�ی

بردار یک می�شود. نامیده p نقطه�ی در γ خم بر مماس بردار γ′(۰)(f) = d(f◦γ)
dt تعریف(۰) با γ′(۰) : C∞(p) → R

می�شود. نامیده p نقطه�ی در M بر مماس بردار یک ،γ(۰) = p نقطه�ی در γ : (−ϵ, ϵ) →M هموار خم بر مماس

از p نقطه�ی در مماس بردارهای مجموعه�ی این�صورت در باشد. هموار منیفلد یک M کنید فرض ٢.١.٢ تعریف

مماس فضاهای از مجزا اجتماع Mمی�نامند. منیفلد بر مماس فضای را آن و می�دهند نمایش TpM با Mرا منیفلد

می�شود. نامیده مماس کلاف (TM = ⊔p∈MTpM)

میدان یک باشد. مماس کلاف تصویر نگاشت πM : TM →M و هموار منیفلد Mیک کنید فرض ٣.١.٢ تعریف

هر به X واقع در .πM ◦X = ۱M که نحوی به است X :M → TM مانند هموار Mنگاشتی روی هموار برداری

نمایش χ(M) با را هموار برداری میدان�های مجموعه�ی می�کند. نظیر را Xp ∈ TpM مماس بردار p ∈ M نقطه�ی

می�دهند.
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(دوگان χ(M)∗ = HomC∞(M)(χ(M), C∞(M)) دهیم قرار M هموار منیفلد� برای اگر ۴.١.٢ تعریف

میدان یک آن�گاه می�دهد)، نمایش را M بر هموار توابع تمام مجموعه�ی C∞(M) آن در که ،χ(M) مجموعه�ی

نگاشت یک از است عبارت M روی (k, l) نوع از تانسوری

χ(M)× · · · × χ(M)︸ ︷︷ ︸
k

×χ(M)∗ × · · · × χ(M)∗︸ ︷︷ ︸
l

→ C∞(M)

باشد. -خطی C∞(M) مؤلفه�هایش تک تک به نسبت که به�طوری

⋆ � است. R۲ روی (۱, ۱) نوع از تانسوری میدان یک J = ∂
∂x ⊗ dx+ ∂

∂y ⊗ dy نگاشت ۵.١.٢ مثال

میدان یک از است عبارت M روی ریمانی متر یک باشد. هموار منیفلد� یک M کنید فرض ۶.١.٢ تعریف

تعریف با gp := g|TpM⊗TpMTpM ⊗ TpM → R تحدید p ∈ M هر برای که به�طوری (۲, ۰) نوع از تانسوری

کند. صدق زیر شرایط در gp(Xp, Yp) = g(X,Y )(p)

آن�گاه ،gp(Xp, Xp) = ۰ اگر و gp(Xp, Xp) ⩾ ۰ ،Xp ∈ TpM هر برای یعنی باشد، مثبت معین به�طور g (۱)

باشد. ناتباهیده g یعنی Xp = ۰

.gp(Xp, Yp) = gp(Yp, Xp) ،Xp, Yp ∈ TpM هر برای یعنی باشد، متقارن g (۲)

⋆ � است. Rn روی ریمانی متر یک g =

n∑
i=۱

(dxi)۲ متر ٧.١.٢ مثال

یک {e۱, · · · , en} و باشد M روی نامعین ریمانی متر یک g و هموار منیفلد یک M کنید فرض ٨.١.٢ تعریف

و gp(ei, ei) = ±۱ ،i ̸= j هر ازای به (یعنی باشد p نقطه�ی در M بر مماس فضای برای یکه متعامد شبه پایه�ی

برای و gp(ei, ei) = ۱ ،۱ ≤ i ≤ p برای آن در که (p, n − p) مرتب زوج به این�صورت در .(gp(ei, ej) = ۰

می�گویند. متر این (علامت) نماد gp(ei, ei) = −۱ ،p+ ۱ ≤ i ≤ n

(p, n + ۱ − p) نماد از Rn+۱ منیفلد� برای g̃ = dx۲۱ + · · · + dx۲p − dx۲p+۱ − · · · − dx۲n+۱ متر ٩.١.٢ مثال

⋆ � است.

یک از است عبارت n = p+ q بعد Mبا هموار منیفلد� روی (p, q) نماد از g ریمانی شبه متر یک ١٠.١.٢ تعریف

متری چنین به که را M منیفلد� باشد. (p, q) نماد از و متقارن ناتباهیده، که به�طوری (۲, ۰) نوع از g تانسوری میدان

می�نامند. �ریمانی شبه منیفلد� یک باشد، شده مجهز

یک (M, g) و ریمانی متر یک g است)، معین مثبت g که وقتی (یعنی q = ۰ اگر فوق تعریف در ١١.١.٢ تذکر

نامیده لورنتسی منیفلد� یک (M, g) و لوران متر یک g ،( p > ۰ و )q = ۱ که حالتی در و بود خواهد ریمانی منیفلد�

می�شود.
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و زمان�گون فضاگون، ترتیب به (M, g) لورنتسی منیفلد� یک از x نقطه�ی یک در v مماس بردار یک ١٢.١.٢ تذکر

.gx(v, v) = ۰ و gx(v, v) < ۰ ،gx(v, v) > ۰ باشیم داشته ترتیب به هرگاه می�شود نامیده نورگون

فرض با Sn منیفلد� زیر و می�کند القا Rn+۱ روی ریمانی شبه متر یک ٩.١.٢ مثال در g̃ ریمانی متر ١٣.١.٢ مثال

⋆ � است. لورنتسی منیفلد� یک n = pفرض با و ریمانی منیفلد� یک n = p− ۱

نگاشت یک T : χ(M)× · · · × χ(M)︸ ︷︷ ︸
k

→ C∞(M) و هموار منیفلد� یک M کنید فرض ١۴.١.٢ تعریف

کند صدق زیر شرایط در که به�طوری باشد پذیر دیفرانسیل

داشته Xi, Yi ∈ χ(M) و f۱, f۲ ∈ C∞(M) هر برای یعنی باشد مدولی) (همریختی خطی k نگاشت یک T (١)

باشیم

T (X۱, · · · , f۱Xi + f۲Yi, · · · , Xk) = f۱T (X۱, · · · , Xi, · · · , Xk) + f۲(X۱, · · · , Yi, · · · , Xk).

کند تغییر آن علامت هم کنار مؤلفه�های تغییر با یعنی باشد متناوب T (٢)

T (X۱, · · · , Xi, · · · , Xj , · · · , Xn) = −T (X۱, · · · , Xj , · · · , Xi, · · · , Xn).

با را M روی متناوب k-تانسورهای تمام اجتماع می�شود. نامیده M روی متناوب k-تانسور یک T این�صورت در

می�دهند. نمایش ∧k(M)

ω : M → نگاشت یک از است عبارت M روی (k درجه�ی از فرم یک (یا k-فرمی میدان یک ١۵.١.٢ تعریف

مجموعه�ی کند. صدق π ◦ ω = idM رابطه�ی در π : ∧k(M) → M تصویر نگاشت گرفتن نظر در با که ∧k(M)

می�دهند. نمایش Ωk(M) با را فرمی�ها -k تمام

توابع برای آن�گاه باشد، {e۱, e۲} دوگان با R۲ برای یکه متعامد پایه�ی یک {e۱, e۲} و V = R۲ اگر ١۶.١.٢ مثال

در ٢-فرمی هر w۱۲ حقیقی تابع برای و w = w۱e
۱+w۲e

۲ به�صورت ∧۱(R۲) = (R۲)∗ در ١-فرمی یک wi حقیقی

⋆ � است. w = w۱۲e
۱ ∧ e۲ به�صورت ∧۲(R۲)

I = (−ϵ, ϵ) که γ : I →M و پذیر دیفرانسیل منیفلد� Mیک آن در که X ∈ χ(M) کنید فرض ١٧.١.٢ تعریف

خم یک را γ خم این�صورت در . X(γ(t)) = γ′(t) ، t ∈ I هر برای که نحوی به باشد، پذیر دیفرانسیل خم یک

گویند. X برای انتگرال
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به�صورت t ∈ R برای R۳ روی X = y ∂
∂x + y ∂

∂y + ۲ ∂
∂z برداری میدان انتگرال خم�های ١٨.١.٢ مثال

γ(t) = (aet + b, aet, ۲t+ c),

⋆ � هستند. c و b ،a حقیقی های ثابت با

در باشد. X انتگرال خم یک γp : I → M و p ∈ M نقطه�ی از همسایگی یک W کنید فرض ١٩.١.٢ تعریف

گویند. X موضعی شار φ(t, p) = γp(t) تعریف با φ : I ×W →M پذیر دیفرانسیل نگاشت به این�صورت

تعریف ϕt(p) = γp(t) = φ(t, p) به�صورت را ϕt : M → M ١ وابرسانی موضعی، شار یک ٢٠.١.٢ تذکر

می�کند.

(x, y) ∈ R۲ هر برای این�صورت در R۲باشد. روی برداری میدان یک Z = xy ∂
∂y−

x۲

۲
∂
∂x فرضکنید ٢١.١.٢ مثال

است زیر به�صورت Z موضعی شار ∂φ
∂t |t=۰ = Z رابطه�ی از استفاده با

φ(t, (x, y)) = (
۲x

۲+ xt
,
y

۴(tx+ ۲)۲).

⋆ �

به�صورت X جهت در Y لی مشتق p ∈M نقطه�ی و X,Y ∈ χ(M) برداری میدان دو هر برای ٢٢.١.٢ تعریف

(LXY )p = lim
t→o

۱
t
(Yp − φt∗Yφ−۱

t (p)
) = − d

dt
|t=۰(φt∗Yφ−۱

t (p)
),

گرفتن نظر در با ω لی مشتق ω دیفرانسیل فرم یک برای هم�چنین است. X موضعی شار φt آن در که می�شود تعریف

می�شود تعریف زیر به�صورت p در X

(LXω)p = lim
t→۰

۱
t
(ωp − φt

∗ωφt(p)) = − d

dt
|t=۰(φt

∗ωφt(p)).

روابط در X جهت در لی مشتق ω فرمی r و X,Z, Y۱, . . . , Yr ∈ χ(M) برداری میدان�های برای ٢٣.١.٢ تذکر

می�کند صدق زیر

LX(ω(Y۱, . . . , Yr)) = (LXω)(Y۱, . . . , Yr)+
r∑
i=۱

ω(Y۱, . . . , Yi−۱, [X,Yi], Yi+۱, . . . , Yr),

LXZ = [X,Z].

در با این�صورت در باشد. آن مماس کلاف TM و n بعد از ریمانی شبه یکمنیفلد� (M, g) فرضکنید تعریف١.٢.٢۴

diffeomorphism١
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kerTπ =: V (TM) یعنی Tπ : T (TM) → TM نگاشت هسته�ی ،π : TM →M تصویری نگاشت گرفتن نظر

زیرکلافی kerφاین�صورت در φ : T (TM) → V (TM) دهیم قرار اگر هم�چنین می�شود. نامیده TM عمودی کلاف

نقطه�ی هر در و T (TM) = V (TM)⊕H(TM) نتیجه در می�شود. نامیده TM افقی کلاف که است T (TM) از

شکافته زیر به�صورت عمودی و افقی فضای زیر دو به T(x,u)(TM) مماس فضای TM مماس کلاف از (x, u)

.([۴۶] ک ر. می�شود(

T(x,u)(TM) = H(x,u)(TM)⊕ V(x,u)(TM) := H(x,u) ⊕ V(x,u).

بالابر (که Xh ∈ H(x,u) بردار یک آن�گاه باشد، M بر مماس بردار یک X اگر فوق تعریف در ٢۵.١.٢ تعریف

صدق π∗(X
h) = X رابطه�ی در π : TM → M نگاشت برای که به�طوری دارد وجود می�شود)، نامیده X افقی

همه�ی برای که می�شود داده نمایش Xv ∈ V(x,u) به�صورت X ∈ TxM بردار یک از عمودی بالابر هم�چنین می�کند.

یک X → Xv نگاشت به�علاوه می�شود. تعریف (df)(x, u) = uf با Xv(df) = Xf به�صورت M روی f توابع

هم�چنین می�کند. ایجاد H(x,u) و TxM بین یک�ریختی یک X → Xh نگاشت و V(x,u) و TxM بین یک�ریختی

نوشت. X,Y ∈ TxM آن در که Z̃ = Xh + Y v یکتای به�صورت می�توان را Z̃ ∈ T(x,u)(TM) مماس بردار هر

می�شود تعریف زیر به�صورت یکتا به�طور TM روی gs ساساکی متر این�صورت در

gs(x,u)(X
h, Y h) = gx(X,Y ), gs(x,u)(X

v, Y h) = gs(x,u)(X
h, Y v) = ۰, gs(x,u)(X

v, Y v) = gx(X,Y ),

.([١٩] ک ر. )Xv ∈ V(x,u)(TM) و Xh ∈ H(x,u)(TM) آن در که

یک از است عبارت M روی آفین التصاق یک باشد. پذیر دیفرانسیل منیفلد� یک M کنید فرض ٢۶.١.٢ تعریف

روابط در f, g ∈ C∞(M) و X,Y, Z ∈ χ(M) هر برای که به�طوری ∇ : χ(M) × χ(M) → χ(M) نگاشت

کند صدق زیر

(i)∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z,

(ii)∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(iii)∇X(fY ) = (X.f)Y +f∇XY.

∇ یکتای التصاق یک این�صورت در باشد. �ریمانی) شبه (یا ریمانی منیفلد� یک (M, g) کنید فرض ٢٧.١.٢ قضیه

که دارد وجود M روی

.∇XY −∇YX = [X,Y ] یعنی است. متقارن (۱)

.Xg(Y, Z) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) یعنی است. �ریمانی) (شبه ریمانی متر با سازگار (۲)

می�نامند. چیویتا لوی التصاق را ∇ یکتای التصاق حالت این در
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■ ٢.۶ قضیه�ی ۵۵ ص [٢٨] ک ر. برهان.

تانسور این�صورت در Mباشد، چیویتای لوی التصاق ∇ و ریمانی خمینه�ی یک (M, g) کنید فرض ٢٨.١.٢ تعریف

می�آیند دست به زیر روابط از ترتیب به τ اسکالر انحنای و ϱ ریچی تانسور ،R انحنای

R(X,Y )Z = ∇[X,Y ]Z −∇X∇Y Z +∇Y ∇XZ, (١.٢)

ϱ(u, v) =
n∑
i=۱

g(R(u, ei)v, ei), (٢.٢)

τ =

n∑
i=۱

ϱ(ei, ei), (٣.٢)

فضای برای یکه متعامد پایه�ی یک {e۱, · · · , en} و M بر مماس بردارهای v uو ،X,Y, Z ∈ χ(M) اینجا در که

است. مماس

هندسی ویژگی�های بر مروری ١.١.٢

ارجاع ٣ فصل به مورد هر در مثال بیان برای و می�پردازیم هندسی ویژگی�های از بعضی یادآوری به بخش این در

می�دهیم.

(۲, ۱) یک از است عبارت (M, g) �ریمانی شبه منیفلد یک روی �ریمانی شبه همگن ساختار یک ٢٩.١.٢ تعریف

نامیده ٢ امبروز-سینگر معادلات که زیر شرایط در ∇̂ = ∇ − S التصاق که به�طوری M روی S تانسوری میدان

می�کند صدق می�شوند،

∇̂g = ۰, ∇̂R = ۰, ∇̂S = ۰. (۴.٢)

با هم�ارز ترتیب به (۴.٢) سیستم از دوم و اول معادله�های است. انحنا تانسور R و چیویتا لوی التصاق ∇ اینجا در

هستند زیر معادله�های

g(SXY,Z) + g(Y, SXZ) = ۰, (۵.٢)

(∇VR)(X,Y, Z,W ) = −R(SVX,Y, Z,W )−R(X,SV Y, Z,W )

−R(X,Y, SV Z,W )−R(X,Y, Z, SVW ), (۶.٢)

.R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ) و SXY Z := g(SXY, Z) آن�ها در که

equations Ambrose-Singer٢
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که نمود مجهز به�گونه�ای X ∈ χ(M) برداری میدان یک به بتوان را (M, g) ریمانی شبه منیفلد اگر ٣٠.١.٢ تعریف

رابطه�ی در

LXg + ϱ = λg, (٧.٢)

λ و ریچی تانسور ϱ و X جهت در لی مشتق LX رابطه این در می�نامند. ریچی سولیتن را M آن�گاه کند، صدق

یا λ = ۰ ،λ > ۰ ترتیب به هرگاه می�شود، نامیده انبساطی یا پایدار انقباضی، ریچی سولیتن است. حقیقی عدد یک

.([٢١] ک ر. )λ < ۰

شرط در p ∈ M هر برای که ω دیفرانسیل فرم n یک باشد. بعدی n منیفلد یک M کنید فرض ٣١.١.٢ تعریف

می�نامند. M از حجمی فرم یا حجمی عنصر یک را کند صدق ωp ̸= ۰

⋆ � است. حجمی عنصر یک dv = dx۱ ∧ dx۲ ∧ . . . ∧ dxn دیفرانسیل فرم Rn برای ٣٢.١.٢ مثال

کلاف TM و n بعد از پذیر) جهت و همبند (هموار، �ریمانی شبه منیفلد یک (M, g) کنید فرض ٣٣.١.٢ تعریف

تعریف زیر به�صورت X هموار برداری میدان انرژی آن�گاه است. شده مجهز gs ساساکی متر یک به که باشد آن مماس

می�شود

E(X) =
n

۲ vol(M, g) +
۱
۲

∫
M

∥ ∇X ∥۲ dv, (٨.٢)

(TM, gs) به (M, g) از همساز نگاشت یک ،X هموار برداری میدان است. (M, g) حجمی عنصر dv آن در که

باشند برقرار زیر رابطه�ی دو اگر تنها و اگر می�کند تعریف

∇∗∇X =
n∑
i=۰

εi(∇Xi∇XiX −∇∇Xi
XiX) = ۰, (٩.٢)

tr[R(∇X,X), ] =
∑
i

εiR(∇XiX,X)Xi = ۰, (١٠.٢)

داریم p ∈ M هر برای و است مماس فضای برای یکه متعامد شبه پایه�ی یک {X۰, . . . , Xn} اینجا در که

می�شود. نامیده همساز برداری میدان یک X آن�گاه باشد، X از مضربی ∇∗∇X اگر هم�چنین .gp(Xi, Xi) = εi

است گرین قضیه�ی از تعمیمی که استوکس قضیه�ی از باید انتگرال محاسبه�ی برای ٣٣.١.٢ تعریف در ٣۴.١.٢ تذکر

باشد، فشرده دیفرانسیل فرم n − ۱ یک عنوان به v محمل که است این قضیه این از استفاده شرط نماییم. استفاده

فشرده دامنه�ی یک با نیست Mفشرده که حالتی در و است Mفشرده می�کنیم فرض باشد برقرار شرط این اینکه برای

می�کنیم. کار آن درون


