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قدردان

به نامه پایان این مهرش پرتو در که این از شادمان و سپاسزارم واژه بی وسعت در را خدای

دکتر آقای جناب فرزانه استاد ارزنده مساعدت�های از م�دانم لازم خود بر اینک آمد. سرانجام

و نموده قدردان و تشر اسندری مرضیه دکتر خانم سرکار ره�گشای رهنمود�های و اردوخان یداله

دشوار مسیر این پیمودن که چرا نمایم، مسئلت ایشان برای تندرست و سلامت منان ایزد درگاه از

جناب گرانقدر اساتید از همچنین بود. نشدن بسا چه و دشوار امری ایشان مساعدت�های بدون

تقبل را نامه پایان این داوری زحمت که شاهرضایی مردان عل دکتر و شمس مصطف دکتر آقایان

م�نمایم. سپاسزاری نمودند



چیده

پرداخته متناه نیمه بازه برای پایه�ای عنوان به گویا متعامد توابع معرف به ابتدا پژوهش این در

م�دهند رخ بازه این در که مسائل حل به سپس و م�کنیم بیان را توابع این خواص از برخ و

گاوس-رادو گره�ای نقاط با انم هم یا طیف شبه روش از مسائل این حل برای م�پردازیم.

ی به را نظر مورد دیفرانسیل معادلات گره�ای، نقاط و توابع این بردن کار به با م�کنیم. استفاده

جواب برای تقریبی جبری سیستم این حل از و کرده تبدیل غیرخط یا خط جبری معادلات سیستم

روش�های توسط آمده دست به جواب یا معادله دقیق جواب با را آن و م�آوریم دست به مساله

م�کنیم. مقایسه دیر

چندجمله�ای�های چبیشف، گویای لژاندر، گویای ،معمول دیفرانسیل معادلات کلیدی: واژه�های

بازه ثبات، بی گاز معادله دافینگ، معادله لین-امدن، معادله چبیشف، چندجمله�ای�های لژاندر،

گاوس-رادو ،متناه نیمه

ت



مطالب فهرست

١ نیازها پیش ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیق آنالیز از قضایایی و تعاریف ١.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد های سیستم ٢.١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه�ای مفاهیم ٣.١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوع چبیشف چندجمله�ای معرف ١.٣.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چندجمله�ای معرف ٢.٣.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع چبیشف چندجمله�ای معرف ٣.٣.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی انتگرال�گیری ۴.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوس انتگرال�گیری ١.۴.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوس-رادو انتگرال�گیری ٢.۴.١

٢٢ طیف روش�های ٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وزن باقیمانده روش ١.٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انم هم روش ١.١.٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دامنه زیر روش ٢.١.٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعات کمترین روش ٣.١.٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرکین روش ۴.١.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاورها روش ۵.١.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیف روش�های ٢.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرکین روش ١.٢.٢

ث



ج مطالب فهرست

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاو روش ٢.٢.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انم هم روش ٣.٢.٢

٢٩ گویا متعامد توابع ٣

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گویا متعامد توابع ٢.٣

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول نوع چبیشف گویای توابع ١.٢.٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر گویای توابع ٢.٢.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع چبیشف گویای توابع ٣.٢.٣

۵١ گویا متعامد توابع از استفاده با معمول دیفرانسیل معادلات عددی حل ۴

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یفرانسیل معادلات عددی حل ٢.۴

١ انگلیس به فارس نامه واژه الف�

۴ فارس به انگلیس نامه واژه ب



مقدمه

دیفرانسیل، معادلات مانند دینامی سیستم�های حل در فراوان کاربرد عددی روش�های امروزه

روش�ها این رایج�ترین که دارد آن نظایر و انتگرال معادلات ،جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

از: عبارت�اند

متناه تفاضلات .١

محدود اجزای .٢

طیف روش .٣

بازه روی کرانه�ای شرایط با دیفرانسیل معادله ی صورت به مهندس و علوم مسائل از بسیاری

جواب�های و م�باشند تکین نقاط دارای معادلات این از بسیاری همچنین هستند. متناه نیمه

روش از پژوهش این در نمود. حل را آن�ها عددی روش�های با بایست لذا ندارند دقیق تحلیل

م�کنیم. استفاده متناه نیمه بازه در معادلات حل برای طیف

از: عبارت�اند رفته�اند، کار به معادلات گونه این حل برای که مختلف طیف روش�های

برای ژاکوبی چندجمله�ای بردن کار به و متناه فاصله ی به نامتناه فاصله از مساله انتقال •

م�باشد[١و٢]. متناه نیمه فاصله به جواب انتقال سپس و متناه بازه در مساله حل

م�رود. کار به متناه نیمه بازه در مسائل حل برای که است روش�هایی از ی نیز دامنه برش •

انتخاب با [٠, L) بازه�ی در مساله حل به ،متناه نیمه فاصله در مساله حل جای به روش این در

م�باشد مهم بسیار روش این در ،L مناسب انتخاب م�شود. پرداخته بزرگ، کاف اندازه به L

م�یابد[٣]. افزایش خطا نباشد مناسب L اگر زیرا

م�شوند: تقسیم دسته دو به خود که است متعامد توابع از استفاده دیر، موثر روش •

لاگر، توابع مانند م�شوند تعریف متناه نیمه بازه�ی در که است متعامدی توابع از استفاده .١

م�روند[١١-۴]. کار به پایه�ای توابع عنوان به طیف روش در توابع این که سینک و هرمیت

چ



ح مطالب فهرست

لژاندر[٢۵-١٢]. گویای و چبیشف گویای توابع قبیل از یافته انتقال متعامد توابع از استفاده .٢

ویژگ است. گرفته قرار توجه مورد دینامی سیستم�های حل برای متعامد توابع از استفاده امروزه

این برای م�کند. تبدیل جبری معادلات به را بحث مورد معادلات که است آن تکنی این اصل

در مساله جواب از تقریبی عنوان به را مجهول ضرایب با متعامد توابع از شده قطع سری منظور

جبری سیستم ی به را سیستم (انم هم (گره�های مناسب نقاط از استفاده با سپس گرفته، نظر

م�کنند. تبدیل

م�پردازیم. م�باشد، پژوهش این اصل بحث که گویا متعامد توابع از پیشینه�ای بیان به ادامه در

با چبیشف چندجمله�ای�های روی نگاشت بردن کار به با را جدید پایه ی ١٩٨٧ سال در ١ بوید

بیشتر چبیشف گویای توابع که داد نشان [١٢] مرجع در او کرد. معرف چبیشف گویای توابع نام

ارث به را و... رائهم و بودن کامل تعامد، جمله از چبیشف چندجمله�ای�های عموم خواص

م�برند.

خواص و پرداختند لژاندر گویای متعامد توابع معرف به [١٣] مرجع در همارانش و ٢ گو یو بن

که کردند معرف L٢
w (Λ) فضای برای کامل متعامد پایه ی و دادند قرار بررس مورد را آن�ها

توابع خواص بررس به [١۴] در همچنین م�باشد. w (x) =
١

(x+ ٢(١ و Λ = [٠,∞) آن در

آن در که نمودند معرف L٢
w (Λ) فضای برای کامل متعامد پایه ی و پرداخته چبیشف گویای

م�باشد. w (x) =
١

(x+ ١)√x
به هیدروژن اتم برای متناه نیمه بازه روی را طیف شبه روش [١۵] همارانش و بوید همچنین

سینوس فوریه نگاشت و لاگر سری و چبیشف گویای توابع روش�های بین مقایسه�ای و بردند کار

دادند. انجام

روی غیرخط معمول دیفرانسیل معادلات حل برای طیف روش از [١۶-١٨] در ۴ رزاق و ٣ پرند

ایشان که کردند استفاده لژاندر گویای و چبیشف گویای توابع بردن کار به با متناه نیمه بازه

بردند. بهره تاو روش از معادلات این جواب تقریب برای

غیرخط معمول دیفرانسیل معادلات حل برای را گویا متعامد توابع [٢-١٩۵] همارانشدر و پرند

١Boyd

٢Benyu Guo

٣Parand

۴Razzaghi



خ مطالب فهرست

معادلات این تقریب برای طیف شبه روش� از مقالات این در که بردند کار به متناه نیمه بازه روی

کردند. استفاده

از: عبارت�اند که م�باشد فصل چهار بر مشتمل نامه پایان این

خواصچندجمله�ای- از برخ و پرداخته عددی آنالیز و حقیق آنالیز در مباحث ارائه به اول فصل در

انتگرال�گیریعددی و متعامد سیستم�های از اولیه�ای مفاهیم و م�کنیم بیان را لژاندر و چبیشف های

فصل در م�کنیم. بیان را وزن باقیمانده روش و طیف روش�های دوم فصل در م�کنیم. بررس را

کرده بیان را بالعکس و [−١,١] بازه به [٠,∞) بازه تبدیل برای رایج نگاشت�های ابتدا سوم

را توابع این خواص از برخ و پرداخته لژاندر گویای و چبیشف گویای توابع معرف به ادامه در و

داده ارائه غیرخط معمول دیفرانسیل معادلات برای حل روش چهارم فصل در م�کنیم. بررس

مساله واقع جواب با را خود تقریب و م�دهیم قرار ارزیابی مورد روش این با را معادله چندین و

کرد. خواهیم مقایسه دیر روش�های توسط آمده به�دست جواب یا و



١ فصل

نیازها پیش

در که م�پردازیم پایه�ای تعاریف و حقیق آنالیز قضایای مفاهیم، از برخ بیان به فصل این در

. است مورد�نیاز بعد فصل�های

دارد[٢۶]. اختصاص حقیق آنالیر از قضایایی و تعاریف بیان به اول بخش

حقیق آنالیز از قضایایی و تعاریف ١.١

برداری فضای ی حقیق اعداد مجموعه روی را عناصر از X ناته مجموعه ١.١.١ تعریف

که باشیم داشته را · : R × X −→ Xتابع و + : X × X −→ X تابع هرگاه م�گویند

کنند: صدق زیر شرایط در

• ∀x, y ∈ X; x+ y = y + x,

• ∀x, y, z ∈ X; (x+ y) + z = x+ (y + z),

• ∃٠ ∈ X, ∀x ∈ X; x+ ٠ = x,

• ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ R; λ(x+ y) = λx+ λy,

• ∀x ∈ X, ∀λ, µ ∈ R; (λ+ µ)x = λx+ µx,

• ∀x ∈ X, ∀λ, µ ∈ R; (λµ)x = λ(µx),

• ∀x ∈ X; ٠ · x = ٠, ١ · x = x.

تعریف سوم بند در که ٠ عنصر که داشت توجه باید . م�نامیم اسالر در ضرب را · و جمع را +

١
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یتاست. شده،

م�نویسند: −x و نامیده x منف را (−١)x عنصر

x+ (−x) = ١ · x+ (−١) · x = (١ − ١)x = ٠ · x = ٠.

(که عناصر از X ناته مجموعه ی از است عبارت (⟨X, ρ⟩) متری فضای هر تعریف٢.١.١

برای که گونه�ای به است شده تعریف X ×X روی که ρ حقیق تابع ی و م�نامند) نقطه را آنها

داریم: x, y, z ∈ X هر

• ρ(x, y) ≥ ٠,
• x = y ⇔ ρ(x, y) = ٠,
• ρ(x, y) = ρ(y, x),

• ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

. م�نامند متری را ρ تابع صورت این در

است. متری فضای ی ρ(x, y) = |x− y| با حقیق اعداد همه ،R مجموعه ١.١.١ مثال

ی ∥ · ∥ : X −→ R تابع به باشد. R روی برداری فضای ی X کنید فرض تعریف٣.١.١

باشیم: داشته هرگاه گویند نرم

• ∀x ∈ X; ∥x∥ ≥ ٠, ∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠,
• ∀x ∈ X, ∀α ∈ R; ∥αx∥ = |α|∥x∥,

• ∀x ∈ X; ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

xi که م�شود تعریف ∥x∥٢ =
(∑

x٢
i

) ١
٢ صورت به x بردار طول یا اقلیدس نرم مثال٢.١.١

هستند. x بردار مولفه�های ها

نرمدار خط فضای ی X گویند آنگاه باشد نرم ی دارای X خط فضای اگر تعریف١.١.۴

است.

آنگاه d(x, y) = ∥x− y∥ دهیم قرار x, y ∈ X هر برای و باشد نرمدار خط فضای یX اگر

متر d به و است متری فضای ی نرمدار برداری فضای هر پس است. X روی متری ی d

گوییم. نرم توسط شده تولید

هرگاه: گویند x ∈ X به همرا X نرمدار خط فضای در را {xn}∞n=٠ دنباله تعریف١.١.۵

lim
n→∞

∥xn − x∥ = ٠.
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هرگاه: گویند کوش X نرمدار خط فضای در را {xn}∞n=٠ دنباله تعریف١.١.۶

∀ε > ٠ ∃N ∀m,n (m,n > N ⇒ ∥xn − xm∥ < ε).

را X باشد، همرا X در نقطه�ای به X متری فضای در کوش دنباله هر هرگاه تعریف٧.١.١

گویند. کامل فضای

شده تولید متری به نسبت X هرگاه گویند باناخ فضای ی را X نرمدار فضای تعریف٨.١.١

باشد. کامل فضایی نرم، توسط

d(x, y) = |x− y| متری با C روی مختلط اعداد فضای باناخ، فضای ساده�ترین مثال٣.١.١

م�باشد.

Xهمرا در
∞∑

n=٠
xn سری گویند Xباشد، نرمدار فضای بر دنباله�ای {xn}∞n=٠ اگر تعریف٩.١.١

.
∞∑

n=٠
xn = x گویند صورت این در باشد. همرا x به Sn =

n∑
i=٠

xn هرگاه است x به

.
∞∑

n=٠
∥xn∥ < ∞ هرگاه گویند مطلق همرای را

∞∑
n=٠

xn سری

همرا مطلق، همرای سری هر اگر فقط و اگر است Xباناخ نرمدار برداری فضای ١.١.١ قضیه

. [٢۶] باشد

که طوری به [a, b] بازه�ی در شده تعریف f اندازه�پذیر توابع از متشل فضای ∫تعریف١٠.١.١ b

a

|f(t)|pdt < ∞,

واقع در دهند. م نشان Lp یا Lp ([a, b]) نماد با ١ ≤ p < ∞ برای را

Lp ([a, b]) = {f : [a, b] −→ R ,

∫ b

a

|f (t) |pdt < ∞, اندازه�پذیر f}.

گردد: م تعریف زیر صورت به ∥f∥p ، f ∈ Lp هر برای

∥f∥p = (

∫ b

a

|f(t)|pdt)
١
p .

است. باناخ فضای ی شده تعریف نرم با Lp که

α, β هر برای باشد f, g ∈ Lp اگر دیر عبارت به است برداری فضای ی Lp قضیه٢.١.١

.[٢۶] αf + βg ∈ Lp ثابت،
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.[٢۶] است کامل (١ ≤ p < ∞)Lp فضای (ریس-فیشر١) قضیه٣.١.١

تابع ی هرگاه گویند داخل ضرب فضای ی را (حقیق) مختلط خط فضای تعریف١١.١.١

که باشد داشته وجود م�دهند، نشان < ·, · > نماد با را آن که X × X روی (حقیق) مختلط

باشیم: داشته α ∈ C هر و x, y, z ∈ Xهر برای

• < x+ y, z >=< x, z > + < y, z >,

• < αx, y >= α < x, y >,

• < x, y >= < y, x >,

• < x, x >≥ ٠, < x, x >= ٠ ⇔ x = ٠.
زیر صورت به نرم ی داخل ضرب این م�شود. نامیده x, y داخل ضرب را < x, y > عبارت

: م�شود گفته داخل ضرب از حاصل نرم آن به که م�کند تعریف

∥x∥ =
√
< x, x >.

ی R٢ ، < x, y >= x · y; ∀x, y ∈ R٢ داخل ضرب با آنگاه X = R٢ اگر مثال١.١.۴

است. داخل ضرب فضای

است: داخل ضرب فضای ی زیر داخل ضرب با L٢[a, b] مثال١.١.۵

∀f, g ∈ L٢[a, b], < f, g >=

∫ b

a

f(t)g(t)dt. (١.١)

هر برای آنگاه باشد. ( مختلط یا حقیق) داخل ضرب فضای ی X کنید فرض تعریف١٢.١.١

داریم: x, y ∈ X

• | < x, y > | ≤ ∥x∥∥y∥, ٢ کوش-شوارتز نامساوی

• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, مثلث نامساوی

• ∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢∥x∥٢ + ٢∥y∥٢. الاضلاع متوازی اتحاد

نرم به نسبت H هرگاه گویند هیلبرت ضرب فضای ی Hرا داخل ضرب فضای تعریف١٣.١.١

باشد. باناخ فضای ی (∥x∥ =
√
< x, x >) داخل ضرب توسط شده تولید

است. هیلبرت فضای ی (١.١) داخل ضرب با L٢[a, b] فضای مثال١.١.۶

١Riesz − Fischer

٢Cauchy − Showartz
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را x .x ̸= y و x, y ∈ Xو باشد داخل ضرب فضای ی X کنید فرض (تعامد) تعریف١.١.١۴

م�دهند. نمایش x ⊥ y نماد با را آن و < x, y >= ٠ هرگاه گوییم عمود y بر

هرگاه گویند متعامد را X از A زیرمجموعه

∀x, y ∈ A, < x, y >=

 ٠ ; x ̸= y,

α > ٠; x = y.

نامند. نرمال یا یه متعامد Aرا مجموعه ،∥x∥ = ١ باشیم داشته x ∈ A هر برای اگر

قرار باشد. X از ای مجموعه زیر A و داخل ضرب فضای ی X کنید فرض تعریف١.١.١۵

دهید:

A⊥ = {y ∈ X :< x, y >= ٠ ∀x ∈ A} .

است. کامل A گویند ،A⊥ = {٠} اگر
،(١.١) داخل ضرب تابع با X = L٢ [−π, π] فضای در مثال٧.١.١

نیست. کامل اما است متعامد زیرمجموعه�ای ،A = {sinx, sin٢x, ...} = {sin nx}∞n=١

A آنگاه باشد. Xاز متعامد زیرمجموعه ی A و داخل ضرب فضای ی X اگر تعریف١.١.١۶

باشیم: داشته y ∈ X هر ازای به هرگاه گویند X برای یه متعامد پایه ی را

y =
∑
x∈A

< y, x > x.

متعامد های سیستم ٢.١

باشد: زیر خواص دارای هرگاه گویند وزن تابع [a, b] بر را ρ تعریف١.٢.١

باشد. نامنف [a, b] بر ρ .١

باشد. انتگرال�پذیر [a, b] بر ρ .٢

نباشد. صفر [a, b] زیر�بازه هیچ بر ρ .٣

است متعامد دنباله این باشد، L٢ [a, b] در توابع از دنباله ی {fi}i≥١ فرضکنید تعریف٢.٢.١

هرگاه

< fi, fj >=

 ٠ ; i ̸= j,

αj > ٠; i = j.
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است. (نرمال) یه متعامد دنباله ی {fi} دنباله آنگاه ∥fi∥ = ١ ،i هر ازای به اگر علاوه به

کردیم: تعریف زیر صورت به را داخل ضرب L٢ [a, b] در

∀f, g ∈ L٢[a, b], < f, g >=

∫ b

a

f(t)g(t)dt.

م�کنیم: تعریف ρ(t) وزن تابع به نسبت را داخل ضرب تابع اینک

< f, g >=

∫ b

a

ρ(t)f(t)g(t)dt. (٢.١)

متعامدند. ρ(x) = ١ وزن تابع به نسبت لژاندر چندجمله�ای�های ،L٢ [a, b]فضای در مثال١.٢.١

و {cos(nx)}∞n=٠ و {sin(nx)}∞n=١ توابع دنباله ،L٢ [a, b] فضای در مثال٢.٢.١

متعامدند. ρ(x) = ١ وزن تابع به نسبت {sin(nx)}∞n=١ ∪ {cos(mx)}∞m=٠

هستند. خط مستقل ،داخل ضرب فضای هر در متعامد توابع دنباله قضیه١.٢.١

هیچ هرگاه گویند، کامل نرمال متعامد دستگاه ی را {fi} نرمال متعامد دستگاه تعریف٣.٢.١

اگر دیر عبارت به باشد. نداشته وجود آن از وسیعتر نرمال متعامد دستگاه

∃f, ∀i, < f, fi >= ٠ =⇒ f
.
= ٠.

م�باشد. جا همه تقریباً مفهوم به .
درآن= که

باشند L٢ [a, b] فضای در نرمال متعامد توابع از دنباله�ای f١, f٢, · · · , fn اگر قضیه٢.٢.١

کمترین تقریب
n∑

i=١
αifi به و گردد م�نیمم

∥∥∥∥f −
n∑

i=١
αifi

∥∥∥∥ که هست ی α١, α٢, ..., αn آنگاه

گویند. f مربعات

داریم: پس . ηi =< f, fi کنیم< فرض f∥∥∥∥∥اثبات: −
n∑

i=١
αifi

∥∥∥∥∥
٢

=< f −
n∑

i=١
αifi, f −

n∑
i=١

αifi >

=< f, f > −
n∑

i=١
αi < fi, f > −

n∑
j=١

αj < f, fj >

+
n∑

i=١

n∑
j=١

αiαj < fi, fj >
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= ∥f∥٢ −
n∑

i=١
αiηi −

n∑
i=١

αiηi+
n∑

i=١
αiαi

= ∥f∥٢ −
n∑

i=١
αiηi −

n∑
i=١

αiηi +
n∑

i=١
αiαi +

n∑
i=١

ηiηi −
n∑

i=١
ηiηi

= ∥f∥٢ +
n∑

i=١
(αi − ηi) (αi − ηi)−

n∑
i=١

|ηi|٢,

نتیجه f∥∥∥∥∥در −
n∑

i=١
αifi

∥∥∥∥∥
٢

= ∥f∥٢ −
n∑

i=١
|ηi|٢ +

n∑
i=١

|αi − ηi|٢.

.αi = ηi هرگاه است م�نیمم ∥f −
∑

αifi∥٢ که است واضح

است. حداقل ∥f −
∑

αifi∥ ،αi = ηi =< f, fi > انتخاب با لذا
n∑

i=١
|ηi|٢ ≤ ∥f∥٢ . نتیجه:

است. بدیه قبل قضیه به توجه با اثبات:

پایه�ای مفاهیم ٣.١

ویژه�ای اهمیت از که [٣٠،٢٧،٣] م�پردازیم متعامد چندجمله�ای�های معرف به بخش این در

م�باشند. برخوردار

اول نوع چبیشف چندجمله�ای معرف ١.٣.١

تعریف زیر صورت به و م�دهیم نشان Tn(ξ) نماد با را n درجه از اول نوع چبیشف چندجمله�ای

م�شود:

Tn(ξ) = cos(ncos−١ξ); −١ ≤ ξ ≤ ١, n = ٠,١,٢, · · · , (٣.١)

داشت: خواهیم ،θ = cos−١(ξ) دهیم قرار اگر

Tn(ξ) = cos(nθ); ٠ ≤ θ ≤ π, (۴.١)



٨ نیازها پیش .١ فصل

چبیشف: دیفرانسیل معادله جواب Tn(ξ)ها واقع در

(١ − ξ٢)
d٢y

dξ٢ − ξ
dy

dξ
+ n٢y = ٠; −١ ≤ ξ ≤ ١,

است. اشتورم-لیوویل دیفرانسیل معادله از خاص حالت معادله این که م�باشند

عبارت رابطه این که آورد دست به را Tn(ξ) جملات م�توان نیز بازگشت رابطه از استفاده با

از: است

T٠(ξ) = ١,

T١(ξ) = ξ,

Tn+١(ξ) = ٢ξTn(ξ)− Tn−١(ξ); n ≥ ١. (۵.١)

است: شده آورده زیر در چبیشف چندجمله�ای اول جمله چند رابطه، این از استفاده با

T٠(ξ) = ١,

T١(ξ) = ξ,

T٢(ξ) = ٢ξ٢ − ١,

T٣(ξ) = ۴ξ٣ − ٣ξ. (۶.١)

آنگاه باشد منف غیر صحیح عدد ی n اگر قضیه١.٣.١

Tn(ξ) =
١
٢ [{ξ + i

√
١ − ξ٢}n + {ξ − i

√
١ − ξ٢}n]. (٧.١)

دوجمله�ای قضیه و فوق قضیه از م�توان ،ξ توان�های برحسب Tn(ξ) برای کل عبارت یافتن برای

دارد: کاربرد Tn(ξ) جملات تولید برای که یافت دست زیر رابطه به

Tn(ξ) =
١
٢

⌊n
٢ ⌋∑

k=٠

n

n− k

 n− k

k

 (−١)k(٢ξ)n−٢k. (٨.١)

آنگاه باشد n ≥ ٠ اگر رودریز) (فرمول تعریف١.٣.١

Tn(ξ) =
(−٢)nn!
(٢n)!

√
١ − ξ٢ dn

dξn
(١ − ξ٢)n−

١
٢ . (٩.١)
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چبیشف: ای چندجمله از خاص مقادیری

Tn(−ξ) = (−١)nTn(ξ) =

 Tn(ξ) ; زوج n,

−Tn(ξ) ; فرد n.
(١٠.١)

همچنین باشد. م فرد تابع فرد، های n ازای به و زوج تابع زوج، های n ازای به Tn(ξ) لذا

داریم:

Tn(١) = ١,

Tn(−١) = (−١)n,

T٢n(٠) = (−١)n,

T٢n+(٠)١ = ٠.

تعامد: خاصیت

وزن تابع به نسبت چبیشف چندجمله�ای�های آنگاه باشند نامنف صحیح عدد دو m و n اگر

هم از م�توان رابطه این اثبات برای که متعامداند. [−١,١] بازه در ρT (ξ) =
١√

١ − ξ٢
برد: بهره مثلثات ارزی�های

cos mθcos nθ =
١
٢ [cos (m+ n) θ + cos|m− n|θ] . (١١.١)

لذا

∫ ١

−١

Tn(ξ)Tm(ξ)√
١ − ξ٢

dξ =


٠ ; n ̸= m,
π

٢ ; n = m ̸= ٠,

π ; n = m = ٠.

(١٢.١)

چبیشف: چندجمله�ای اکسترمم نقاط و صفرها

لذا م�افتد. اتفاق ندارد، وجود یا و م�شود صفر مشتق که نقاط در بحران نقطه که جایی آن از

م�شوند: ظاهر sin(nθ) تابع صفرهای و صفر نقطه در چبیشف چندجمله�ای�های بحران نقاط

θk =
kπ

n
, ξk = cos(

kπ

n
); k = ١,٢, ..., n− ١.
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مقدار ،ی مقدار که م�باشند. ی منف یا ی مقدار دارای چبیشف چندجمله�ای�های نقاط، این در

داریم: واقع در م�باشند. چندجمله�ای�ها این م�نیمم مقدار ،ی منف مقدار و ماکزیمم

Tn(ξk) = (−١)k; k = ١,٢, ..., n− ١,

از: عبارت�اند م�شوند، ظاهر میان در ی بحران نقاط با که چبیشف چندجمله�ای�های صفرهای

θk = (k +
١
٢)

π

n
, ξk = cos(θk); k = ٠,١, ..., n− ١.

روابط در m,n ≥ ٠ ازای به چبیشف چندجمله�ای�های لذا ،Tn(ξ) = cos(nθ) که جایی آن از

م�کنند: صدق زیر

Tn(ξ)Tm(ξ) =
١
٢ [Tn+m(ξ) + T|m−n|(ξ)],

Tn(Tm(ξ)) = Tm(Tn(ξ)) = Tmn(ξ).

رابطه: از استفاده با Tn(ξ) از جملات برحسب ξ توان�های بیان برای

cos θ =
exp(iθ) + exp(−iθ)

٢ , (١٣.١)

صورت به عبارت به

ξn = ٢١−n

⌊n
٢ ⌋∑

k=٠

 n

k

Tn−٢k(ξ). (١۴.١)

م�شود. گرفته نظر در T٠ ضریب
١
٢ باشد زوج n اگر که م�رسیم

است: شده بیان ادامه در آمده، دست به بالا عبارت از استفاده با که اول جمله چهار نمونه برای

١ = T٠(ξ),

ξ = T١(ξ),

ξ٢ =
١
٢ [T٢(ξ) + T٠(ξ)],

ξ٣ =
١
۴ [T٣(ξ) + ٣T١(ξ)]. (١۵.١)
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لژاندر چندجمله�ای معرف ٢.٣.١

فضای در کامل متعامد مجموعه ی [−١,١] بازه روی {Pn(ξ)}n≥٠ لژاندر چندجمله�ای�های

لژاندر: معادله جواب چندجمله�ای�ها، این واقع در هستند. L٢ [−١,١]

(١ − ξ٢)
d٢y

dξ٢ − ٢ξ dy
dξ

+ n (n+ ١) y = ٠,

است. اشتورم-لیوویل معادله�ی از نوع معادله این که م�باشند

کرد: معرف زیر بازگشت رابطه از استفاده با م�توان را [−١,١] بازه روی لژاندر چندجمله�ای�های

P٠(ξ) = ١,

P١(ξ) = ξ,

Pn+١(ξ) =
٢n+ ١
n+ ١ ξPn(ξ)−

n

n+ ١Pn−١(ξ); n ≥ ١. (١۶.١)

از: عبارت�اند چندجمله�ای این اول جمله چند که

P٠(ξ) = ١,

P١(ξ) = ξ,

P٢(ξ) =
٣
٢ξ٢ − ١

٢ ,

P٣(ξ) =
۵
٢ξ٣ − ٣

٢ξ. (١٧.١)

آنگاه باشد n ≥ ٠ اگر رودریز) (فرمول تعریف٢.٣.١

Pn(ξ) =
١

٢nn!

dn

dξn
(ξ٢ − ١)n. (١٨.١)

لژاندر: ای چندجمله برای مولد تابع

آنگاه |ξ| ≤ ١ و |t| < ١ اگر قضیه٢.٣.١

١√
١ − ٢tξ + t٢

=
∞∑

n=٠
tnPn(ξ), (١٩.١)

شود، داده بسط t به نسبت توان سری به
١√

١ − ٢tξ + t٢
وقت که معناست بدین فوق رابطه

لژاندر چندجمله�ای�های مولد تابع را
١√

١ − ٢tξ + t٢
بود. خواهد Pn(ξ) برابر tn ضریب


