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تشکر و قدردانی

نموده�اند یاري مرا دانش و علم راه در که کسانی تمام از می�دانم لازم خود بر بی�همتا قادر از سپاس و حمد از پس
تحصیلم، دوران استاد برترین مشتاقیون، محمد سید دکتر آقاي جناب از بخصوص باشم. داشته را تشکر کمال
خدا و سپاس�گزارم بی�نهایت بودند، یاور و یار مرا دلسوزانه راه این در و شدند متقبل مرا پایان�نامه راهنمایی که

نمود. عطا من به را ایشان شاگردي افتخار که شاکرم را
شدند عهده�دار را پایان�نامه این مشاوره که مصدق مدرس صادق محمد سید دکتر آقاي جناب ارجمندم استاد از
و دهقان�نژاد اکبر دکتر آقاي جناب از دارم. را سپاس نهایت نمودند، بهره�مند مرا خود ارزنده راهنمائیهاي از و
از همچنین دارم. را تشکر کمال کردند قبول را پایان�نامه این داوري که خلفی دلاور علی دکتر آقاي جناب
کرد، تبدیل لحظات جاودانه�ترین و شیرین�ترین به را بودن ایشان با تحصیل دوران خاطرات که عزیزم دوستان

سپاس�گزارم.
از پایان در دارم. را تشکر کمال نمودند، سهل برایم را تحصیل طریق طی همیشه که عزیزم همسر و خانواده از

خواهانم. را عزیزان این همه روزافزون توفیق یکتا خالق



چکیده

به وابسته L١-فضاهاي در پذیر معکوس چپ نیم�گروههاي براي ثابت نقطه خواص بررسی به پژوهش این در
وابسته باناخ جبرهاي همچنین اثر، کلاس عملگرهاي همه به�خصوصکلاس می�پردازیم. وان-نیومن جبرهاي
اول فصل در ابتدا منظور این به رسیدن براي می�گیرند. قرار توجه مورد فشرده موضعی به�طور گروه�هاي به
معکوس�پذیر چپ نیم�گروه�هاي در و باناخ فضاهاي در ضعیف نرمال و نرمال ساختارهاي و ثابت نقطه خاصیت
به دوم فصل در می�پردازیم. وان-نیومن جبرهاي و کلاس-اثر عملگرهاي مبحث به به�اختصار و کرده مطرح را
می�کنیم ثابت آن�ها از استفاده با و می�پردازیم محمل�دار مجزا به�طور دنباله�هاي به مربوط مهم قضیه چند اثبات
فصل در دارد. معکوس�پذیر چپ نیم�گروه�هاي براي ستاره ضعیف ثابت نقطه خاصیت کلاس-اثر عملگرهاي که
وکافی لازم سپسشرایط و می�کنیم رابیان اشتیلیس وفوریه فوریه جبرهاي به مربوط قضایاي و تعاریف ابتدا سوم
معکوس�پذیر چپ نیم�گروه�هاي براي ضعیف ثابت نقطه خاصیت اشتیلیس فوریه و فوریه جبرهاي این�که براي
معرفی را اندازه�پذیر عملگرهاي براي اندازه توپولوژي مفهوم چهارم فصل در می�آوریم. به�دست را باشند داشته
وان- جبرهاي به وابسته فضاهاي -L١ از کراندار و محدب مجموعه زیر یک که دید خواهیم پایان در و� کرده
را معکوس�پذیر چپ نیم�گروههاي براي ثابت نقطه خاصیت است، فشرده اندازه توپولوژي به نسبت که نیومن

دارد.

ت
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١ فصل

پیشنیازها و ͳمقدمات مفاهیم

١



مقدمه

پژوهش، این در استفاده مورد قضایای ͳوبعض تعاریف آوردن با که است آن بر ͳسع فصل این در
خواصنقطه اول بخش در منظور این به رسیدن برای م�ͳکنیم. آشناتر نظر مورد موضوع رابا خواننده
ͳکادک-کل خاصیت و نرمال ساختار دوم بخش در سپس نموده، مطرح را باناخ فضاهای در ثابت
و سوم بخش در م�ͳکنیم. بیان ثابت نقطه خاصیت با را آن�ها ارتباط و کرده مطرح را ی΋نواخت
در پایان در م�ͳپردازیم. وان-نیومن جبرهای و کلاس-اثر عملΎرهای ͳمعرف به فصل این از چهارم
م�ͳنماییم. معکوس�پذیر چپ نیم�گروه�های برای ثابت نقطه خاصیت به مختصری اشاره پنجم بخش
را مختلط اعداد ،R رابا ͳحقیق اعداد ،X با را باناخ فضای متن این سراسر در که است ذکر قابل
عملΎرهای و B(H) با را کراندار عملΎرهای ،H با را هیلبرت ،فضای N با را ͳطبیع اعداد ،C با
آنالیز اولیه مفاهیم با خواننده که است آن بر فرض همچنین م�ͳدهیم. نمایش K(H) با را فشرده

آشناست. ͳتابع و ͳحقیق

باناخ فضاهای ثابتدر خواصنقطه بر مقدمه�ای ١.١

را ͳناانبساط نگاشت و انقباض نگاشت ، ١ͳلیپشیتس نگاشت ͳمقدمات مفاهیم ابتدا بخش این در
م�ͳکنیم. بیان را نگاشتها این به نسبت ثابت نقطه قضایای سپس و کرده تعریف

تعریف١.١.١.
اگر است ثابت نقطه دارای T نگاشت است. خودش توی به X مجموعه از ͳنگاشت T کنید فرض
ثابت نقطه خاصیت، این با x٠ نقطه به باشد. Tx٠ = x٠ �که به�طوری باشد داشته وجود x٠ ∈ X

م�ͳدهیم. نمایش Fix(T ) با را T ثابت نقاط همه مجموعه گوییم. T نگاشت

.٢.١.١ مثال
تعریف و است صفر به همΎرا اس΋الری دنباله�های همه باناخ فضای نمایش X = c٠ کنید فرض

کنید:

١Lipschitzian

٢



٣ پیشنیازها و ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل

T : c٠ −→ c٠

Tx = T (x١, x٢, ...) = (x١,١− |x١|, x٢, ...)

. Fix(T ) = {(١,٠, ...), (−١,٠, ...)}} این�صورت در
لذا .limn→∞ xn = ٠ باشد، c٠ از عضوی (xn) اگر درحقیقت

T (x١, x٢, ...) = (x١, x٢, ...)⇐⇒ (x١,١− |x١|, x٢, ...) = (x١, x٢, ...)

⇐⇒ x٢ = x٣ = ... = ٠, |x١| = ١

.F ix(T ) = {(١,٠, ...), (−١,٠, ...)} بنابراین

تعریف٣.١.١.
ثابت اگر است ͳلیپشیتس T : M −→ M نگاشت است. Έمتری فضای Έی (M,d) کنید فرض

،x, y ∈M همه برای به�طوری�که باشد داشته وجود α ≥ ٠

d(T (x), T (y)) ≤ αd(x, y).

و م�ͳشود نامیده T نگاشت لیپشیتس ثابت باشد، برقرار بالا رابطه آن به�ازای که ای α کوچ΋ترین
باشد موجود ٠ ≤ α < ١ هرگاه گوییم، انقباض را T :M −→M نگاشت م�ͳدهیم. نمایش L با

،x, y ∈M هر برای که

d(T (x), T (y)) ≤ αd(x, y).

،x, y ∈M هر برای هرگاه گوییم، ͳنا�انبساط را T :M −→M نگاشت

d(T (x), T (y)) ≤ d(x, y).

که است باناخ انقباض نگاشت قضیه ،Έمتری فضاهای در ثابت نقطه قضیه مشهورترین
م�ͳشود. مطرح زیر به�صورت

.۴.١.١ قضیه
نقطه Έی T آن�گاه باشد، انقباض نگاشت T : M −→ M و تام Έمتری فضای Έی (M,d) اگر
x٠ به {T n(x)} پی΋ارد٢ تکراری دنباله ،x ∈ M هر برای به�علاوه دارد. x٠ منحصر�به�فرد ثابت

دیΎر به�عبارت است. همΎرا
limn→∞T

n(x) = x٠.

٢Picard



۴ پیشنیازها و ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل

کنید. رجوع [٣] مرج΄ به اثبات.

بالا قضیه و است انقباض نگاشت�های از متفاوت ͳاساس به�طور ͳناانبساط نگاشت�های نظریه
T ͳناانبساط نگاشت Έی اگر ͳحت مثال برای نیست. برقرار لزوماً ͳناانبساط نگاشت�های برای
نباشد. همΎرا است مم΋ن پی΋ارد تکرار روش باشد داشته Fix(T ) ͳناته ثابت نقطه مجموعه
R روی T نگاشت مثال به�عنوان باشد. نقطه Έی شامل دقیقاً نیست لازم Fix(T ) همچنین
در است، R تام Έمتری فضای در ͳناانبساط نگاشت T بΎیریم، نظر در T (x) = x+ ١ به�صورت

نم�ͳباشد. ثابت نقطه دارای حال�ͳکه
م�ͳکنیم. بیان را براور٣ قضیه کنیم مطرح را باناخ فضاهای در ثابت نقطه خاصیت این�که از قبل

(براور) .۵.١.١ قضیه
آن�گاه باشد. پیوسته نگاشت T : K −→ K و Rk از کراندار و محدب بسته، مجموعه زیر K اگر

است. ثابت نقطه دارای T

کنید. رجوع [٣] مرج΄ به اثبات.

.۶.١.١ نتیجه
و باشد X ͳمتناه بعد با نرمدار فضای از فشرده و محدب ،ͳناته زیرمجموعه Έی Kاگر

دارد. Kدر ثابت نقطه Έی T آن�گاه باشد، پیوسته تابع Έی T : K −→ K

فضای هر در فشرده و محدب مجموعه هر برای را نتیجه تا داد گسترش را براور قضیه شودر۴
آورد: به�دست باناخ

(شودر) .٧.١.١ قضیه
ͳناانبساط نگاشت هر باناخ فضای Έی از K فشرده و محدب ،ͳناته مجموعه زیر هر برای

است. ثابت نقطه دارای T : K −→ K

کنید. رجوع [١] مرج΄ به اثبات.

،ͳناته مجموعه زیر هر روی T ͳناانبساط نگاشت هر آیا که م�ͳشود مطرح سؤال Έی حال
دارد؟ ثابت نقطه باناخ فضای Έی از ضعیف) فشرده (یا وکراندار بسته محدب،

است درست باشد هیلبرت فضای X که ͳزمان حدس این که کرد ثابت براودر۵ ١٩۶۵ سال در
نیست: درست باناخ فضاهای در ͳکل حالت در براور قضیه که م�ͳدهد نشان زیر مثال اما .[۵]

٣Brouwer
۴Schauder
۵Browder



۵ پیشنیازها و ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل

.٨.١.١ مثال
نگاشت و باشد c٠ صفر به همΎرا اس΋الری دنباله�های همه باناخ فضای ی΋ه گوی ،Bx اگر

شود: تعریف زیر رابطه با T : Bx −→ Bx

T (x١, x٢, ...) = (١, x١, x٢, ...)

برای زیرا است ͳناانبساط نگاشت Έی و م�ͳبرد مرزش به را ی΋ه گوی T نگاشت صورت این در
و ∥Tx∥∞ = ١ ،x, y ∈ Bx هر

∥Tx− Ty∥ = ∥x− y∥

آن�گاه باشد ثابت نقطه دارای T نگاشت فرضکنیم اگر زیرا ندارد. ثابت نقطه T نگاشت همچنین
قسم�ͳکه به دارد وجود (x١, x٢, x٣, · · · ) ∈ c٠

T (x١, x٢, x٣, · · · ) = (١, x١, x٢, · · · )

درنتیجه
(١, x١, x٢, · · · ) = (x١, x٢, x٣, · · · )

بنابراین
(x١, x٢, x٣, · · · ) = (١,١, · · · )

است. ثابت نقطه فاقد T پس نیست c٠ مجموعه از عضوی

L[٠,١]١ از K ضعیف وفشرده محدب مجموعه زیر Έی از مثال Έآلسپاخ۶ی ١٩٨٠ سال در
.[٢] ندارد ثابت نقطه به�طوری�که داد ارائه T : K −→ K طولپا ͳریخت΋ی Έی و

م�ͳشود. زیر تعریف به منجر بالا بحث

تعریف٩.١.١.
است. Xاز کراندار و بسته محدب، ،ͳناته مجموعه Kزیر ⊆ X و باناخ یΈفضای X فرضکنیم
داشته ثابت نقطه T : K −→ K ͳناانبساط نگاشت هر هرگاه دارد ثابت نقطه خاصیت K گوییم

باشد.

تعریف١٠.١.١.
K کراندار و بسته محدب، ،ͳناته مجموعه زیر هر هرگاه دارد ثابت نقطه خاصیت X باناخ فضای
از K ضعیف فشرده و محدب ،ͳناته مجموعه زیر هر اگر و باشد داشته ثابت نقطه خاصیت X از

است. ضعیف ثابت نقطه خاصیت دارای X گوییم باشد، داشته ثابت نقطه خاصیت X

۶Alspach



۶ پیشنیازها و ͳمقدمات مفاهیم .١ فصل

دارند. ثابت نقطه خاصیت ͳمتناه بعد با باناخ فضاهای (۶.١.١) نتیجه به بنا مثال به�عنوان
ندارد را ثابت نقطه خاصیت آن اما ،[٢٣] دارد را ضعیف ثابت نقطه خاصیت c٠ فضای همچنین

صورت به را K مجموعه ،(٨.١.١) مثال در اگر زیرا

K = Bc٠ = {(xn) ∈ c٠ : ٠ ≤ xn ≤ ١}

که است ͳناانبساط نگاشت T صورت دراین بΎیریم نظر در مثال نگاشت همان را T نگاشت و
ندارد. ثابت نقطه

نقطه خاصیت ͳول ،[٢٧] دارد را ضعیف ثابت نقطه خاصیت نیز l١ فضای دیΎر، ͳمثال به�عنوان
.[١٨] ندارد ثابت

ثابت نقطه خاصیت حاوی محدب ی΋نواخت به�طور باناخ فضاهای که م�ͳدهد نشان زیر قضیه
هستند.

گود) و (براودر .١١.١.١ قضیه
دارد. ثابت نقطه خاصیت محدب، ی΋نواخت به�طور باناخ فضای هر

کنید. رجوع [١] مرج΄ به اثبات.

،ε > ٠ هر برای هرگاه است محدب ی΋نواخت به�طور X باناخ فضای که م�ͳشویم یادآور
∥x − y∥ > ε و ∥y∥ 6 ١ ،∥x∥ 6 ١ که x, y ∈ X هر برای به�طوری�که باشد موجود δ(ε) > ٠

.∥x+ y

٢ ∥ < ١− δ(ε) < ١ آن�گاه باشند،

.١٢.١.١ مثال
است. محدب ی΋نواخت به�طور فضای Έی ،H هیلبرت فضای هر

م�ͳگیریم: نظر در x, y ∈ Hهر برای را هیلبرت فضای در متوازی�الاضلاع رابطه اثبات.

∥x+ y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢)− ∥x− y∥٢.

آن�گاه ،∥x− y∥ > ε و ∥y∥ 6 ١ ،∥x∥ 6 ١ به�طوری�که بΎیریم درنظر x, y ∈ H اگر حال

∥x+ y∥٢ ≤ ۴− ε٢

م�ͳشود، نتیجه بنابراین
∥x+ y

٢ ∥ ≤ ١− δ(ε) < ١

.δ(ε) = ١−
√
١− ε٢

۴ که
است. محدب ی΋نواخت به�طور H بنابراین
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.١٣.١.١ مثال
آن بنابراین است. محدب ی΋نواخت به�طور باناخ فضای Έی ،(١ < p < فرض∞ (با lp فضای

هست. ثابت نقطه خاصیت دارای

کنید. رجوع [١] مرج΄ به اثبات.
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باناخ فضاهای نرمالضعیفدر ساختار و نرمال ساختار ٢.١

و مثالها و کرده ͳمعرف را ستاره ضعیف نرمال ساختار و ضعیف نرمال ساختار مفهوم بخش این در
م�ͳکنیم. بیان آن�ها مورد در را قضیه�هایی

تعریف١.٢.١.
Έی را K از x نقطه آن�گاه باشد X باناخ فضای از وکراندار محدب مجموعه�ی زیر Έی Kاگر

هرگاه: گوییم قطری نقطه

sup{∥x− y∥ : y ∈ K} = diam(K),

قطری غیر را نباشد قطری که x ∈ K نقطه هر است. K مجموعه قطر نمایش diam(K) آن در که
گوییم.

.٢.٢.١ مثال
غیر نقطه آن، درون از نقطه هر و آن قطری نقطه Έی R٢ صفحه از بسته ی΋ه گوی مرز از نقطه هر

است. قطری

تعریف٣.٢.١.
محدب مجموعه زیر هر اگر دارد نرمال ساختار X باناخ فضای از K محدب و ͳناته زیرمجموعه

باشد. قطری غیر نقطه Έی شامل نقطه، دو حداقل با K از F کران���������دار و

کراندار و محدب مجموعه زیر هر برای اگر است نرمال ساختار دارای K ،ͳهندس تعبیر به
به�طوری�که باشد داشته وجود r < diam(F ) و x٠ ∈ F نقطه ،diam(F ) > ٠ با Kاز F

م�ͳباشد.) r شعاع و x٠ مرکز به گوی Br(x٠) اینجا (در .F ⊂ Br(x٠)

تعریف٢.١.۴.
حداقل X از K کراندار و بسته محدب، مجموعه زیر هر اگر دارد نرمال ساختار X باناخ فضای
هر اگر دارد ضعیف نرمال ساختار X باناخ فضای همچنین باشد. داشته نرمال ساختار عضو دو

باشد. داشته نرمال ساختار عضو دو حداقل با X از ضعیف فشرده و محدب مجموعه زیر

تعریف٢.١.۵.
∗w-فشرده و محدب مجموعه زیر هر هرگاه دارد ستاره ضعیف نرمال Xساختار دوگان باناخ فضای

باشد. داشته نرمال ساختار عضو دو حداقل با X از

.۶.٢.١ مثال
ͳنرم همΎرایی بر ضعیف دنباله�ای همΎرایی که ͳباناخ فضاهای ͳیعن شور، خاصیت با فضاهای
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.[١۴] ندارند نرمال ساختار ،ͳنامتناه بعد با است، منطبق
ساختار جم΄�پذیر، مطلقاً اس΋الری دنباله�های همه از متش΋ل l١ دنباله�ای فضای خاص حالت در

دارد[٢٧]. ستاره ضعیف نرمال ساختار l١ فضای اما ندارد. نرمال

.٧.٢.١ قضیه
نرمال Kساختار آن�گاه باشد X از فشرده و محدب مجموعه زیر ΈیK و باناخ یΈفضای X اگر

دارد.

.[١] دارند نرمال ساختار ͳمتناه بعد با باناخ فضاهای مثال عنوان به

(کرک٧) .٨.٢.١ قضیه
نرمال ساختار با X از ضعیف فشرده و محدب ،ͳناته مجموعه زیر Έی K و باناخ فضای Xاگر

دارد. ثابت نقطه خاصیت K آن�گاه باشد،

کنید. رجوع [١] مرج΄ به اثبات.

.٩.٢.١ نتیجه
ثابت نقطه خاصیت باشد، داشته ضعیف نرمال ساختار که باناخ فضای هر (کرک) قضیه به بنا
نقطه خاصیت باشد، داشته ستاره ضعیف نرمال ساختار که باناخ فضای هر همچنین و .[١۴] دارد

.[١۴] دارد نیز ستاره ضعیف ثابت

ستاره ضعیف ی΋نواخت ͳکادک-کل و ی΋نواخت ٨ͳکادک-کل خاصیت بخش این پایان در
م�ͳکنیم. بیان ثابت نقطه خواص و نرمال ساختارهای با را آن ارتباط و کرده ͳمعرف را

تعریف١٠.٢.١.
،ε > ٠ هر برای هرگاه دارد (UKK (به�اختصار ی΋نواخت ͳکادک-کل خاصیت X باناخ فضای
که باشد X ی΋ه گوی در دلخواه دنباله Έی (xn) اگر به�طوری�که باشد موجود ٠ < δ < ١ Έی

.∥x∥ 6 ١− δ آن�گاه ،inf{∥xn − xm∥ : n ̸= m} ≥ ε و شود همΎرا x به ضعیف به�طور

.١١.٢.١ مثال
نرم l١ در (xn) ضعیف همΎرای دنباله هر زیرا دارد ی΋نواخت ͳکادک-کل خاصیت l١ فضای
با فضاهای کل�ͳتر حالت در .inf{∥xn − xm∥ : n ̸= m} = ٠ و است ͳکش لذا همΎراست.

دارند. ی΋نواخت ͳکادک-کل خاصیت شور خاصیت

٧Kirk
٨Kadec-Klee
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.١٢.٢.١ قضیه
ضعیف نرمال ساختار X آن�گاه باشد، داشته ی΋نواخت ͳکادک-کل خاصیت X باناخ فضای اگر

دارد. ثابت نقطه خاصیت بنابراین و دارد

کنید. رجوع [۴١] مرج΄ به اثبات.

.١٣.٢.١ مثال
دارد. ضعیف نرمال ساختار درنتیجه دارد ی΋نواخت ͳکادک-کل خاصیت l١ فضای چون

تعریف٢.١.١۴.
(به�اختصار دارد ستاره ضعیف ی΋نواخت ͳکادک-کل خاصیت X از X∗ دوگان باناخ فضای
در دنباله Έی (xn) اگر به�طوری�که باشد موجود ٠ < δ < ١ Έی ،ε > ٠ برای هرگاه . (UKK∗

و شود همΎرا x به ستاره ضعیف به�طور که باشد X∗ ی΋ه گوی
.∥x∥ 6 ١− δ آن�گاه باشد، inf{∥xn − xm∥ : n ̸= m} ≥ ε

.١۵.٢.١ مثال
خاصیت ،H هیلبرت فضای روی کلاس-اثر عملΎرهای همه فضای از متش΋ل T (H) فضای
شد خواهد ͳمعرف تفضیل به ٣.١ بخش در فضا این دارد. ستاره ضعیف ی΋نواخت ͳکادک-کل

.[٢۴]

.١۶.٢.١ قضیه
ساختار X آن�گاه باشد، داشته ستاره ضعیف ی΋نواخت ͳکادک-کل خاصیت X باناخ فضای اگر
،T (H) بنابراین دارد. ستاره ضعیف ثابت نقطه خاصیت نتیجه در و دارد ستاره ضعیف نرمال

دارد. ستاره ضعیف ثابت نقطه خاصیت

کنید. رجوع [٢۴] مرج΄ به اثبات.
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عملΎرهایکلاس-اثر ٣.١

عملΎرهای سپس و کرده راتعریف T عملΎر روی اثر همچنین و مثبت عملΎر بخش این ابتدای در
م�ͳکنیم. بیان را آن به مربوط قضایای و نموده ͳمعرف را کلاس-اثر

نمایش به�ترتیب K(H) و B(H) نمادهای ،H هیلبرت فضای هر به متناظر متن این سراسر در
است. H روی فشرده عملΎرهای همه و کراندار عملΎرهای همه باناخ فضای

تعریف١.٣.١.
ͳالحاق نمایش T ∗ آن در که T ∗ = T هرگاه گوییم، خودالحاق را هیلبرت فضای روی T عملΎر

،x ∈ H هر برای هرگاه گوییم، مثبت را T خودالحاق عملΎر و است T عملΎر

⟨Tx, x⟩ > ٠

.T − S ≥ ٠ هرگاه S ≤ T گوییم باشد، S, T ∈ B(H) اگر م�ͳدهیم. نمایش T ≥ ٠ نماد با و

.٢.٣.١ قضیه
صورت: این در است. هیلبرت فضای Έی H کنید فرض

T ∗T ≥ ◦ ،T ∈ B(H) دلخواه عملΎر هر برای الف)

به�طوری�که است موجود S ∈ B(H) مثبت T،عملΎر ∈ B(H) مثبت عملΎر هر برای ب)
.S٢ = T

اگر همچنین م�ͳد�هیم. نمایش S = T ١/٢ نماد با و گفته T عملΎر جذر مذکور، S عملΎر به
م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را |T | مثبت عملΎر باشد، ͳدلخواه عملΎر T ∈ B(H)

|T | = (T ∗T )١/٢.

تعریف٣.٣.١.
تعریف زیر صورت رابه T اثر ، T ≥ ٠ و T ∈ B(H) و هیلبرت فضای Έی H کنید فرض

م�ͳکنیم:
tr(T ) = Σi⟨Tei, ei⟩.

،T ∈ B(H) دلخواه عملΎر هر برای همچنین Hاست. برای ی΋ه متعامد یΈپایه {ei}i∈I آن در که
م��ͳکنیم: تعریف

∥T∥١ = tr(|T |).

روی اثر کلاس عملΎرهای همه رده و گوییم کلاس-اثر عملΎر Έی را T باشد، ∥T∥١ <∞ اگر
دهیم. ͳم Tنمایش (H) با را H هیلبرت فضای
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.۴.٣.١ قضیه
آن�گاه: باشد هیلبرت فضای Έی H اگر

است. پایه انتخاب از مستقل tr(T ) ،T ∈ B(H) عملΎر هر برای .١

،S ∈ B(H) هر برای .٢
tr(SS∗) = tr(S∗S).

،λ ≥ ◦ هر و S, T ≥ ◦ هر برای .٣

tr(S + λT ) = tr(S) + λtr(T ).

.◦ ≤ tr(S) ≤ tr(T ) آن�گاه ،◦ ≤ S ≤ T اگر S, T ∈ B(H) هر ازای به .۴

کنید. رجوع [۴] مرج΄ به اثبات.

.۵.٣.١ قضیه
از متش΋ل K(H) باناخ فضای روی کراندار ͳخط تابعک Έی ϕ و هیلبرت فضای Έی H اگر
است موجود S ∈ T (H) مانند بفردی منحصر عملΎر آن�گاه باشد، H روی فشرده عملΎرهای همه
دیΎر عبارت به .∥S∥١ = ∥ϕ∥ به�علاوه .ϕ(T ) = tr(ST ) ،T ∈ K(H) هر ازای به به�طوری�که

است. ی΋ریخت T (H) با طولپا صورت به K(H) دوگان باناخ فضای

کنید. رجوع [۴] مرج΄ به اثبات.

.۶.٣.١ قضیه
Έی آن�گاه باشد، T (H)باناخ فضای روی کراندار ͳتابعکخطΈی ϕ هیلبرتو اگرHیΈفضای
ϕ(T ) = tr(ST ) ،T ∈ T (H) هر ازای به به�طوری�که دارد، وجود S ∈ B(H) به�فرد منحصر عملΎر

است. ی΋ریخت B(H) با طولپا به�طور T (H) دوگان دیΎر به�عبارت .∥S∥ = ∥ϕ∥ به�علاوه و

کنید. رجوع [۴] مرج΄ به اثبات.
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وان-نیومن جبرهای ۴.١

روی اثر سپس و م�ͳپردازیم وان-نیومن٩ جبر ͳمعرف به ∗C-جبر و باناخ جبر تعریف با بخش این در
م�ͳکنیم. تعریف را (M, τ) به مربوط تعویض�ناپذیر L١-فضای و کرده بیان را وان-نیومن جبر

تعریف١.۴.١.
هر برای ،∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ ضربی زیر خاصیت با ͳنرم تحت که است جبری ،A باناخ جبر Έی

است. نیز باناخ فضای Έی x, y ∈ A

تعریف١.۴.٢.
x 7−→ x∗ با که است دو مرتبه از ͳخط مزدوج ͳخودریخت Έی ،A باناخ جبر در برگشت Έی

،λ ∈ C اس΋الر هر و x, y ∈ A برای دیΎر عبارت به م�ͳدهیم. نمایش

(x+ y)∗ = x∗ + y∗ الف)

(xy)∗ = y∗x∗ ب)

(λx)∗ = λx∗ ج)

(x∗)∗ = x د)

تعریف١.۴.٣.
A باناخ جبر -∗Έی و باشد. برگشت Έی به مجهز که است باناخ جبر Έی باناخ، جبر -∗Έی

م�ͳشود. نامیده -جبر C∗ Έی کند، صدق ∥x∗x∥ = ∥x∥٢ شرط در ،x ∈ A هر برای که

.۴.۴.١ مثال
ͳالحاق برگشت با همراه K(H) و B(H) باناخ فضای دو از Έی هر ،H هیلبرت فضای هر برای
ماتریسهای همه فضای باشد، n-بعدی HیΈفضای اگر همچنین است. ∗C-جبر Έی عملΎری،
است. عملΎری نرم و ترانهاده) (مزوج ͳمعمول برگشت با ∗C-جبر Έی ،Mn = B(Cn)، n× n

کنید. رجوع [۴] مرج΄ به اثبات.

،WOT ضعیف عملΎر توپولوژی که م�ͳشویم یادآور کنیم، بیان را بعدی قضیه این�که از قبل
هر برای T 7−→ ⟨Tx, y⟩ نگاشتهای همه آن تحت که است B(H) روی تو�پولوژی کوچ΋ترین
است B(H) روی توپولوژی کوچ΋ترین SOT قوی عملΎری توپولوژی و پیوسته�اند. x, y ∈ H

٩Von Neumann
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نگاشتهای همه آن تحت که
همچنین باشند. پیوسته x ∈ H هر برای T 7−→ ∥Tx∥

A
′
= {S ∈ B(H); ST = TS, ∀ T ∈ A}.

مضاعف) (جابجاگر .۵.۴.١ قضیه
آن�گاه، باشد B(H) از ی΋داری جبر زیر -C∗ ،A اگر

SOT − clA =WOT − clA = A′′.

است. مضاعف جا�بجا�گر A′′ = (A′)′ آن در که

کنید. رجوع [٩] مرج΄ به اثبات.

تعریف١.۶.۴.
عملΎری توپولوژی به نسبت که است B(H) از ∗C-زیرجبری΋داری ،M وان-نیومن جبر Έی

�باشد. بسته ضعیف

.٧.۴.١ قضیه
منحصر پیش�دوگان دارای اگر فقط و اگر است وان-نیومن جبر Έی B(H) از M جبر ∗C-زیر

.(M∗)
∗ =M که باشد موجود M∗ باناخ فضای ͳیعن باشد. به�فرد

تعریف١.۴.٨.
جبر را M آن�گاه ،M = M

′ همچنین و باشد آن جابجاگر M
′ و وان-نیومن جبر Έی M اگر

گوییم. ͳآبل وان-نیومن

.٩.۴.١ مثال
است. وان-�نیومن جبر از مثال ساده�ترین مختلط اعداد میدان

.١٠.۴.١ مثال
روی Mϕ ضربی عملΎر باشد، Φ ∈ L∞(µ) و ͳمتناه-σ اندازه فضای Έی (X,Ω, µ) اگر

اگر م�ͳکنیم. تعریف MΦf = Φf �صورت به را H = L٢(µ)

Aµ = {MΦ : Φ ∈ L∞(µ)}

.A′
µ = Aµ = A′′

µ آن�گاه باشد، H = L٢(µ) روی ضربی عملΎرهای همه فضای
است. L١(µ) آن پیش�دوگان که است ͳآبل وان-�نیومن جبر Έی Aµ ⊆ B(L٢(µ)) بنابراین
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.١١.۴.١ مثال
عملΎرهای همه از متش΋ل T (H) باناخ فضای آن پیش�دوگان و است وان-نیومن جبر Έی B(H)

اثر، کلاس- عملΎرهای همه فضای T (H)همچنین م�ͳباشد. ∥A∥١ = tr(|A|) نرم با کلاس-اثر
م�ͳباشد. K(H) فضای آن دوگان پیش و است وان-نیومن جبر Έی

تعریف١.۴.١٢.
M روی اثر Έی باشد، M مثبت عناصر همه فضای نمایش M+ و وان-نیومن جبر Έی M اگر

کند صدق زیر شرایط در که است τ :M+ −→ [◦,∞] نگاشت به�صورت

.τ(x+ λy) = τ(x) + λτ(Y ) ،λ ∈ R+ ͳنامنف اس΋الر هر و x, y ∈M+ هر برای الف)

.τ(x∗x) = τ(xx∗) ،x ∈M هر برای ب)

تعریف١.۴.١٣.
M+ در (xi) کراندار صعودی تور هر برای هرگاه گوییم، نرمال را M وان-نیومن جبر روی τ اثر

باشیم داشته
sup τ(xi) = τ(sup

i
xi).

تعریف١.١۴.۴.
.x = ٠ که کند ایجاب τ(x) = ٠ هرگاه گوییم صادق را τ اثر

تعریف١.١۵.۴.
باشد، داشته وجود ناصفر y ∈M+ Έی نا�صفر، x ∈M+هر برای هرگاه گوییم، ͳنیم�����������������������������متناه را τ اثر

.τ(y) <∞ و y ≤ x به�طوری�که

تعریف١.١۶.۴.
s(τ) عملΎر باشد. M روی ͳنیم�متناه نرمال اثر Έی τ و وان-نیومن جبر Έی M کنید فرض
Έی را s(τ) همچنین شود. جابجا M عضو هر با هرگاه گوییم مرکزی تصویر Έی را M روی
روی τ به�طوری�که باشد، M در مرکزی تصویر Έی s(τ) هرگاه گوییم، τ از محمل�دار تصویر

باشد. صادق s(τ)M روی τ همچنین و شود صفر (I − s(τ))M+

.١٧.۴.١ قضیه
و Jτ اگر است. τ از محمل�داری تصویر s(τ) و M روی ͳمتناه نیم نرمال اثر Έی τ کنیم فرض

کنیم: تعریف زیر صورت به������� را Mτ

Jτ = {A ∈ s(τ)M ; τ(A∗A) <∞}


