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است. ایشان بی�دریغ محبتهای مرهون موفقیتهایم که



قدردانی و تشکر
را آفریدگان كه را خداوندى را، بى�پسین آخرین آن و را بى�پییشین نخستین آن را، خداى سپاس و حمد

او ارادت كه راه همان به و پوشید هستى جامه�ی خویش مشیت مقتضاى به و كرد ابداع خود قدرت به

گردانید. خویش محبت طریق رهسپار و داشت روان بود

استاد زحمات از که می�دانم لازم خود بر رسیده، پایان به پایان�نامه این نگارش خدا، فضل به که اکنون

و کنم، سپاس�گزاری موسوی» احمد «سید دکتر آقای جناب ارزش�مندم، و خوش�خلق صبــور، راهنمای

فرض خود بر هم�چنین دارم. مسألت حق�تعالی درگاه از ایشان، برای را بهروزی و سعادت�مندی نهایت

«سید دکتر آقای ، « رجایی «علی دکتر آقای بزرگوار، اساتید از را خود سپاس و قدردانی مراتب می�دانم،

ابراز رساله، این داوری زحمت قبول خاطر به باقری» محمد «سید دکتر آقای و جوادی» سید حاج حمید

دارم.

و همراهی� از همواره که نازنینم، مادر و پدر خصوص به عزیز��م، خانواده�ی از کمترین؛ نه اما آخرین،

سپاس�گزارم.��� بسیار بوده�ام، بهره�مند صدرشان سعه�ی
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خانواده که است شده داده نشان و شده ارائه ریکارت مدول�های برای نمائی سرشت قضیه�ی تعدادی

آرتینی نیمساده�ی حلقه�های دقیقا باشد، دوگان�ریکارت مدول راست R-مدول هر که R حلقه�های

دوگان�ریکارت مدول مولد متناهی آزاد راست R-مدول هر که R حلقه�های خانواده همچنین می�باشند.

راست R-مدول هر که R حلقه�های خانواده علاوه به می�باشند. نیومن فان منظم حلقه�های دقیقا باشد،

حلقه�ی که می�دهيم نشان هستند. راست موروثی حلقه�های دقیقا باشد، دوگان�ریکارت مدول تزریقی

که کرد خواهیم ارائه را شرایطی و است چپ ریکارت حلقه�ی دوگان�ریکارت، مدول یک ريختی�های درون

درون حلقه�ی که دوگان�ریکارتی مدول که کرد خواهیم ثابت باشد. درست مطلب این عکس ها آن تحت

است. دوگان�بئر مدول یک است، ناصفر متعامد خودتوان�های از نامتناهی مجموعه�ی فاقد آن ريختی�های

می ارائه جابجایی نوتری حلقه�های روی مولد متناهی دوگان�ریکارت مدول�های برای ساختاری قضیه�ای

ارث به را خاصیت این دوگان�ریکارت، مدول مستقیم جمعوند یک که حالی در می�دهيم نشان گردد.

و T-نا�هم�منفرد مدول علاوه به نیستند. اینچنین لزوما دوگان�ریکارت مدول�های مستقیم جمع می�برد،

تنها و اگر است T-نا�هم�منفرد و پذیر Mاتقاء مدول که است شده ثابت گردند. می معرفی K-مدول�ها

می تعیین بئراند، دوگان مدول�ها همه�ی آنها برای که را حلقه�هایی باشد. دوگان�بئر مدول و K-مدول اگر

مدول نیز دوگان�بئر مدول�های از متناهی تعداد مستقیم جمع آنکه برای لازم شرط یک بالاخره و گردد.
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١

مقدمه
١٩۵۵ سال در دارد. نیومن فان جبر و C∗ جبر تابعی، آنالیز در ریشه حلقه�ها در ریکارت و بئر مفاهیم

شد. داده تعمیم ریکارت حلقه�ی مفهوم به ١٩۶٠ سال در و کرد معرفی را بئر حلقه�ی [٩] ١ کاپلانسکی

در را مهمی نقش ریکارت و بئر شبه بئر، حلقه�های شدند. معرفی بئر شبه حلقه�های [٣] ١٩۶٧ سال در

مقالات اخیرا می�كنند. ایفا حلقه�ها ساختاری قضیه�ی در رو این از و خودتوان�ها از عظیمی منابع ایجاد

هر راست پوچساز گاه هر گوییم بئر را Rحلقه�ی [١۵] طبق پرداخته�اند. حلقه�ها این بررسی به زیادی

هر راست پوچساز گاه هر گوییم ریکارت و شود تولید R در خودتوانی توسط R از ناتهی زیرمجموعه�ی

شود. تولید آن در توانی خود توسط R از ناصفر عنصر

آن، درون�ريختی�های حلقه�ی با M مدول بین روابط از استفاده با رومن٣ و رضوی٢ ٢٠٠۴ سال در

مدول مفهوم ٢٠١٠ ۴درسال لی همراه به آنها پرداختند. ریکارت مدول و بئر مدول مفهوم ارائه�ی به

توتونچی۵ توسط دوگان�بئر مدول مفهوم ٢٠٠٩ سال در اینکه ضمن دادند، قرار توجه مورد را دوگان�ریکارت

بود. خواهند نامه پایان این در ما توجه کانون جدید مفهوم دو این بود شده تعریف بیک۶ تری و

،M از N مجموعه�ی زیر هر برای هرگاه گوییم بئر دوگان را M راست R-مدول آنها، تعریف طبق

است. S از خودتوانی e و S = EndR(M) آن در D(N)که = {φ ∈ S : Im φ ⊆ N} = eS

بصورت r ∈ R هر برای را φa : R → R ،R از a دلخواه عنصر برای باشد، حلقه R اگر

هر برای اگر تنها و اگر است نیومن فان منظم حلقه�ی R بوضوح می�كنيم. تعریف φa(r) = ar

١Kaplansky

٢Rizvi

٣Roman

۴Lee

۵Tutuncu

۶Tribak



٢

علاقمند M مدول�های بررسی به رومن و رضوی مقدمه این با .Im φa = aR ≤⊕ RR ،a ∈ R

Mباشد از مستقیمی جمعوند Im φ آن، درون�ريختی�های حلقه�ی از φ عنصر هر برای آنها در که شدند

کردند. تعریف را دوگان�ریکارت مدول ترتیب این به و

است. شده بیان نیازها پیش نامه پایان این اول فصل در

با ابتدا در پرداخت. خواهیم مدول�ها این خواص بررسی به دوگان�بئر، مدول معرفی ضمن دوم فصل در

مفاهیم معرفی ضمن سپس می�كنيم. ارائه دوگان�بئر مدول برای معادلی تعاریف ساختاری، قضیه�ای بیان

دوگان�بئر مدول با مدول�ها این بین ارتباط نتایجی و قضایا بیان با ارتقاء�پذیر، و T-نا�هم�منفرد مدول�های

و ارتقاء�پذیر آنها روی شده تعریف مدول�های که حلقه�هایی می�دهيم نشان ادامه در کرد. خواهیم عنوان را

مستقیم جمع بررسی با فصل پایان در هستند. راست هارادای و موروثی نیمه حلقه�های باشد، بئر دوگان

در مهمی نتایج و پردازیم می ددکیند حلقه�های روی مدول�ها این ساختار توضیح به دوگان�بئر، مدول�های

می�آوريم. بدست خصوص این

است، گرفته قرار مطالعه مورد اخیرا که را جدید مفهوم این خواص و دوگان�ریکارت مدول سوم فصل در

مطرح را مدول�ها این مهم خواص برخی دوگان�ریکارت، مدول معرفی با ابتدا کرد. خواهیم بررسی

به را خاصیت این دوگان�ریکارت، مدول هر مستقیم جمعوند که می�دهيم نشان مثال طور به می�كنيم.

لزوما ریکارت مدول�های دوگان مستقیم جمع که می�دهيم نشان مثالی ارائه�ی با حالیکه در می�برد ارث

راستی R-مدول هر آن در که R حلقه�های کلاس که می�كنيم ثابت ادامه در بود. نخواهد دوگان�ریکارت

R-مدول هر آن در که R حلقه�های کلاس و است آرتینی نیمساده�ی حلقه�ی است، دوگان�ریکارت مدول

کلاس حالیکه در است. نیومن فان منظم حلقه�ی است، دوگان�ریکارت مدول مولد متناهی آزاد راست

راست موروثی حلقه�ی باشد، دوگان�ریکارت مدول تزریقی راست R-مدول هر آن در که R حلقه�های

است.

را مدول�ها این درون�ريختی�های حلقه�ی و دوگان�ریکارت مدول�های بین ارتباط فصل این بعدی بخش در

ریکارت دوگان�ریکارت،حلقه�ی مدول درون�ريختی�های حلقه�ی می�كنيم ثابت حالیکه در می�كنيم. بررسی



٣

می�دهيم نشان اینکه ضمن باشد. قرار بر نیز مطلب عکس که می�كنيم فراهم را شرایطی است، چپ

φM = داریم همواره آن، درون�ريختی�های حلقه�ی از φ عنصر هر و M دوگان�ریکارت مدول هر برای

این که دوگان�ریکارتی مدول هر می�دهيم نشان D٢ خاصیت معرفی با ادامه در .rM (lS (φM))

است. نیومن فان منظم حلقه�ی آن درون�ريختی�های حلقه�ی باشد، داشته را خاصیت

نتيجه�ی مشابه کرد. خواهیم بررسی را دوگان�ریکارت مدول با دوگان�بئر مدول بین ارتباط بعد بخش در

از نامتناهی مجموعه�ی هیچ شامل که دوگان�ریکارتی مدول می�دهيم نشان ،[١۶] در آمده بدست مهم

ضمن ادامه در است. دوگان�بئر مدول نمی�باشد، درون�ريختی�هایش حلقه�ی در ناصفر متعامد خودتوان�های

تجزیه�ناپذیری دوگان�ریکارت مدول هر که می�دهيم نشان تجزیه�ناپذیر، �دوگان�ریکارت مدول�های بررسی

باشد. تقسیم حلقه�ی آن درون�ريختی�های حلقه�ی اگر تنها و اگر کند می صدق D٢ خاصیت در

متناهی تعداد یا دو مستقیم جمع وقت که”چه داد خواهیم را سوال این پاسخ فصل، این از آخر بخش در

M-دوگان�ریکارت مفاهیم از سوال این به پاسخ برای دوگان�ریکارتاست؟” مدول دوگان�ریکارت، مدول

کرد. خواهیم استفاده می�كنيم، معرفی بخش این در Mکه مدول Mبرای -D٢ و



١ فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم

این مفاهیم و تعاریف تمامی در می�شویم. آشنا مدول�ها نظریه������ی در مفاهیمی و تعاریف با فصل این در

نظر در راست R-مدول ،M می�باشد. جابجایی، لزوما نه و شرکت�پذیر و �یكدار حلقه�ای R پایان�نامه

می�دهیم. نمایش S با را آن درون�ریختی�های حلقه�ی که است شده گرفته

زیرمدولی N و S از ایده�آلی I ،S = EndR(M) مدول، -R یک M کنیم فرض .١.١ تعریف

و S از عناصری با N چپ پوچساز lS(N) = {s ∈ S|sN = ٠} صورت دراین باشد M از

Mمی�باشد. از عناصری با I راست پوچساز rM(I) = {m ∈M |Im = ٠}

از K صفر غیر مدول زیر هر برای هرگاه گوییم اساسی Mرا مدول -R از N مدول زیر .٢.١ تعریف

می�دهیم. نمایش N ≤ess M با آن�را که .K ∩N ̸= ٠ ،M

هستند. اساسی Z در Z ناصفر ایده�آل�های همه .٣.١ مثال

،f ∈ EndR(M) هر برای هرگاه گوییم پایا کاملا را M مدول -R از N مدول زیر .۴.١ تعریف

دهیم. می نمایش N ⊴M با آن�را که باشد N از زیرمدولی f(N)

۴



۵ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

خودتوانی توسط R از ناتهی چپ ایده�������������������������آل هر راست پوچساز گاه هر گوییم بئر را R حلقه�ی .۵.١ تعریف

شود. تولید R در

است. بئر حلقه دامنه�ای هر .۶.١ مثال

نظربگیرید. در را r(I) = {x ∈ R|Ix = ٠} باشد. دلخواه ∅ ̸= I ≤ RR و دامنه R کنید فرض

خودتوان صفر آنجاییکه از و می�باشد صفر فوق راست پوچساز است صفر علیه مقسوم فاقد دامنه چون

می�باشد. بئر حلقه�ای R است، دامنه

توسط R از ناتهی طرفه دو ایده�������������������������آل هر راست پوچساز گاه هر گوییم شبه�بئر را R حلقه�ی .٧.١ تعریف

شود. تولید R در خودتوانی

.b = ٠ یا a = ٠ آنگاه aRb = ٠ ،a, b ∈ R هر ازای به هرگاه گوییم اول را R حلقه .٨.١ تعریف

است. شبه�بئر اول، حلقه هر .٩.١ مثال

در را r(I) = {x ∈ R|Ix = ٠} باشد. دلخواه ∅ ≠ I ⊴ R و اول حلقه�ای R کنید فرض

حلقه خودتوان صفر چون و می�باشد صفر فوق راست پوچساز است، اول حلقه آنجاییکه از نظربگیرید.

می�باشد. شبه�بئر حلقه�ای R است،

(شبه�بئر) بئر R حلقه است؛ راست و چپ متقارن حلقه�ها برای شبه�بئر و بئر خاصیت�های .١٠.١ تذکر

شود. تولید R در خود�توانی توسط R از طرفه) (دو راست ایده�آل هر چپ پوچساز فقط و اگر است،

M از N دلخواه زیرمدول هر ازای به هرگاه گوییم بئر مدول را M راست R-مدول .١١.١ تعریف

شود. تولید S در خودتوانی توسط S در N چپ پوچساز

N دلخواه پایای زیرمدول هر ازای به هرگاه گوییم شبه�بئر مدول Mرا راست R-مدول .١٢.١ تعریف

شود. تولید S در خودتوانی توسط S در N چپ Mپوچساز از



۶ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

Mجمعوند از N دلخواه زیرمدول هر ازای به هر�گاه گوییم ١ توسیعی Mرا مدول -R .١٣.١ تعریف

باشد. اساسی N ′ در N که به�طوری باشد داشته Mوجود از N ′ مستقیم

هستند. توسیعی مدول، -Z عنوان به Z٨ و Z٢ .١۴.١ مثال

دلخواه پایای زیرمدول هر ازای به هر�گاه گوییم ٢ توسیعی پایای کاملا را M مدول -R .١۵.١ تعریف

باشد. اساسی N ′ در N که به�طوری باشد داشته Mوجود از N ′ مستقیم Mجمعوند از N

rR(m) ≤ess R Mکه در m عنصر هر برای هرگاه گوییم نا�منفرد٣ Mرا مدول -R .١۶.١ تعریف

.Z(M) = {m ∈M,mI = ٠, I ≤ess RR} = ٠ معادل طور به یا و m = ٠ باشیم داشته

اساسی راست پوچساز دارای ناصفری عنصر هیچ هرگاه گوییم راست نامنفرد را R حلقه .١٧.١ تعریف

.( Z(RR) = ٠ نباشد( RR در

پوچساز R از I اساسی راست ایده�آل هر ازای به اگر فقط و اگر است راست نامنفرد R حلقه .١٨.١ لم

باشد. صفر I چپ

نظر در دلخواه را a ∈ l(I) حال باشد. R از اساسی راست ایده�آل I و Z(R) = ٠ کنید فرض اثبات.

فرض از ،r(a) ≤ess R بناراین I ≤ess R چون و I ⊆ r(a) داریم rI = ٠ آنجاییکه از بگیرید.

فرض حال .l(I) = ٠ داریم بود، شده فرض دلخواه a آنجاییکه از .a = ٠ که می�شود نتیجه مسأله

،r(x) ≤ess R که به�طوری x ∈ R کنید فرض .l(I) = ٠ که باشد R از اساسی راست ایده�آل I کنید

.Z(RR) = ٠ بنابراین .x ∈ l(r(x)) که می�دانیم و l(r(x)) = ٠ فرض طبق

١Extending

٢FI-extending

٣Nonsingular



٧ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

RR در صفر چپ پوچساز با R از راست ایده�آل هر هرگاه گوییم ۴ هم�نامنفرد را R حلقه .١٩.١ تعریف

باشد. اساسی

باشد. R از دوطرفه ایده�آل eR هرگاه گوییم مرکزی نیمه را e ∈ R خودتوان .٢٠.١ تعریف

آن در که φ ∈ S دلخوا��������ه������ عنصر هر برای����� هرگاه گوییم k-نا�منفرد۵ را M مدول -R .٢١.١ تعریف

.φ = ٠ باشیم داشته rM(φ) = kerφ ≤ess M

باشیم داشته اگر M از N زیرمدول هر برای هرگاه گوییم هم�نا�منفرد۶ -k را M مدول .٢٢.١ تعریف

آنگاه ،φ(N) ̸= ٠ اگر φ ∈ S هر برای معادل طور به یا و .N ≤ess M آنگاه ،Ls(N) = ٠

.N ≤ess M

باشیم داشته اگر S از I ایده�آل هر برای هرگاه گوییم ٧ نامنفرد -k پایای Mرا R-مدول .٢٣.١ تعریف

rM(I) = eM آنگاه است، S در خودتوانی e که rM(I) ≤ess eM

N پایای مستقیم جمعوند هر برای هرگاه گوییم ٨ هم�نامنفرد -k پایای Mرا R-مدول .٢۴.١ تعریف

φ(N
′
) ̸= ٠ باشیم داشته اگر φ ∈ End(N) هر برای که به�طوری N از N ′ پایای زیرمدول Mو از

N
′ ≤ess N آنگاه

داشته ناصفر اشتراک آن ناصفر زیرمدول دو هر هرگاه گوییم یکنواخت٩ Mرا R-مدول .٢۵.١ تعریف

باشد. اساسی آن Mدر زیرمدول هر معادل طور به یا و باشند

۴Co-nonsingular

۵K-nonsingular

۶K-co-nonsingular

٧FI-k-nonsingular

٨FI-k-cononsingular

٩Uniform



٨ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

توسط R از ناصفر عنصر هر راست پوچساز هرگاه گوییم راست ریکارت را R حلقه�ی .٢۶.١ تعریف

شود. تولید R در خودتوانی

M در S ناصفر عنصر هر راست پوچساز هرگاه گوییم ریکارت Mرا راست R-مدول .٢٧.١ تعریف

،φ ∈ S ناصفر عنصر هر برای معادل طور به یا شود تولید S در خودتوانی توسط

Kerφ = rR(φ) =Me

خودتوان عنصر هر برای زیرا ،Kerφ ≤⊕ M با است معادل این و است S از خودتوانی e آن در که

Mنوشت. = eM ⊕ (١− e)M بصورت می�توان Mرا ،e ∈ S

اشتراک هرگاه دارد ١٠را (SIP ) جمعوندی اشتراک خاصیت ،M راست R-مدول گوییم .٢٨.١ تعریف

تعمیم�یافته جمعوندی اشتراک خاصیت و باشد M مستقیم جمعوند یک آن مستقیم جمعوند هردو

M از مستقیم جمعوند یک آن، مستقیم جمعوندهای از خانواده هر اشتراک هرگاه دارد GSIP)١١را )

باشد.

باشد. آن مستقیم جمعوند Mیک زیرمدول هر هرگاه گوییم نيمساده Mرا R-مدول .٢٩.١ تعریف

است. نيمساده مدول RR اگر تنها و اگر است نيمساده مدول RR ،R حلقه�ی برای .٣٠.١ قضیه

نيمساده Mنیز از قسمتی خارج مدول هر آنگاه باشد، نيمساده R-مدول ،M کنیم فرض .٣١.١ قضیه

است.

M/N از دلخواهی زیرمدول J و Mباشد از دلخواهی قسمتی خارج M/Nمدول کنیم فرض اثبات.

.J = J ′/N و Nبوده شامل که است موجود Mچنان از J ′ Mمثل از زیرمدولی صورت این در باشد.

١٠Summand intersection property

١١Strong Summand Intersection property



٩ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

بنابراین .M = J ′⊕J ′′ که است موجود چنان J ′′ Mمثل از زیرمدولی پس است، Mنيمساده چون

M/N پس M/Nاست. از زیرمدولی (J ′′ +N)/N آن در که ،M/N = J ⊕ (J ′′ +N)/N

است. نيمساده

است. نيمساده R-مدول، هر آنگاه باشد. نيمساده حلقه�ای R کنیم فرض .٣٢.١ قضیه

طرفی از .M =
∑

x∈M Rx می�دانيم می�گيريم. نظر در دلخواه راست R-مدول را M اثبات.

R−مدول بعنوان نیز R/Ann(x) است، نيمساده R-مدول بعنوان R چون و Rx ∼= R/Ann(x)

است. نيمساده Mنیز =
∑

x∈M Rxپس است. نيمساده

برقرار زیر شرایط L⊴ S و ،J ⊴ R ،P ⊴M ،K ≤ SS ،I ≤ RR ،N ≤ M برای .٣٣.١ لم

است:

lM(rR(lM(I)))؛ = lM(I) .١

rR(lM(rR(N)))؛ = rR(N) .٢

lS(rM(lS(N)))؛ = lS(N) .٣

rM(lS(rM(K)))؛ = rM(K) .۴

lM(J)⊴M؛ .۵

rR(P؛ )⊴R .۶

lS(P؛ )⊴ S .٧

.rM(L)⊴M .٨



١٠ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

است. برقرار پوچسازها روابط بنابر اول تساوی چهار اثبات.

کنیم فرض حال .rJ ⊆ J ،r ∈ R برای صورت این در ،J ⊴R کنیم فرض پنجم، رابطه اثبات برای

کافی حال .lM(J) ≤M اینرو mrاز ∈ lM(J) ،mrJ ⊆ mJ = ٠ آنجاییکه از .m ∈ lM(J)

در m ∈ lM(J) و φ ∈ EndR(M) کنیم فرض پایاست. Mکاملا در lM(J) که دهیم نشان است

.φ(m) ∈ lM(J) درنتیجه φ(m)J = φ(mJ) = ٠ صورت این

آنگاه N ⊴ M اگر .M = M١ ⊕ M٢ که به�طوری باشد مدول -R ،M کنیم فرض .٣۴.١ لم

.Ni = N ∩Mi ⊴Mi ،i = ١,٢ برای که N = N١ ⊕N٢

،N ⊴M آنجاییکه از باشد. Mi به M از کانونی تصویر πi ،i = ١,٢ برای کنیم فرض اثبات.

N ⊆ π١(N) + اینرو از .πi(N) = N ∩Mi = Ni ،i = ١,٢ برای هم�چنین و ،πi(N) ⊆ N

.N١ + N٢ ⊆ N نتیجه در ،Ni ⊆ N ،i = ١,٢ برای آنجاییکه از اما .π٢(N) = N١ + N٢

.N = N١ ⊕N٢ بنابراین N١ ∩N٢ = N ∩M١ ∩M٢ = ٠ هم�چنین

این�صورت در .F١ ⊴N١ Mو = N١ ⊕N٢ که طوری به باشد R-مدول ،M کنید فرض .٣۵.١ لم

.F١ ⊕ F٢ ⊴M که طوری به دارد وجود F٢ ⊴N٢ مانند عضوی

ψ ∈ اگر .F٢ ≤ N٢ صورت این در F٢ =
∑

φ∈Hom(N١,N٢)
φ(F١) کنید فرض اثبات.

در .ψφ ∈ Hom(N١, N٢) ،φ ∈ Hom(N١, N٢) هر برای آنگاه باشد دلخواه End(N٢)

از ψ(F٢) = ψ(
∑

φ∈Hom(N١,N٢)
φ(F١)) =

∑
φ∈Hom(N١,N٢)

ψφ(F١) ⊆ F٢ این�صورت

،i, j = ١,٢ ازای به و χ = (χij)i,j=١,٢ آن در که χ ∈ End(M) کنیم فرض .F٢ ⊴N٢ اینرو

و χii(Fi) ⊆ Fi نتیجه در Fi ⊴ Ni ،i, j = ١,٢ ازای به آنجاییکه از .χi,j : Nj −→ Ni

نتیجه که χ١٢φ ∈ End(N١) ،φ ∈ Hom(N١, N٢) برای .χ٢١(F١) ⊆ F٢ ،F٢ تعریف طبق

می�دهد:



١١ اولیه تعاریف و مفاهیم .١ فصل

از .χ١٢(F٢) = χ١٢(
∑

φ∈Hom(N١,N٢)
φ(F١)) =

∑
φ∈Hom(N١,N٢)

χ١٢φ(F١) ⊆ F١

.F١ ⊕ F٢ ⊴M اینرو از می�نگارد F١ ⊕ F٢ به را F١ ⊕ F٢ ،χ مولفه هر آنجاییکه

باشد. داشته ضربی وارون آن ناصفر عنصر هر هرگاه گوییم تقسیم حلقه�ی را R حلقه�ی .٣۶.١ تعریف

هر برای هرگاه گوییم تصویری١٢ مدول را P ،P و N ،M راست R-مدول�های برای .٣٧.١ تعریف

h : P → M R-همریختی ،ψ : P → N R-همریختی هر و φ : M → N پوشای همریختی

.ψ = φ ◦ h که باشد موجود چنان

در r مثل عنصری R در x عنصر هر برای هرگاه گوییم نیومن١٣ فان منظم را R حلقه�ی .٣٨.١ تعریف

.xrx = x که باشد موجود چنان R

R−همریختی هر برای هرگاه گوییم M-تصویری Pرا ،M Pو راست برایR-مدول�های تعریف٣٩.١.

M به P از φ R-همریختی است دلخواه R-مدولی ،N که N به P از g و N به M از f پوشای

.g = foφ که باشد موجود چنان

١٢Projective

١٣Von Neumann



٢ فصل

بئر مدول

همه که را حلقه�هایی و کنیم بررسی را دوگان�بئر مدول�های ویژگی�های برخی داریم قصد فصل این در

مستقیم مجموع اينكه برای لازم شرایط همین�طور کنیم. مشخص است، بئر دوگان آن�ها روی مدول�های

می�دهیم. ارائه را شود بئر دوگان دوگان�بئر، مدول�های از متناهی

دوگان�بئر مدول�های ١.٢

،e ∈ S خودتوان و N ≤ M هر برای هرگاه گوییم بئر مدول را M راست R-مدول .١.٢ تعریف

.( lS(N) = Se معادلا (یا lS(N) ≤⊕ SS

خودتوان و S از I چپ ایده�آل هر برای اگر تنها و اگر است بئر M مدول ،٣٣.١ لم طبق .٢.٢ تذکر

.rM(I) = eM ،e ∈ S

،e ∈ S مانند خودتوانی برای می�دهیم نشان باشد. I ≤ SS و بئر M مدول کنید فرض اثبات.

rM(I) ≤ M که می�دانیم و ،rM(I) = rM(lS(rM(I))) ،٣٣.١ لم طبق .rM(I) = eM

١٢



١٣ بئر مدول .٢ فصل

rM(I) = نتیجه در .lS(rM(I)) = Se ،e مانند خودتوانی برای که می�شود نتیجه است Mبئر چون

Se((١−e)M) = ٠ که می�شود نتیجه ،e(١−e) = ٠ آنجاییکه از .rM(lS(rm(I))) = rM(Se)

بنابراین بگیرید. نظر در دلخواه را m ∈ rM(Se) حال .(١ − e)M ⊆ rM(Se) یعنی این و

داریم: را زیر تساوی بوضوح .em = ٠ داریم است یکدار S که آنجا از و Se(m) = ٠

m = ١ = (e+ (١− e))m = em+ (١− e)m = (١− e)m.

١ − e ∈ S خودتوان برای بنابراین .m ∈ (١ − e)M که می�شود نتیجه بود دلخواه m چون

خودتوانی برای که طوری به I ≤ SS هر برای که می�دهیم نشان حال .rM(Se) = (١− e)M داریم

دلخواه N ≤ M کنید فرض است. بئر M مدول ،rM(I) = eM باشیم داشته e ∈ S مانند

فرض طبق بنابراین ،lS(N) ≤ SS چون .lS(N) = lS(rM(lS(N))) ،٣٣.١ لم طبق باشد،

که می�دانیم .lS(N) = lS(rM(lS(N))) = lS(eM) نتیجه در .rM(lS(N)) = eM داریم

.s ∈ lS(eM) کنید فرض حال .S(١ − e) ⊆ lS(eM) یعنی این و ،S(١ − e)(eM) = ٠

نوشت: زیر به�صورت را s میتوان .se = ٠ نتیجه در و seM = ٠ بنابراین

s = s · ١ = s(e+ (١− e)) = se+ (١− e)s = (١− e)s.

،١−e ∈ S خودتوان برای که می�دهد نشان این .s ∈ (١−e)S که می�شود نتیجه بود دلخواه s چون

lS(N) = lS(eM) = (١− e)S

خودشان روی راست مدول عنوان به بئر حلقه�های همه و هستند بئر نیمساده مدول�های همه .٣.٢ مثال

هستند. بئر

داد. خواهیم گسترش مدول�ها به آن�را ادامه در که می�پردازیم قضیه�ای بیان به قسمت این در

تنها و اگر است راست توسیعی و راست نامنفرد حلقه R آنگاه باشد. حلقه R کنیم فرض .۴.٢ قضیه

باشد. راست هم�نامنفرد و بئر حلقه R اگر


