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١ فصل

مقدماتͬ اصول و تعاریف

حلقهها از مقدماتͬ ١.١

مͬ�روند کار به بعد فصلهای در که قضیهها از برخͬ و نیاز مورد اساسͬ مفاهیم بیان به فصل این در

مͬ�شوند. فرض راست یͺانͬ مدول�ها و ی�ͷدار حلقه�ها پایان�نامه، این مͬ�پردازیم.در

مجموعه R مرکز آن�گاه باشد، حلقه ͷی R هرگاه .١.١.١ تعریف

C = {c ∈ R|cr = rc ، r ∈ R هر ازای {به

است. R زیرحلقه C است.

از عضو ͷی e هرگاه بهعلاوه .e٢ = e اگر گوییم خودتوان را R حلقه در e عنصر .٢.١.١ تعریف

گوییم. مͬ مرکزی خودتوان را آن آنگاه باشد، R حلقه مرکز

٣



خودتوان عضو اگر فقط و اگر است آن جمعوند ͷی R حلقه از I راست ایدال .٣.١.١ قضیه

داریم آنگاه باشد، خودتوان e اگر بهعلاوه .I = eR بهطوریکه باشد، موجود e ∈ R

R = eR ⊕ (١− e)R.

ضرب و جمع با eRe صورت این در باشد، R حلقه خودتوان عضو ͷی e کنیم فرض .۴.١.١ لم

مͬباشد. e آن واحد و ◦R همان آن صفر که است حلقه ͷی R

ازای به یعنͬ باشد. خودتوان ͷی R عضو هر اگر گوییم بولͬ حلقه ͷی را R حلقه .۵.١.١ تعریف

.x٢ = x ،x ∈ R هر

کامل مجموعه را R یͷدار حلقه در {e١, e٢, . . . , en} خودتوانهای مجموعه .۶.١.١ تعریف

.eiej = ◦ باشم داشته i ̸= j هر برای و e١ + . . . + en = ١ هرگاه گوییم

عضو اگر گوییم چپ(راست) مقسومعلیهصفر ͷی را R حلقه در a ناصفر عضو .٧.١.١ تعریف

از عضوی مقسومعلیهصفر .((ba) = ◦)ab = ◦ بهطوریکه باشد موجود b ∈ R مانند ناصفری

باشد. راست مقسومعلیهصفر هم و چپ مقسومعلیهصفر هم که است R

.an = ◦ باشیم داشته ،n ∈ N ازای به اگر گوییم پوچتوان را R حلقه از a عضو .٨.١.١ تعریف

معادلند: زیر شرایط R حلقه در .٩.١.١ گزاره

ندارد. غیرصفر پوچتوان عضو R .١

.a = ◦ آنگاه ،a٢ = ◦ و a ∈ R هرگاه .٢

است. R یͺه عضو ١+ a آنگاه باشد، R حلقه پوچتوان عضو ͷی a هرگاه .١٠.١.١ گزاره

۴



صورت این در .an = ◦ ی، n ازای به بنابراین باشد، پوچتوان a کنیم فرض برهان.

١= ١+ (−١)nan = (١+ a)(١− a + a٢ + · · ·+ (−١)n−١an−١)

است. یͺه ١+ a لذا

اگر فقط و اگر (١− ab) ∈ U(R) آنگاه باشد، یͷدار حلقه ͷی R اگر .١١.١.١ تبصره

است. R وارون�پذیر عناصر همه مجموعه U(R) از منظور آن در که .(١− ba) ∈ U(R)

مͬ نشان حال است. (١− ab) وارون (١− ab)−١ بنابراین (١− ab) ∈ U(R) چون برهان.

زیرا مͬباشد. (١+ b(١− ab)−١a)،(١− ba) وارون که دهیم

(١− ba)(١+ b(١− ab)−١a) = ١− ba + b(١− ab)−١a − bab(١− ab)−١a

= ١− ba + b[(١− ab)−١ − ab(١− ab)−١]a

= ١− ba + b[(١− ab)(١− ab)−١]a

= ١− ba + ba = ١

مͬشود. ثابت مشابه روشͬ به برعͺس،

صورت این در باشد. حلقه�ها از ناتهͬ خانواده ͷی ،{Ri}i∈I خانواده فرضکنیم تعریف١٢.١.١.

∏i∈I Ri مͬدهیم. نشان ∏i∈I Ri علامت با را {Ri}i∈I خانواده اعضای مستقم حاصلضرب

(ai)i∈I , (bi)i∈I ∈ ∏i∈I Ri هر برای مͬدهد. حلقه ͷی تشͺیل زیر مولفهای ضرب و جمع با

مͬکنیم تعریف

(ai)i∈I + (bi)i∈I = (ai + bi)i∈I و (ai)i∈I .(bi)i∈I = (aibi)i∈I

۵



که ai ∈ R و i ∈ I هر برای که (ai)i∈I چون خانوادههایͬ همه از متشͺل ∏i∈I Ri زیرمجموعه

و مͬدهیم نشان ⊕i∈I Ri با آنرا و مͬباشد ایدال ͷی ناصفرند مولفههایشان از متناهͬ تعدادی تنها

مͬنامیم. {Ri}i∈I خانواده مستقیم مجموع

اگر و ∏i∈I Ri =
⊕

i∈I Ri آنگاه باشد متناهͬ I وقتͬ که مͬکنیم توجه

.(ai)i∈I = (a١, a٢, . . . , an) آنگاه (ai)i∈I ∈⊕i∈I Ri و I = {١, . . . ,n}

هرگاه گوییم، ضربͬ بسته را R حلقه از S ناتهͬ زیرمجموعه .١٣.١.١ تعریف

١∈ S .١

.ab ∈ S باشیم داشته a,b ∈ S هر برای .٢

ضربͬ بسته مجموعه را S آنگاه c,d ∈ S باشیم داشته cd ∈ S برای چنانچه این بر علاوه

گوییم. شده اشباع

حلقه مͬشود، داده نشان Rop با که R متقابل حلقه باشد، حلقه ͷی R هرگاه .١۴.١.١ تعریف

زیر صورت به آن o ضرب و داشته، را R جمع همان و R عضوهای مجموعه همان که است ای

باشد: شده تعریف

aob = ba,

است. R در حاصلضرب ba آن در که

باشد. نداشته غیرصفر پوچتوان عضو که درصورتͬ گوییم کاهشͬ را R حلقه .١۵.١.١ تعریف

باشند؛ R مستقیم جمعوندهای تنها R و ◦ هرگاه گوییم، تجزیهناپذیر را R حلقه .١۶.١.١ تعریف

نباشد. خود سره ایدال دو مستقیم مجموع صورت به R یعنͬ

۶



رادیͺالاول و نیماول ایدال ٢.١

اگر R در J و I ایدال دو هر ازای به هرگاه است، اول R حلقه ͷی از P سره ایدال .١.٢.١ تعریف

آن اول ایدال ͷی {◦} که است ناصفر حلقهای اول حلقه ͷی .J ≤ P یا I ≤ P آنگاه ،I J ≤ P

است.

معادلند: زیر شرایط آنگاه باشد، R حلقه در سره ایدال ͷی P اگر .٢.٢.١ گزاره

است. اول ایدال ͷی P .١

است. اول حلقه ͷی R
P .٢

.J ≤ P یا I ≤ P آنگاه ،I J ≤ P بهطوریکه R از J و I راست ایدال دو هر ازای به .٣

.J ≤ P یا I ≤ P آن�گاه ،I J ≤ P بهطوریکه R از J و I چپ ایدال دو هر ازای به .۴

.y ∈ P یا x ∈ P آن�گاه ،xRy ⊆ P بهطوریکه x,y ∈ R هرگاه .۵

P سره ایدال ،R جابجایͬ حلقه ͷی در که مͬشود نتیجه گزاره این (۵) قسمت از .٣.٢.١ نتیجه

.y ∈ P یا x ∈ P آن�گاه ،xy ∈ P اگر ،x,y ∈ R هر ازای اگربه تنها و اگر است اول ایدال ͷی

است. اول ایدال ͷی {◦} صحیح حوزه هر در .۴.٢.١ مثال

است. اول ایدال ͷی R یͷدار حلقه ͷی در M ماکسیمال ایدال هر .۵.٢.١ گزاره

برای صورت این در باشد. R خودتوان عضو e و تعویضپذیر حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.٢.١ لم

،R از M اول ایدال هر

e ∈ M یا ١− e ∈ M.

٧



M چون بنابراین .e(e − ١) = e٢ − e = ◦ لذا .e = e٢ پس است R خودتوان e چون برهان.

.١− e ∈ M یا e ∈ M داریم است R اول ایدال ͷی

ایدال هیچ شامل سره به�طور که است R حلقه ͷی در اول ایدالͬ مینیمال، اول ایدال تعریف٧.٢.١.

نیست. دیͽری اول

اگر تنها و اگر است اول P ایدال ،١R ̸= ◦ که R یͷدار و جابجایͬ حلقه ͷی در .٨.٢.١ قضیه

باشد. صحیح دامنه ͷی R
P خارجقسمتͬ حلقه

(١R ̸= ◦) باشد R یͷدار حلقه ͷی در ایدال ͷی M کنیم فرض .٩.٢.١ قضیه

است. میدان ͷی R
M خارجقسمتͬ حلقه آن�گاه باشد، جابجایͬ R و ماکسیمال M اگر .١

است. ماکسیمال M آن�گاه باشد، بخشͬ حلقه ͷی R
M خارجقسمتͬ حلقه اگر .٢

نیم ایدال ͷی است اول ایدال�های از اشتراک ͷی که R حلقه ͷی در ایدال هر .١٠.٢.١ تعریف

مͬشود. نامیده اول

،x ∈ R هر ازای به اگر تنها و اگر است نیماول R حلقه ͷی در I ایدال ͷی .١١.٢.١ قضیه

.x ∈ I آن�گاه ،xRx ⊆ I

است. آن نیماول ایدال ͷی {◦} که است ناصفر حلقهای نیماول حلقه ͷی .١٢.٢.١ تعریف

بهطوریکه باشد موجود n ∈ N هرگاه گوییم، پوچتوان را R حلقه از I ایدال .١٣.٢.١ تعریف

.In = {◦}

به یعنͬ، باشد پوچتوان I عناصر تمام هرگاه مͬنامیم، پوچ را R حلقه از I ایدال .١۴.٢.١ تعریف

.an = ◦ بهطوریکه باشد موجود n ∈ N ،a ∈ I هر ازای

٨



باشد. نداشته ناصفر پوچتوان ایدال اگر تنها و اگر است نیماول R حلقه .١۵.٢.١ نتیجه

N(R) نماد با و است R اول ایدالهای همه اشتراک R حلقه ͷی اول رادیͺال .١۶.٢.١ تعریف

مͬشود. داده نشان

انژکتیو و پروژکتیو مدول�های ٣.١

همراه A جمعͬ آبلͬ گروه ͷی چپ -مدول R ͷی باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

a,b ∈ A و r, s ∈ R هر ازای به و (r, a)−→ ra بهطوریکه است R × A −→ A تابع ͷی با

داریم

r(a + b) = ra + rb .١

(r + s)a = ra + sa .٢

r(sa) = (rs)a .٣

باشد داشته ١R یͺانͬ عضو ͷی R اگر به�علاوه

١Ra = a ،a ∈ A هر ازای به .۴

-مدول R ͷی آن�گاه باشد، بخشͬ حلقه ͷی R اگر شود. مͬ نامیده یͺانͬ -مدول R ͷی A آن�گاه

ͷی با مشابه بطور یͺانͬ -مدول(راست) R ͷمͬشود.ی نوشته (چپ) برداری فضای ͷی یͺانͬ

کند. صدق ۴ تا ١ های شرط در و (r, a)−→ ra بهطوریکه A × R −→ A تابع

همریختͬ ͷی را f : M −→ N نͽاشت باشند. -مدول R دو N و M فرضکنیم تعریف٢.٣.١.

٩



باشد برقرار زیر تساوی a,b ∈ M وهر r, s ∈ R هر ازای به هرگاه مͬنامیم،

f (ar + bs) = f (a)r + f (b)s.

ͷی به ͷی f اگر باشد. -مدولͬ R همریختͬ ͷی f : M −→ N کنیم فرض .٣.٣.١ تعریف

مͬنامیم. ( -بروریختͬ R ) -تͷریختͬ R ͷی آن�را باشد (پوشا)

باشد پوشا و ͷی به ͷی f اگر بالاخره و نامیم مͬ درونریختͬ ͷی را f ،M = N که حالتͬ در

بریم. بͺارمͬ را -یͷریختͬ R اصطلاح

باشد. موجود f : M −→ N مانند -یͷریختͬ R ͷی هرگاه است یͷریخت N با M گوییم

آن�گاه: باشند M -مدول R زیرمدول�های B و A کنیم فرض .۴.٣.١ قضیه

A + B
A

∼=
B

A ∩ B

داد، نشان مͬتوان حلقه موضوعه اصول بررسͬ با باشد، چپ -مدول R ͷی M کنیم فرض

ضرب و جمع با مͬدهیم نمایش End(RM) با آنرا که M -درونریختͬهای R تمام مجموعه که

صورت به شده تعریف

( f + g)m = f (m) + g(m) و ( f g)m = g( f (m))

است. حلقه ͷی

بͽیریم نظر در راست -مدول R عنوان به را R اگر باشد، حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

.End(RR)∼= R آنگاه

Y ⊆ R و X ⊆ A باشد، R حلقه ͷی روی راست مدول ͷی A کنیم فرض .۶.٣.١ تعریف

١٠



مجموعههای صورت، این در باشند. R و A ناتهͬ زیرمجموعههای بترتیب

annR(X) = ann(X) = {r ∈ R : xr = ◦ ∀x ∈ X}

و

annA(Y) = {a ∈ A : aY = ◦ ∀y ∈ Y}

جای به ،Y = {y} و X = {x} چنانچه مͬنامیم. A در Y پوچساز و R در X پوچساز بترتیب را

مͬکنیم. استفاده annA(y) و ann(x) نمادهای از بترتیب ann(Y) و ann(X) نمادهای

صورت، این در باشد. R ناتهͬ زیرمجموعههای X ⊆ R و حلقه ͷی R فرضکنیم تعریف٧.٣.١.

مجموعههای

r.ann(X) = {r ∈ R : xr = ◦ x ∈ X}

و

l.ann(X) = {r ∈ R : rx = ◦ x ∈ X}

X = {x} که درصورتͬ مͬنامیم. R در X چپ پوچساز و R در X راست پوچساز بترتیب را

استفاده ( l(x) (یا l.ann(x) و ( r(x) (یا r.aan(x) نمادهای از بترتیب فوق نمادهای جای به

مͬکنیم.

باشیم داشته هرگاه است، وفادار -مدول R ͷی R حلقه ͷی روی A مدول .٨.٣.١ تعریف

.annR(A) = ◦
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زیرمدول�های تنها هرگاه است، ساده R حلقه ͷی روی A ناصفر و (راست) مدول .٩.٣.١ تعریف

نداشته سرهای ناصفر طرفه) ایدال(دو هیچ R هرگاه مͬنامیم، ساده را R حلقه باشد. {◦} و A آن

باشد.

با اگر تنها و اگر است ساده G است. R جابجایͬ حلقه روی مدولͬ G کنیم فرض .١٠.٣.١ لم

است. R ماکسیمال ایدال ͷی M آن در که باشد یͷریخت R
M صورت به -مدولͬ R

-مدول R ͷی برای هرگاه است، (چپ) راست اولیه R حلقه ͷی در P ایدال .١١.٣.١ تعریف

است حلقهای راست(چپ) اولیه حلقه ͷی .P = annR(A) باشیم داشته A ساده (چپ) راست

ساده (چپ) راست مدول ͷی که حلقهای هر یعنͬ، است آن (چپ) راست اولیه ایدال ͷی {◦} که

دارد. وفادار

برابرند: زیر مجموعههای R حلقه ͷی در .١٢.٣.١ گزاره

.R ماکسیمال راست ایدال�های همه اشتراک .١

.R ماکسیمال چپ ایدالهای همه اشتراک .٢

.R راست اولیه ایدالهای همه اشتراک .٣

.R چپ اولیه ایدال�های همه اشتراک .٣

J(R) با و دارد نام R جیͺوبسن رادیͺال بالا در شده داده اشتراک��های بوسیله شده تعریف ایدال

مͬشود. داده نشان

صورت این در باشد. حلقه R کنیم فرض .١٣.٣.١ لم

J(R) = {x ∈ R : دارد راست −١وارون xr ،rمثل Rاز عضو هر ازای {به
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آنگاه باشد، نداشته راست وارون ١− xr اگر باشد. R از دلخواه عضوی r کنیم فرض برهان.

بنابراین است، R از سرهای راست ایدال (١− xr)R پس .(١− xr)R ̸= R که است واضح

عضوی ١− xr پس .(١− xr)R ⊆ M که است موجود R از M مثل ماکسیمالͬ راست ایدال

است. M بودن سره با متناقض که باشد M در ١ باید است، M در هم xr چون و است M از

دارد. راست وارون ١− xr پس

R ماکسیمال راست ایدالهای همه اشتراک برابر J(R) چون .x ̸∈ J(R) کنیم فرض برعͺس؛

ماکسیمال درنتیجه، نیست. آن در x که موجودست M مثل R از ماکسیمالͬ راست ایدال است،

r مثل R از عضوی و m مثل M از عضوی بنابراین ،M + xR = R که مͬدهد نتیجه ،M بودن

راست وارون نباید ١− xr نتیجه، در و ١− xr = m ∈ M پس .١= m + xr که دارد وجود

.x ∈ J(R) پس است. تناقض که باشد داشته

مانند مدول�ها همریختͬهای از متناهͬ دنباله ͷی .١۴.٣.١ تعریف

A٠
f١−→ A١

f٢−→ . . .
fn−١−→ An−١

fn−→ An

.Im( fi) = Ker( fi+١) ،١≤ i ≤ n − ١ ازای به اینͺه بر مشروط گوییم کامل را

مانند مدول�ها همریختͬهای از نامتناهͬ دنباله ͷی

. . .
fi−١−→ Ai−١

fi−→ Ai
fi+١−→ Ai+١

fi+٢−→ . . .

.Im( fi) = Ker( fi+١) ،i ∈ Z هر ازای به اینͺه بر مشروط گوییم کامل را

کامل دنباله ͷی ◦ −→ A
f−→ B

g−→ C −→ ◦ شͺل به کامل دنباله هر .١۵.٣.١ تعریف

است. بروریختͬ ͷی g و تͷریختͬ ͷی f که مͬکنیم توجه دارد. نام کوتاه
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کامل دنباله ͷی ◦ −→ A١
f−→ B

g−→ A٢ −→ ◦ و بوده حلقه R کنیم فرض .١۶.٣.١ قضیه

بود: خواهند معادل زیر شرایط صورت، این در باشد. -مدول�ها R همریختͬهای از کوتاه

.gh = ١A٢ که دارد وجود h : A٢ −→ B مانند -مدول�ها R همریختͬ ͷی .١

.k f = ١A١ که دارد وجود k : B −→ A١ مانند -مدول�ها R همریختͬ ͷی .٢

کوتاه کامل دنباله مستقیم مجموع با شده داده دنباله .٣

◦ −→ A١
ι١−→ A١ ⊕ A٢

π٢−→ A٢ −→ ◦

.B ∼= A١ ⊕ A٢ بخصوص است، یͷریخت

کامل کوتاه دنباله مͬگوییم باشند. -مدول R،C و B،A کنیم فرض .١٧.٣.١ تعریف

◦ −→ A
f−→ B

g−→ C −→ ◦

کند. صدق فوق قضیه معادل شرایط از ͬͺی در دنباله این هرگاه مͬشود شͺافته

نمودار هر ازای به اگر است پروژکتیو R حلقه روی P مدول گوییم .١٨.٣.١ تعریف

Py f

A
g−→ B −→ ◦

هم ͷی باشد) بروریختͬ g باشد(یعنͬ، کامل آن پایین سطر که -مدولها R همریختͬهای از

نمودار بهطوریکه باشد داشته وجود h : P −→ A مانند -مدولها R ریختͬ
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P

h ↙
y f

A
g−→ B −→ ◦

.(gh = f باشد(یعنͬ، تعویضپذیر

معادلند: هم با P -مدول R بر زیر شرایط باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١٩.٣.١ قضیه

است. پروژکتیو P .١

.B ∼= A⊕ P از�این�رو مͬشود. شͺافته ◦ −→ A
f−→ B

g−→ P −→ ◦ کوتاه کامل دنباله هر .٢

.F ∼= K ⊕ P بهطوریکه دارند وجود K -مدول R و F آزاد مدول .٣

برای هرگاه مͬنامیم، انژکتیو را R حلقه ͷی روی A (چپ) راست مدول ͷی .٢٠.٣.١ تعریف

همریختͬ به C −→ A همریختͬ هر ،B از C مدول زیر هر و B (چپ) راست -مدول R هر

برای اگر است انژکتیو R حلقه روی A مدول ͷی دیͽر، عبارت به یا شود. داده توسیع B −→ A

نمودار هر

◦ // C
g

//

f
��

B

A

h : B → A R-مدولͬ هم�ریختͬ ͷی است، ت�ͷریختͬ ͷی g آن در که R-مدولͬ هم�ریختͬ�های از

نمودار بهطوریکه باشد موجود

◦ // C
g

//

f
��

B

hxxqqq
qqq

qqq
qqq

q

A
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.hg = f یعنͬ باشد جابجایͬ

مانند R ایدال هر ازای به اگر تنها و اگر است انژکتیو A -مدول R بئر). ͷمح) .٢١.٣.١ قضیه

هر ازای به بهطوریکه باشد داشته وجود a ∈ A عضو f ∈ Hom(I, A) که f همریختͬ هر و I

. f (r) = ra باشیم داشته r ∈ I
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٢ فصل

منظم حلقههای ویژگͬهای بررسͬ

این بر علاوه داد. خواهیم قرار بررسͬ مورد را آنها خواص برخͬ و منظم حلقههای فصل این در

تعمیمͬ و ͷی پایای برد کرد. خواهیم بررسͬ نیز را آنها روابط و -منظم π و لمنظم یͺا حلقههای

پایای برد ایدال، ͷی برای حلقه ͷی که را شرایطͬ و کرده تعریف را یͺال ͷی پایای برد یعنͬ آن از

کرد. خواهیم بررسͬ را دارد یͺال ͷی

منظم حلقههای ١.٢

.x = xyx بهطوریکه باشد داشته وجود y ∈ R هرگاه گوییم، رامنظم x ∈ R عضو تعریف١.١.٢.

حلقه مͬگویند. نیز x نیومن ون معͺوس را y دهیم. مͬ نمایش reg(R) با را R حلقه منظم عناصر

باشد. منظم آن عناصر همه هرگاه گوییم منظم را R
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است. منظم حلقه ͷی تقسیم حلقه هر .٢.١.٢ مثال

.xx−١x = x بهطوریکه دارد وجود x−١ ∈ R ،x ∈ R هر ازای به چون اثبات.

برداری فضای ͷی در شده تعریف خطͬ عملͽرهای تمام حلقهی R = L(V,V) اگر .٣.١.٢ مثال

است. منظم R آنگاه باشد تقسیم حلقه روی V

را مجموعه این باشد. KerT برای پایهای {v١, . . . ,vr} و باشد T ∈ R کنیم فرض اثبات.

مͬدهیم. گسترش V برای B = {v١, . . . ,vr, . . . ,vn} پایه به

تعریف طوری را K تبدیل است. خطͬ مستقل B′ = {T(vr+١), . . . , T(vn)} که است بدیهͬ

.K(T(vj)) = vj ،j>r هر برای که مͬکنیم

.TKT = T که داشت خواهیم لذا .TKT(vi) = T(vi) ،١≤ i ≤ n هر برای صورت این در

مͬباشد. منظم حلقهای R یعنͬ

y ∈ I ،x ∈ I هر برای گاه هر گوییم منظم ایدال را R حلقهی از I طرفه دو ایدال .۴.١.٢ تعریف

.x = xyx بهطوریکه باشد داشته وجود

فقط و اگر است منظم K آنگاه باشند R حلقه در طرفه دو ایدالهایͬ K و J کنیم فرض .۵.١.٢ لم

باشند. منظم دو هر K
J
و J اگر

منظم K چون .x ∈ K پس x ∈ J کنیم است.فرض منظم K
J
بوضوح پس است، منظم K برهان.

است J از عضوی z = yxy صورت این در .xyx = x بهطوریکه دارد وجود y ∈ K پس است

است. منظم J بنابراین .x = xzx بهطوریکه

وجود y ∈ K
J
،K

J
بودن منظم به توجه با ،x ∈ K و باشند منظم دو هر K

J
و J کنیم فرض برعͺس،
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بهطوریکه دارد وجود x ∈ J است منظم J چون نتیجه در .x − xyx ∈ J بهطوریکه دارد

x − xyx = (x − xyx)z(x − xyx) = x(z − yxz)(١− xy)x

است. منظم K بنابراین .x = xwx داریم ای w ∈ K ازای به یا

است. منظم نیز همورفیسمͬ هر تحت R تصویر باشد،آنگاه منظم حلقهای R اگر .۶.١.٢ لم

وجود a ∈ R آنگاه a′ ∈ f (R) و باشد حلقهای یͷهمورفیسم f : R −→ R′ فرضکنیم برهان.

.aba = a بهطوریکه دارد وجود b ∈ R پس است منظم R چون . f (a) = a′ بهطوریکه دارد

منظم a′ نتیجه در ،a′ = a′ f (b)a′ یعنͬ f (a) f (b) f (a) = f (a) یا و f (aba) = f (a) پس

است. منظم f (R) پس است.

است. منظم نیز I + J آنگاه باشند R حلقه منظم ایدال دو J و I اگر .٧.١.٢ لم

تعریف f (j) = j + I ∩ J بصورت که f : J −→ J
I ∩ J

چون . I + J
I

≃ J
I ∩ J

داریم برهان.

منظم I + J
I

نتیجه در J
I ∩ J

پس است منظم J چون قبل لم بنابر پوشاست همورفیسم ͷی مͬشود،

مͬباشد. منظم I + J لذا است منظم نیز I چون قبل قضیه بنابر اما است،

ͷی a بوسیله شده تولید ایدال هرگاه گوییم -منظم m را R حلقه در را a عضو .٨.١.٢ تعریف

مͬدهیم قرار و باشد منظم ایدال

m(R) = {a ∈ R : است. {a،عضویm-منظم

مͬکنیم. ثابت را زیر لم ابتدا منظور این برای است. منظم ایدال ͷی m(R) که مͬدهیم نشان
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