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. متعلق بھ دانشگاه اصفھان است
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چکیده
جبرھا ، توسط لائو معرفی و -Fمبحث میانگین پذیري چپ براي 

میانگین پذیري جبر -تعمیمي از این مفھوم، بحث. بررسی شد
، Aضربي روی -یک تابعک خطيمي باشد، بھ طوری کھ Aباناخ 

- دراین پایان نامھ، بھ مطالعھ . استAمشخصھ " یا اصطلاحا
میانگین پذیري مي پردازیم و ھدف، پیدا کردن چند خاصیت براي 

ند شرط لازم و کافي چمیانگین پذیر وھمچنین یافتن -جبرھاي 
میانگین ھاي -.، استAمیانگین پذیري جبر باناخ-براي 

نیز مورد توجھ قرار گرفتھ و نشان داده مي شود 1داراي نرم 
در . را مي توان یک خاصیت نقطھ اي شمردAکھ وجود آنھا براي 

قسمت ھائي از این پایان نامھ بر روي جبرھاي باناخ ضعیف 
مفھوم منظم سپس با بیان. دنبالھ اي کامل تمرکز مي کنیم

پذیري آرنز، ارتباطي بین آرنز منظم بودن جبرھاي باناخ ضعیف 
میانگین پذیر بودن آنھا بھ دست مي -دنبالھ اي کامل و 

.آوریم
میانگین پذیري، نسبت بھ میانگین -بھ دلیل اینکھ مفھوم 

پذیري چپ، یک حالت کلي بھ حساب مي آید، بعضي از قضایائي کھ 
ي شود، تعمیمي از قضایائي است کھ لائو براي در اینجا ثابت م

F-بھ ھمین دلیل اشاره اي مختصر بھ . جبرھا ثابت کرده استF-
. جبرھا داشتھ ایم

میانگین پذیر −علاوه بر یافتن خاصیت ھائي از جبرھاي باناخ 
میانگین پذیري، براي جبر باناخ -و ھمچنین چند شرط معادل 

Aاین پایان نامھ بھ دست مي آید، ، یکي از نتایج مھمي کھ در
میانگین ھاي جبر باناخ -این است کھ مي توان اندازه مجموعھ 

-را کھ در خود Aاي کامل و تفکیک پذیر ضعیف دنبالھ
این نتیجھ در . میانگین ندارد، بھ طور دقیق  بھ دست آورد

گذشتھ براي بعضي از حالت ھاي خاص بھ دست آمده است کھ در 
مثال ھائي نیز در . قالب مثال بھ آنھا اشاره خواھیم کرد

.قسمت ھاي مختلف بھ منظور روشن تر شدن  بحث ارائھ شده است
میانگین، -ن پذیري،جبر باناخ، مشخصھ، میانگی:کلمات کلیدي

جبر-Fجبر باناخ ضعیف دنبالھ اي کامل،
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مقدمھ
نظریھ میانگین پذیري جبرھاي باناخ ابتدا توسط جانسون معرفی 

در واقع میانگین پذیري جبرھاي باناخ بھ ]. 16[و بررسي شد 
، Gگردید کھ براي یک گروه موضعا فشردهگونھ اي تعریف 

G، معادل میانگین پذیری گروهGL)(میانگین پذیري جبر گروه 
پس از آن، این مفھوم بھ یکي از مھمترین مباحث آنالیز . باشد

ھارمونیک تبدیل شد و کماکان بھ صورت ھاي مختلف مورد بررسي 
براي مثال لائو، میانگین پذیري چپ را براي .قرار مي گیرد

جبرھا یا جبرھاي - Fخانواده اي بزرگ از جبرھاي باناخ بنام 
، جبر باناخي است کھ پیش دوگان یک Aجبر -F. لائو تعریف کرد

نشان ، کھ با Mاست، بھ طوري کھ ھماني Mنیومن -جبر ون
جبري - Fچنین .باشدAضربي روي -داده مي شود، یک تابعک خطي

مدول دو –Aمیانگین پذیر چپ نامیده مي شود ھرگاه براي ھر 
xaxaبا تعریف ضرب مدولي چپXطرفھ باناخ  )(. = براي ھرAa∈

. ، دروني باشدX*بھA، ھر مشتق كراندار از∋Xxو 
در این پایان نامھ سعي شده است نتایج مقدماتي کھ در فصل 
ھاي دوم تا ششم مورد نیاز قرار مي گیرد، در فصل اول ذکر 

جبر، جبرھاي -C*ھمچنین در این فصل تعاریفي مختصر از . شود
ارائھ شده است کھ خواننده در ... نیومن و-فوریھ، جبرھاي ون

در ارتباط با . صورت نیاز مي تواند بھ این بخش مراجعھ نماید
مفھوم مشتق، مشتق دروني و میانگین پذیري در فصل دوم این 
پایان نامھ توضیحاتي داده شده، ھمچنین بطور مختصر نیز 

شده است و نیز در تمام قسمتھاي این اشاره اي بھ جبرھاي لائو
.نیومن مي باشد-، نشان دھنده ھماني جبر ونپایان نامھ 

Aضربي روي -یک تابعک خطيیک جبر باناخ و Aفرض کنیم 
میانگین پذیر نامیده مي شود ھرگاه تابعک خطي −A ،. باشد

براي ھرو=,mموجود باشد بھ طوریکھ A*روي mکراندار 
Aa∈ و*Af ∈،

fmaafm ,)(., =
میانگین براي جبر −در فصل دوم شرایطي معادل با وجود 

میانگین پذیري −، 2.3-2در قضیھ . ارائھ مي شودAباناخ 
),(معادل صفر بودن گروه کوھمولوژي  *XAH  براي بعضي از ،A-

میانگین −A ،ھمچنین . ، بیان شده استXدومدول ھاي باناخ 
پذیر است اگر و تنھا اگر تور كراندار  )(u درA موجود
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) ،1=)uبھ طوري کھ براي ھر باشد و→−   uaau براي )(
Aaھر  علاوه بر این نشان داده مي شود کھ ) . 4.3-2قضیھ(∋

و وجود Aمیانگین براي جبر باناخ −ارتباطي بین وجود 
.، موجود استAھماني تقریبي کراندار در 

میانگین پذیري بسیار کلي تر از میانگین پذیري چپ −مفھوم 
- جبرھا ھمان -Fدر واقع میانگین پذیري چپ براي . مي باشد

است کھ در فصل سوم بھ آن پرداختھ 1میانگین پذیري از نرم 
میانگین از −در این فصل نیز شرایطي براي وجود . مي شود

و 4.3، قضیھ 3.3نتیجھ ( ، مطرح شده Aبراي جبر باناخ 1نرم 
Af*و نشان داده مي شود کھ اگر براي ھر ) 9.3قضیھ  ∈ ،

و=,m، موجود باشد کھ 1با نرم mتابعکي مانند 
fmaafm ,)(., = براي ھر ،Aa میانگین −A ،، آنگاه  ∋

میانگین پذیري از −بھ عبارت دیگر، . است1پذیر از نرم 
Af*، یک خاصیت نقطھ اي، نسبت بھ ھر 1نرم  1.3قضیھ (است ∋

بھ ھمین ترتیب ادعا مي شود این خاصیت نسبت ). 2.3و گزاره 
). 4.3قضیھ ( نیز، نقطھ اي است ker∈aبھ ھر 

در فصل چھارم با عنوان جبرھاي باناخ ضعیف دنبالھ اي کامل، 
میانگین پذیري براي این دستھ از جبرھاي باناخ −مفھوم  

دراین فصل ثابت مي شود جبر باناخ ضعیف . بررسي مي شود
ین ندارد، اما داراي میانگ−، کھ در خود Aدنبالھ اي کامل 

− میانگین  تقریبي کراندار دنبالھ اي است، دست کمc٢ ،−
−، c٢دقیقاتفکیک پذیر باشد آنگاه Aمیانگین دارد واگر 

پس از آن دو مثال از این نوع ). 2.1-4قضیھ ( میانگین دارد 
جبرھا مطرح مي کنیم کھ در شرایط این قضیھ صدق مي کنند و 
نشان مي دھیم کھ در گذشتھ نیز ھمین مطلب با شیوه اي متفاوت 

از این 2-4در بخش . براي حالت خاصي از آن ھا ثابت شده است
میانگین تقریبي −میانگین دو طرفھ و −فصل ابتدا مفھوم 

کراندار دو طرفھ را مطرح مي کنیم و ھمانند فصل دوم ثابت مي 
پس از آن ثابت . کنیم وجود آنھا در یک جبر باناخ معادل است

−مي کنیم اگر این جبر ھا تفکیک پذیر باشند، آنگاه 
میانگین −پذیري آنھا ایجاب مي کند کھ دارايمیانگین 

در این بخش ھمچنین بھ . تقریبي کراندار دنبالھ اي باشند
میانگین پذیري جبرھاي باناخ ضعیف −بررسي ارتباط بین 

- 4قضیھ( دنبالھ اي کامل و آرنز منظم بودن آنھا مي پردازیم
7.2 .(

. جبرھا بررسي مي شوند-Fل پنجم، میانگین ھاي پایا روي در فص
، بدست 1.5، در قضیھ 1.2-4در این فصل نتیجھ اي مشابھ با قضیھ 

جبر تفکیک  -Fیک Aاین قضیھ نتیجھ مي دھد کھ اگر . مي آید
Aباشد، آنگاه A*نیومن -ھماني جبر ونپذیر بوده و 
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، بین آنھا =−nmمیانگین است کھ رابطھ-،c٢داراي  
. برقرار مي باشد

ابتدا بطور مختصر در مورد در فصل ششم کھ فصل پایاني است،
}تک عضوي مشخصھ،  } بحث شده و ارتباط آن را با ،−

پس از آن بھ منظور روشن . ، بررسي مي کنیمAمیانگین پذیري 
شدن بحث وانجام مقایسھ مثالي از جبرھاي لیپ شیتس ارائھ مي 

.دھیم
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فصل اول
مقدماتيمفاھیم 

با مفاهیم مقدماتی توپولوژي، آنالیز، جبر و نظریه اندازه آشنا می خوانندهدر این پایان نامه فرض بر این شده است که 
با توجه به . لذا در این فصل برخی از تعاریف، قضایا و نتایجی که در این پایان نامه کاربرد دارد، ارائه میشود. باشد

.کنیماینکه اثبات بسیاري از این قضایا در کتب مربوطه آمده است، تنها به ذکر منابع اکتفا می

آنالیز تابعي1- 1

وعه جهتدار گوئیم هرگاه به ازاي هر زوج ورا مجم≥همراه با رابطه جزئامرتب Jمجموعه .1.1- 1تعریف
و≥موجود باشد به طوري که مانند J، عضوي از Jاز اعضاي  ≤.
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موجود باشد J∈ ،K∈هم پایان خوانیم هرگاه به ازاي هرJرا در Jاز Kزیر مجموعه .2.1- 1تعریف 
.≥که 

را یک تور می Xبه Jاز مجموعه جهتدار fتابع .یک فضاي توپولوژیک باشدXفرض کنیم .3.1- 1تعریف 
J∈ ،f(اگر . نامیم .نمایش می دهیمα(xα)را با fنشان داده و تور xαرا با (

:Xℝ→Xpزیر فضائی از Mیک فضاي برداري بوده، Xفرض کنیم .)باناخ- هان(4.1-1قضیه 

fاگر .نیم نرم باشدیک : M⇾ℂ یک تابعک خطی بوده، بطوریکه براي هرx∊ Mداشته باشیم

)()( xpxf :F، آنگاه یک تابعک خطی ≥ X⇾ℂ موجود است که براي هرx∊ M،F(x)=f(x) وبراي

∍xهر  X داریم ،)()( xpxF ≤.
.مراجعه شود] 4[براي اثبات به .اثبات

را که هر Xضعیفترین توپولوژي روي .دوگان آن باشدX*یک فضاي نرمدار وXفرض کنیم .5.1- 1تعریف

*Xf ),(*نامیده و آنرا با Xنسبت به آن پیوسته باشد، توپولوژي ضعیف روي ∋ XXنشان می دهند.
در توپولوژي ضعیف (→nxدر اینصورت . باشدXدنباله اي در فضاي نرمدار (xn)فرض کنیم .6.1- 1قضیه

Xf*، اگر وتنها اگر به ازاي هر) )(→داشته باشیم ∋ nxf . بخصوص اگر دنباله(xn) در توپولوژي نرمی
.→nxهمگرا به صفر باشد آنگاه در توپولوژي ضعیف نیز داریم 

یک فضاي باناخ با نرم عملگريX*میدانیم . یک فضاي نرمدار باشدXفرض کنیم .7.1- 1تعریف 

{ }≤= xxff :)(sup

Xf*براي هر  :**حال نگاشت .نیز یک فضاي باناخ است X**به همین صورت . می باشد∋ XXJ →

xxJرا بصورت  ˆ)( ˆ**تعریف می کنیم که در آن = Xx∈ بوده و بصورت)()(ˆ xffx . تعریف می شود=
.، نگاشت متعارف می گویندJبه این نگاشت 

با (X**به روي یک زیر فضاي نرمدار ازXدر تعریف فوق یک یکریختی طولپا از Jنگاشت .8.1- 1قضیه
.است) X**نرم اکتسابی از 

را که X*ضعیفترین توپولوژي روي. دوگان آن باشدX*یک فضاي نرمدار وXفرض کنیم .9.1- 1تعریف 
),*(نامیده وبا X*نسبت به آن پیوسته باشد توپولوژي ضعیف ستاره روي Xx∈،x̂در آن به ازاي هر  XX

.نشان می دهند
)(فرض کنیم .10.1- 1قضیه nf دنباله اي در*Xدر اینصورت . باشدffn در توپولوژي ضعیف (→
.داشته باشیم ∋Xxاگر وتنها اگر براي هر )ستاره )()( xfxfn →
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قضیه زیر از نتایج این قضیه است که تنها به بیان همین . آلاقلو است- باناخیکی از قضایاي بسیار مهم آنالیز تابعی قضیه 
.نتیجه می پردازیم

XU*یک فضاي برداري نرمدار بوده وزیر مجموعه کراندار Xفرض کنیم .11.1- 1قضیه نسبت به ⊃
),*(، Uدراینصورت . توپولوژي نرمی بسته باشد XXفشرده است.

.مراجعه شود] 4[براي اثبات به .اثبات
.فشرده است- *X ،w*فضاي نرمدارگوي یکه بسته. 12.1- 1نتیجه 

.قضیه زیر به قضیه گلداشتاین معروف است
S**چگال در −JS،*wدر اینصورت . باشدX، گوي یکه بسته فضاي نرمدار Sفرض کنیم .13.1- 1قضیه

.استX**گوي یکه بسته S**، که است
)*,*(*،JX، فضاي برداري نرمدار باشد داریم، Xاگر .14.1- 1نتیجه XX چگال در**Xاست.

),(فرض کنیم .15.1- 1تعریف  dY یِک فضاي متري وXعضوي مانند . یک فضاي توپولوژیک باشدf از
XY و>فرض کنیم. را در نظرمی گیریم),( fB مجموعه همه اعضائی مانندg ازXY باشد که به ازاي

آنها

{ } <∈ Xxxgxfd ));(),((sup

),(مجموعه هاي  fB تشکیل پایه اي براي یک توپولوژي برXYاین توپولوژي را توپولوژي همگرائی .می دهند
.یکنواخت می نامند

YXfاز توابع مانند توري.16.1- 1قضیه  →: در توپولوژي همگرائی یکنواخت به تابعf همگراست اگر و
داشته باشیم>بعبارت دیگر براي هر.باشدfهمگراي یکنواخت به fتنها اگر 

{ }  <∈Xxxfxfd :))(),((sup

),(فرض کنیم .17.1- 1تعریف  dY یِک فضاي متري وXعضوي مانند . یک فضاي توپولوژیک باشدf از
XY زیر مجموعه فشرده اي مانند ،C ازXو>فرض کنیم . را در نظر می گیریم),( fBC مجموعه

که به ازاي آنهاباشدXYاز gهمه اعضائی مانند

{ } <∈Cxxfxgd :))(),((sup

),(مجموعه هاي  fBC تشکیل پایه اي براي یک توپولوژي برXYاین توپولوژي را توپولوژي . می دهند
.همگرائی یکنواخت روي زیر مجموعه هاي فشرده می نامند
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YXfاز توابع مانند توري.18.1- 1قضیه  →: در توپولوژي همگرائی یکنواخت روي زیر مجموعه هاي
C،Cfمانند Xهمگراست اگر و تنها اگر به ازاي زیر مجموعه فشرده fفشرده به تابع  | همگراي یکنواخت

Cfبه  .باشد|
),(فرض کنیم .19.1- 1قضیه  dY یِک فضاي متري وXدر اینصورت رابطه زیر براي .یک فضاي دلخواه باشد

.موجود استXYتوپولوژیهاي موجود روي 

).همگرائی یکنواخت روي زیر مجموعه هاي فشرده(⊃) همگرائی یکنواخت(
.فشرده باشد این دو توپولوژي با هم یکی می شوندXاگر 

توپولوژي عملگر ضعیف، ضعیفترین توپولوژي روي. یک فضاي هیلبرت باشدHفرض کنیم .20.1- 1تعریف

)(HB ) مجموعه عملگر هاي کراندار رويH( است، بطوریکه تابعکی که عملگرT را به<Tx , y> می برد
x , yبراي هر  .، پیوسته باشد∋

)تور.21.1- 1قضیه  ) ⊂ B( به، توپولوژي عملگر ضعیفتحت،Hاز عملگر هاي کراندار روي ، (
T∈ ( Hyxهمگراست اگر براي هر ( ∈, ،

yTxyxT ,, →

∋کامل بوده و Xفرض کنیم فضاي خطی .)نگاشت باز(22.1- 1قضیه  ( , از رسته T، بطوریکه برد (
.باز و در نتیجه پوشاستTآنگاه .دوم باشد

.مراجعه شود]4[براي اثبات به.اثبات
را موضعا محدب گوییم هرگاه داراي . باشدیک فضاي برداري با توپولوژي Xفرض کنیم .23.1- 1تعریف

.یک پایه همسایگی شامل مجموعه هاي محدب در صفر باشد
.برگرفته شده اند] 7[قضیه زیر از دو 

∋اگر.24.1- 1قضیه آنگاه،∏=Eیک خانواده از فضاهاي موضعاً محدب بوده و  }:{
(E, E*) = ∏ ( , ∗ )∈

بستار و - در اینصورت . باشدیک فضاي برداري با توپولوژي موضعاً محدب Eفرض کنیم .25.1- 1قضیه
.بستار هر مجموعه محدب یکی هستندضعیف 

یک زیر مجموعه محدب و فشرده از یک فضاي برداري Kفرض کنیم .) کاکوتانی –فراکو ( 26.1- 1قضیه
Kpدر این صورت . باشدKبه Kیک خانواده جابجایی از نگاشتهاي پیوسته خطی از ℱتوپولوژیکی و  ∈

pTpموجود است که  ∋براي هر = ℱ.
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.مراجعه شود]7[براي اثبات به.اثبات
Xتهیناباززیرمجموعه هايخانواده اي ازΥیک فضاي توپولوژیکی و Xفرض کنیم . 27.1- 1تعریف 

∋Vبراي هر ∋Vp،اگر ∋Xpبراي   .باشد Υ،آنگاهΥ ،پایه موضعی براي یکpداریم.نامیده میشود

ϰ( , ) = min {|Υ|: است براي موضعی پایه یک Υ}
,ϰ(pیک فضاي فشرده باشد بطوریکه Xفرض کنیم .28.1- 1قضیه  X) ≥ k براي هر ،p ∈ X. در اینصورت

k2|X| ≥.

.مراجعه شود]14[براي اثبات به .اثبات
.|c2|Mدر اینصورت . ، شامل یک زیر مجموعه شماراي چگال باشدMفرض کنیم مجموعه .29.1- 1قضیه 
. مراجعه شود]14[براي اثبات به .اثبات

)توپولوژي عملگر قوي روي .30.1- 1تعریف  )، ضعیفترین توپولوژي روي ( است، بطوریکه نگاشتی (
TxxTبعبارت دیگر هرگاه . ، پیوسته باشد∋Hxمی برد براي هرTxرا به Tکه عملگر  → براي هر ،

Hx∈آنگاه گوئیم ،TT →در توپولوژي عملگر قوي.
.باشدمیHB)(، همان توپولوژي ضعیف ستاره روي HB)(توپولوژي عملگر قوي روي .نکته 

یک فضاي Yبوده و Mیک زیر فضاي خطی چگال  از یک فضاي خطی نرمدار Xفرض کنیم . 31.1- 1گزاره 
YXTاگر. اناخ باشدب Yبه Mداراي یک توسیع یکتاي خطی و پیوسته از Tخطی و پیوسته باشد، آنگاه ، :→

.استTمی باشد بطوریکه نرم آن برابر نرم 

. مراجعه شود]4[براي اثبات به .اثبات
یک /IXدر اینصورت.از آن باشدزیر فضاییIو یک فضاي موضعا محدب Xفرض کنیم .32.1- 1قضیه 

)/(*پوشا از  یک به یک وفضاي موضعا محدب است ویک نگاشت خطی IX به⊥Iاگر . وجود دارد

*)/( IX به توپولوژي ضعیف ستاره و ،⊥I ضعیف ستاره نسبی مجهز باشند ، این نگاشت یک به نیز به توپولوژي

)/(*نرمدار باشد، آنگاه  Xاگر .ک و پوشا به یک همانریختی تبدیل می شودی IX و⊥I ایزو متر  هستند و می ،

=⊥نویسیم IIX )*/(.
.مراجعه شود]4[براي اثبات به.اثبات

جبر باناخ2- 1
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یک Aهمانی تقریبی کراندار براي . باشدیک جبر نرمدار روي میدان Aفرض کنیم .1.2- 1تعریف
eتورکراندار  ⇾∋Axبراي هر است بقسمی کهAدر )(

همانی تقریبی دوطرفه، یک ).تعریف می شودxبا xهمانی  تقریبی راست نیز به همین صورت و با عوض کردن (
.تور است که هم همانی تقریبی چپ و هم همانی تقریبی راست باشد

>و ∋Axباشد بطوریکه، براي هرUشامل یک مجموعه کراندار Aفرض کنیم جبر باناخ .2.2- 1گزاره

،Uu∈ موجود باشد با این خاصیت که<−uxx . در اینصورتAیک همانی تقریبی کراندار دارد.
.مراجعه شود]2[براي اثبات به.اثبات
داراي همانی تقریبی راست کراندار است اگر و Aدر اینصورت .یک جبر باناخ باشدAفرض کنیم.3.2- 1قضیه

.، همانی راست داشته باشدA**تنها اگر 
.مراجعه شود]8[براي اثبات به.اثبات

)، یک تور Aهمانی تقریبی چپ ضعیف براي .4.2- 1تعریف  ) است بقسمی کهAدر ∍
f (e x) f (x)           (x A , f A*)

همانی تقریبی راست ضعیف، همانی تقریبی ضعیف و همانی هاي تقرِیبی کراندار ضعیف نیز به همین صورت تعریف 
.می شوند

یک Aدر اینصورت . داراي یک همانی تقریبی چپ ضعیف کراندار باشدAفرض کنیم جبر باناخ .5.2- 1گزاره
.همانی تقریبی چپ کراندار دارد

.مراجعه شود]2[براي اثبات به.اثبات
یک همانی Iاگر . باشدAیک ایده آل دو طرفه بسته در Iیک جبر نرمدار بوده و Aفرض کنیم.6.2- 1قضیه

یک همانی Aداشته باشد، آنگاه ) کراندار(نیز یک همانی تقریبی چپ /IAتقریبی چپ کراندار داشته باشد و اگر
.دارد) کراندار(تقریبی چپ 

.مراجعه شود]8[براي اثبات به.اثبات
ایده آلدراینصورت اگر.باشدA، یک تابعک خطی روي fو یک جبر نرمدار بودهAفرض کنیم.7.2- 1نتیجه

fker همانی تقریبی چپ کراندار داشته باشد، آنگاهA استکراندار تقریبی چپداراي یک همانی.
در اینصورت زیر فضاي . مدول چپ باناخ باشد-Aیک Xیک جبر باناخ بوده و Aفرض کنیم . 8.2- 1تعریف 

تولید شده بوسیلهXخطی بسته 
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{ }XxAaaxAX ∈∈= ,:

eXXاگر .نمایش داده می شودeXنامیده شده و باXقسمت اساسی  مدول باناخ - Aیک X، آنگاه گوئیم =
.چپ اساسی است

e)یک جبر باناخ بوده و Aفرض کنیم . 9.2- 1گزاره  همچنین فرض . همانی تقریبی چپ کراندار آن باشد(
در اینصورت.مدول چپ باناخ باشد- Aیک Xکنیم 

{ }xxeXxAXXe =∈== lim:

.مراجعه شود]8[براي اثبات به.اثبات
یک جبر باناخ داراي یک همانی تقریبی چپ کراندار با کران Aفرض کنیم . )تجزیه کوهن(10.2- 1قضیه 

≥k بوده و فرض کنیمX یکA-در این صورت براي هر . مدول چپ باناخ باشدeXz∈و> عناصر ،

Aa∈ وXy∈موجودند، بطوریکه
ayz)الف( =.
ka)ب( ≤.

.∋Azy) ج(
−>)د( zy.

AXXeبعبارت دیگر،  =.
.مراجعه شود]8[براي اثبات به.اثبات

جبرها می - Fنیومن، جبرهاي فوریه و - جبرها، جبرهاي ون- *Cدر این قسمت به بیان تعاریف و بعضی از ویژگیهاي 
.جبر آغاز می کنیم-* ابتدا با تعریف . پردازیم

AAگوئیم، هرگاه یک نگاشت  جبـر-را Aجبر  .11.2- 1تعریف  →∗ روي آن موجود باشد بطوریکه :
⇾xاین نگاشت بصورت ،∋Axبراي هر  x* بوده و در شرایط زیر صدق می کند:

Ayxبراي هر ) الف( ∈,  ،(x+y)* =  x* +  y*

،Ax∈،(x*)* =xبراي هر ) ب(
،*=آنگاه،A∈در صورتی که ) ج(
Ayxبراي هر ) د( ∈, ،(xy)* =  y*x*.
)*(*،∍و∋Axبراي هر ) ه( xx  =.

.را برگشت می نامیم*نگاشت 
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*C−جبرها

داشته باشیم،∋Axجبر نامیم هرگاه براي هر −C*را Aجبر باناخ - *.12.2- 1تعریف 

.xxx =*

HBT)(یک فضاي هیلبرت وHفرض کنیم .13.2- 1مثال بیان گر عنصر یکتائی از*Tدر اینصورت . باشد∋
)(HB،بطوریکهاست

(Tx , y) =  (x , T*y)
x , yبراي هر  ∊ H . به سادگی می توان دید کهT → T* یک برگشت رويB (H)همچنین داریم. است

(x∊H)2= (Tx , Tx) =  (T*Tx , x) ≤ ∥T*T∥ ∥x∥2∥Tx∥
≥که این نتیجه می دهد ∥T* T∥2∥T∥

و بنابراین
2∥T* T∥ = ∥T∥

.x=*xگوئیم هرگاه *را خود الحاق نسبت به ∋Axعضو .14.2- 1تعریف 

یف می کنیم رتع∋Axبراي هر . باشدAجبر −C*یک تابعک خطی روي fفرض کنیم . 15.2- 1تعریف 

*)()(* xfxf نامیده و اگر fرا الحاقی f*.می باشدAنیز یک تابعک خطی روي f*در اینصورت .=

ff .را خود الحاق گویندf، آنگاه *=
)*(≤را مثبت گوییم هرگاهAجبر -*Cروي تابعک خطی . 16.2- 1تعریف xx براي هرAx∈.

جبرها−C*خواص 

براي مطالعه .استفاده قرار می گیرند بیان می کنیمجبر ها را که در این پایان نامه مورد - *Cدر اینجا چند خاصیت از 
.مراجعه کنید] 18[بیشتر می توانید به
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Ieدر حقیقت ، یک خانواده . یک همانی تقریبی داردAجبر −C*هر . 17.2- 1قضیه  ∈}{ از عناصر خود
xeوجود دارد که Aالحاق  ⇾xترتیبهمین بهوe x⇾x .
. است1نرم ايرایک همانی تقریبی کراندار دارد که کران بالاي آن دBجبر - *Cهر . 18.2- 1قضیه 

این روابط . مرتب را دارندساختار یک فضاي برداري جزئاAًجبر - C*مجموعه عناصر خود الحاق . 19.2- 1نکته
صدق می کند اگر و تنها اگر ≥xدر Aاز xدر این رابطه عضو خود الحاق . نمایش داده می شود≥با معمولاً 

−≤صدق می کنند اگر  ≤yxدر شرط Aاز yو xدو عنصر خود الحاق . نامنفی باشدxطیف  yxباشد.

==باشد، بطوریکه A*همانی A ،جبر- *Cعضوي از یک aفرض کنیم .20.2- 1قضیه aa)( .
.مثبت استaدراینصورت 

.مراجعه شود] 5[به . اثبات
کراندار در اینصورت . باشدAیکدارجبر- *Cروي مثبتیک تابعک خطیفرض کنیم.21.2- 1قضیه
بوده و

)( =
.شودمراجعه ] 18[به . اثبات
)بوده و Aجبر - *Cیک تابعک خطی مثبت روي فرض کنیم .22.2- 1قضیه همانی تقریبی کراندار(
آنگاه. باشدAبراي 

)(lim  ea=

.=aکهAروي aبراي هر تابعک خطی مثبت 
.مراجعه شود] 5[به راي اثباتب.اثبات

است gعمود بر fگوییم .باشندAجبر - *Cدو تابعک خطی مثبت روي  gوfفرض کنیم .23.2- 1تعریف 

gfgfهرگاه  +=−.

GLp)(فضاهاي 
)( ∞<≤ p

، شامل یک همسایگی ∋Xxرا موضعا فشرده گویند، هرگاه هر عضو Xفضاي توپولوژیکی . 24.2- 1تعریف

U  بوده، بطوریکهUفشرده باشد.
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، یک گروه بوده و همچنین یک فضاي توپولوژیکی باشد که در شرایط Gفرض کنیم مجموعه .25.2- 1تعریف
:زیر صدق می کند

xyyxنگاشت )   الف( .باشدGبه ×GG، یک نگاشت پیوسته از ),(→

.باشدGبه Gیک نگاشت پیوسته از −→xxنگاشت )    ب(

.را گروه توپولوژیکی می نامندGدر اینصورت 
،p<1≥براي هر.باشدGاندازه هار چپ روي فشرده بوده و"یک گروه توپولوژیکی موضعاGفرض کنیم 

)(GLpفضاي همه توابع-اندازه پذیر است که در شرط زیر صدق می کنند

بصورت کهنرم این فضا

∫=
G

pp
p

xdxff


))(|)(|( 

.فضاي باناخ تبدیل می کندرا به یک GLp)(تعریف می شود

تحت ضرب پیچشی که بصورتGL)(فضاي 

)()()())(( ydxygyfxgf G −∫=∗

,)(براي هر GLgf ∈تعریف می شود، یک جبر باناخ می باشد.

.پیچشی یک جبر باناخ جابجائی است، همراه با ضرب GL)(جابجایی باشد، Gاگر .26.2- 1قضیه
.کنیدمراجعه ] 10[براي اثبات به .اثبات

>>∞فرض کنیم.27.2- 1قضیه  pو =+
qp

GLf)(اگر. p∈و)(GLg q∈بطوریکه

)()( −= xgxg

و بصورتشده نامیده gوfضرب پیچشی کهgوfحاصلضرب در اینصورت

)()()())(( ydxygyfxgf G −∫=∗

فشرده باشد،Gهرگاه .استGC)(، موجود است و معرف تابعی در ∋Gxشود، براي هر تعریف می 

)(GLpاستراه با این ضرب، یک جبر باناخ ، هم.

.نشان می دهیمĜرا با به گروه دوري Gمجموعه همه همریختی هاي پیوسته از .28.2- 1تعریف 

.)(|)(|∫ ∞<
G

p xdxf 
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.مراجعه شود] 10[راي اثبات بهب.اثبات

همانی این گروه تابع . همراه با ضرب نقطه به نقطه یکِ گروه آبلی استĜجابجایی باشد،Gاگر .29.2- 1قضیه

=است و1ثابت  .Ĝ∈براي هر ̅
.کنیدمراجعه ] 10[راي اثبات بهب. اثبات

در این صورت. Ĝ∈یک گروه موضعاً فشرده وجابجایی بوده و Gفرض کنیم.30.2- 1تعریف 

dsssff G )()()(ˆ  ∫=

GLf)(براي هر  p∈ ،∞<≤ p1که در اینجا

.>=< −ss ,)( 

.می نامندfرا انتقال فوریه 

GLf)(فرض کنیم .31.2- 1قضیه p∈،2≥ در اینصورت بسط فوریه ،f ،


)(ˆ
ˆ

f
G

∑
∈

GLp)(با نرم 

بعبارت دیگر . همگراستfبه 


)(ˆ
ˆ

ff
G

∑
∈

=.

.مراجعه شود] 6[براي اثبات به .اثبات
را اندازه ،  G)(=اگر.G)(>∞و فشرده باشد"یک گروه موضعاGفرض کنیم .32.2- 1تعریف
.گویندشدهلهار نرما

:صادق هستند Ĝنکات زیر نیز در مورد

 -Ĝ دوگانG می باشد  و توپولوژيĜ توپولوژي همگرایی یکنواخت روي زیر مجموعه هاي فشرده ،G

.است
.دو گان یک گروه فشرده، گسسته است و دو گان یک گروه گسسته فشرده است- 

.مراجعه شود] 10[براي اثبات به .اثبات

نیومن- جبرهاي ون
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جبر، متشکل از عملگرهاي کراندار روي یک فضاي هیلبرت −∗نیومن، یک –یک جبر ون .33.2- 1تعریف 
این جبرها توسط جان ون نیومن . و شامل عملگر همانی می باشدبودهتوپولوژي عملگر ضعیف بسته تحتاست که 

.دندشارائه 

،GL)(در اینصورت دوگان . باشدیک گروه موضعاً فشرده با اندازه هار چپ Gفرض کنیم .34.2- 1مثال
)(GL∞کراندار روي نیومن  متشکل از توابع اندازه پذیر اساساً-این جبر ون. ، یک جبر ون نیومن جابجایی استG

.می باشد

جبرهاي فوریه

:کردتعریف زیرمی توان به صورتGفشرده گروه موضعاًتوجه بهبا ،GAp)(بنامجبر باناخ دیگري را
>∞فشرده بوده و"یک گروه موضعاGفرض کنیم  p توابع مختلط مقدار روي gو fهمچنین فرض کنیم . 1>

G باشند وqبصورتی باشد که ،
 =+
qp

، فضاي تولید شده توسط همه توابع مختلط GAp)(در اینصورت. 

بطور منحصر بفردي بصورت"نه لزوماuمی باشد که uمقدار 

∑
∞

=

∗=
n

nn gfu 

,)(شود، بطوریکهتعریف می  GCgf nn ∈،*)( Nn∈و

،uبراي هر 
pA

uبصورت

=,uبراي هر نمایش{
pA

u inf{ qn
n

pn gf∑
∞

=

.تعریف می شود

)(GApاگر . یک جبر باناخ است)(GLf p∈و)(GLg q∈  آنگاه)(GCgf 

∈∗و داریم

qp
gfgf ≤∗ . بنابراین)()( GCGAp ⊂]17[ و براي هر)(GAu p∈داریم

pA
uu ≤

.∞<∑
∞

=
qn

n
pn gf
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در این حالت این جبر باناخ، جبر فوریه نامیده شده و با . بررسی کرد=2pباناخ را براي حالت این جبر هاي ] 9[ایمارد 

)(GAدر واقع .نمایش داده می شود)(GA تشکیل شده است از همه توابع پیوستهf رويG به فرمhk


∗ ،
کهبطوری

).(,,)()(,)()( GLhkxkxkxhxh  ∈== −


، یا به عبارتی Gنیومن تولید شده بوسیله نمایش منظم چپ –جبر ون GVN)(فرض کنیم .35.2- 1تعریف 

});(){(بستار عملگرهاي  GLff ∈ روي ،)(GLکه ،

hfhf ∗=))((

GLh)(براي  ∈ در ،))(( GLB در این صورت هر . ، نسبت به توپولوژي عملگر ضعیف باشدhk


∗=

در نظر گرفت که بصورتGVN)(را می توان به عنوان یک تابعک خطی روي GA)(در 

>=< kThT ,)(

GVNT)(براي هر  به این GVN)(ثابت کرد که هر تابعک خطی پیوسته روي ] 9[یماردا. تعریف می شود،∋
بنا براین، طبق آنچه در آنالیز . می باشدGVN)(پیش دوگان جبر GA)(در نهایت ثابت شد که . صورت است

باGA)(تابعی بیان شده،نرم

}),(|:)(sup{| ≤∈= xGVNxx

.یک جبر باناخ جابجایی استGA)(با ضرب نقطه به نقطه و این نرم، . بدست می آید
از نمایش منظم آن GVN)(، پیش دوگان جبر ون نیومن GA)(در دوگانگی اینست که GA)(مهمترین نقش 

.است

)(,)(دو جبر باناخ  GLGA فشرده،از اهمیت بسیار زیادي یک روي گروههاي موضعاًندر مطالعه آنالیز هارمو
.برخوردار هستند 

نیومن و -یک جبر ونMفرض کنیم 
*Mاگر فرض کنیم .پیش دوگان آن باشدV یک زیر فضاي خود الحاق

از وپایا
*Mهرگاه(باشدf ∊ V آنگاه براي هر ،a∊A ،(  f*, Laf, Raf ∊V، آنگاه),( VM تشکیل یک

].18[می دهدMتوپولوژي هاسدرف و موضعا فشرده روي 
بوده بطوریکه Mزیرجبر خود الحاق از جبر ون نیومن Aفرض کنیم .)چگالی کاپلانسکی(36.2- 1قضیه

),( VM– چگال درMدر اینصورت . باشدA∩Sدر ،توپولوژي عملگر قويتحتS چگال می باشد، کهS

. استAگوي یکه بسته 


