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پیشΎفتار

فصل��های در که است ͳمقدمات قضایای و تعاریف شامل اول فصل است. ͳاساس فصل سه شامل نامه پایان این

م�ͳتوان را آنها اثبات م�ͳباشد. اثبات بدون شده�اند، بیان فصل این در که قضایایی م�ͳشود. استفاده آنها از آینده

دید. شده داده مراج΄ در

فضا�های بین تانسوری ضرب مورد در قضایایی اثبات و تعریف به فصل این آخر بخش در که است تذکر به لازم

و کرده ͳبررس باناخ فضای دو بین را شده بالانس تصویری تانسوری ضرب بخش این در م�ͳپردازیم. برداری

م�ͳشود. ذکر متفاوت فضاهای بین تانسوری، ضرب از مثال�هایی

دراین م�ͳپردازیم. جبرها برای دوگانه مرکزساز مفهوم به آن اول بخش در که م�ͳباشد، بخش دو شامل دوم فصل

یدار جبر Έی به مناسب دوتایی عمل Έی تعریف با دوگانه مرکزسازهای فضای که م�ͳکنیم ملاحظه بخش

ͳتوسیع م�ͳتواند یدار جبر این که م�ͳبینیم ͳشرایط تحت و نشاند. آن در را اولیه جبر م�ͳتوان که م�ͳشود، تبدیل

است. شده انتخاب [٢٢] از فصل این مطالب اهم باشد. اولیه جبر از

فضای اول بخش مانند م�ͳکنیم. ͳبررس مدول باناخ Έی برای را دوگانه مرکزساز مفهوم فصل این دوم بخش در

قضایای بخش دراین م�ͳباشد. مدول باناخ Έی که م�ͳکنیم ملاحظه و م�ͳدهیم تشیل را دوگانه مرکزسازهای

مرکزساز که م�ͳکنیم مشاهده و م�ͳشود. اثبات و ͳبررس مدول باناخ Έی دوگان دوگانه مرکزساز مورد در ͳمهم

است. یریخت دیΎر ͳمدول باناخ دوگان با مدول باناخ Έی دوگان دوگانه

قضیه�ها ͳبرخ اثبات و حل در دوم فصل از قضیه�هایی کاربرد به (( ((کاربردها عنوان با نامه پایان سوم فصل در

یدست و دوطرفه تصویری جبرهای و سΎال جبرهای تقریبی، و ضعیف میانگین�پذیری میانگین�پذیری، مورد در

Έتکنی و دوگانه مرکزساز مفهوم استفاده با فصل این در و شده�اند ثابت قبلا قضایا این البته م�ͳپردازیم. دوطرفه

م�ͳشود. ارائه آنها برای کوتاهتری حل�های راه مدول�ها باناخ توسیع

١



١ فصل

نیازمندیها تعاریفو

اولیه مفاهیم ١.١

م�ͳکنیم. استفاده آنها از بعدی فصل�های در که م�ͳپردازیم قضایایی و تعاریف بیان به فصل این در

با که ) ͳعمل تحت V هرگاه گویند، F میدان روی برداری فضای Έی را V ͳناته مجموعه .١.١.١ تعریف

بطوریه باشد داشته وجود V در λv عنصر ،v ∈ V و λ ∈ F هر برای و باشد، ͳآبل ͳگروه ( م�ͳدهیم +نشان

،v, w ∈ V و α, β ∈ F هر ازای به

α(v + w) = αv + αw (١

(α+ β)v = αv + βv (٢

α(βv) = (αβ)v (٣

است). F ضرب عمل �تحت یه عنصر ١ آن در ١v(که = v (۴

م�ͳدهیم، نشان C با که مختلط اعداد میدان روی نامه پایان این در برداری فضاهای کلیه .٢.١.١ قرارداد

شده��اند. تعریف

هرگاه م�ͳنامند ͳخط را f : E −→ F نگاشت باشند. برداری فضای دو E،F کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

باشیم: داشته e١, e٢ ∈ E و α, β ∈ C هر برای

f(αe١ + βe٢) = αf(e١) + βf(e٢)

آشناست. توپولوژی مفهوم با خواننده که است برآن فرض نامه پایان این در

٢



برای هرگاه گویند پیوسته را f : X −→ Y نگاشت باشند، Έتوپولوژی فضای دو X،Y اگر تعریف١.١.۴.

باشد. باز X در f−١(G) ،Yدر G مانند باز مجموعه هر

ͳخط نگاشت�های تمام شامل برداری فضای صورت این در باشند، برداری ,Xفضاهای Y اگر .۵.١.١ قرارداد

م�ͳدهیم. نمایش L(X, Y ) با را Y توی به X از

ͳدوخط را g : X × Y −→ E نگاشت باشند. برداری فضای سه E و Y ، X کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

به ،x 7−→ g(x, y) نگاشت y ∈ Y هر برای و y 7−→ g(x, y) نگاشت x ∈ X هر برای هرگاه م�ͳنامند،

باشند. E به X از و E به Y از ͳخط نگاشتهایی ترتیب

g : X × Y −→ E ͳخط دو نگاشت باشند. Έتوپولوژی فضای سه E و X،Y کنیم فرض تعریف٧.١.١.

نگاشت y ∈ Y هر برای و y 7−→ g(x, y) نگاشت x ∈ X هر برای هرگاه م�ͳنامند، ͳجزئ پیوسته را

باشند. E به X از و E به Y از پیوسته نگاشتهایی ترتیب به ،x 7−→ g(x, y)

هرگاه گویند، X روی نرم Έی را ∥.∥ : X −→ R نگاشت آنگاه باشد برداری فضای X اگر تعریف٨.١.١.

باشیم: داشته

∥x∥ > ٠ ∀x ∈ X

∥x∥ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ ∀x ∈ X

∥αx∥ = |α|∥x∥ ∀x ∈ X,α ∈ R

∥x+ y∥ 6 ∥x∥ + ∥y∥ ∀x, y ∈ X

م�ͳنامند. نرم�دار فضای Έی را (X, ∥.∥) حالت این در

جبر Έی (a, b) 7−→ a.b که A × A −→ A ͳدوخط نگاشت با همراه را A برداری فضای تعریف٩.١.١.

باشد: زیر خواص دارای λ اسالر و x, y, z ∈ A هر برای هرگاه م�ͳنامند،

(xy)z = x(yz) پذیری: شرکت خاصیت

λ(xy) = (λx)y = x(λy)

بطوریه باشد e ∈ Aعنصر دارای A جبر هرگاه

e.x = x.e = x x ∈ A

٣



م�ͳنامند. A جبر (ͳهمان (یا یه عنصر را e عنصر و یدار را A جبر آنگاه

باشد. شده تعریف زیر خاصیت با ∥.∥ مانند نرم Έی ،A روی هرگاه گویند نرم�دار را A جبر تعریف١٠.١.١.

∥a.b∥ ≤ ∥a∥∥b∥

داشته b, b́ ∈ B هر برای بطوریه است ͳخط فضای زیر Έی A جبر از B جبر زیر Έی تعریف١١.١.١.

.bb́ ∈ B باشیم

نرم بوسیله شده تولید متر با فضا این هرگاه م�ͳنامند ١ باناخ جبر را (A, ∥.∥) نرم�دار جبر .١٢.١.١ تعریف

باشد. همΎرا آن در ͳکش دنباله هر ͳیعن باشد. کامل ∥.∥

با را Y نرم�دار فضای توی به X نرم�دار فضای از کراندار ͳخط نگاشتهای تمام مجموعه .١٣.١.١ قرارداد

م��ͳکنیم. تعریف زیر صورت به را آن نرم A ∈ B(X, Y ) هر برای و م�ͳدهیم نمایش B(X, Y )

∥A∥ = sup{∥Ax∥ | ∥x∥ ≤ ١}

زیر بصورت آن نرم باشد، دیΎر نرم�دار فضای Έی به X × Y از ͳدوخط ͳنگاشت A اگر که است ذکر به لازم

م�ͳشود: تعریف

∥A∥ = sup{∥A(x, y)∥ ; ∥x∥ ≤ ١, ∥y∥ ≤ ١}

م�ͳشود. نامیده ینواخت نرم م�ͳشود تعریف صورت این به که ͳنرم

انقباض Έی را T : X −→ Y ͳخط نگاشت باشند. نرم�دار فضا�های Y و X کنیم فرض تعریف١.١.١۴.

: هرگاه گوییم

∥T (x)∥ ≤ ∥x∥ ∀x ∈ X

مجموعه�ی بستار باشد، نگاشت Έی f : X −→ C و Έتوپولوژی فضای Έی X اگر تعریف١.١.١۵.

م�ͳدهیم. نشان suppfنماد با آنرا و م�ͳنامند f محمل را {x ∈ X : f(x) ̸= ٠}

: هرگاه است A جبر در (راست) چپ ال ایده Έی I ⊆ A ͳخط زیرفضای تعریف١.١.١۶.

A.I ⊆ I (I.A ⊆ I)

١Banach

۴



ͳیعن

ab ∈ I (ba ∈ I) a ∈ A, b ∈ I

باشد. راست و چپ ایده�آل هرگاه م�ͳنامند ایده�آل اختصار به یا دوطرفه ایده�آل را I و

A ×X −→ X ͳدوخط نگاشت با همراه X برداری فضای باشد. جبر Έی A کنید فرض تعریف١٧.١.١.

م�ͳشود. نامیده چپ -مدول A Έی زیر، خاصیت با (a, x) 7−→ a.x که

a.(b.x) = (ab).x a, b ∈ A, x ∈ X

دارای و (x, a) 7−→ x.a که X × A −→ X ͳدوخط نگاشت با همراه را X برداری فضای صورت همین به

م�ͳنامند. راست -مدول A Έی باشد، زیر خاصیت

(x.a).b = x.(ab) a, b ∈ A, x ∈ X

-مدول A و چپ -مدول A به آنها تحت که بالا در شده ذکر ͳدوخط نگاشت�های با همراه X برداری فضای

م�ͳشود. گفته دومدول - A Έی است، زیر خاصیت دارای همچنین و م�ͳشود تبدیل راست

a.(x.b) = (a.x).b a, b ∈ A, x ∈ X

م�ͳشود نامیده دومدول - A باناخ Έی ،X باناخ فضای باشد، باناخ جبر Έی A کنیم فرض تعریف١٨.١.١.

بطوریه k > ٠ باشد داشته وجود همچنین باشد، مدول دو - A ،X هرگاه

∥ax∥ ≤ k∥a∥∥x∥ , ∥xa∥ ≤ k∥a∥∥x∥ a, b ∈ A, x ∈ X

در A.X.A که باشد چنان X، مدول دو - A باناخ اگر باشد. باناخ جبر Έی A کنیم فرض تعریف١٩.١.١.

ͳیعن باشد چΎال X

A.X.A
∥.∥X

= X

ͳیعن A.X.A = X اگر خاص حالت در م�ͳنامند. ͳاصل مدول دو - A آنرا

X = {axb|a, b ∈ A, x ∈ X}

نامند. ͳم یدار شبه را X

۵



دومدول - A Έی مورد در که دیΎری نتیجه م�ͳباشد. نیز ͳاصل آنگاه باشد یدار Xشبه اگر که است ͳبدیه

دارند وجود x ∈ X هر برای که است این گرفت م�ͳتوان X مانند یدار شبه

بطوریه y, z ∈ X, a, b ∈ A

a.y = x = z.b

X و کراندار و ͳخط f که f : X −→ C مانند مقدار مختلط نگاشت�های تمام مجموعه تعریف٢٠.١.١.

م�ͳدهیم. نشان X∗با را آن و م�ͳشود نامیده X دوگان باشد، نرم�دار فضای Έی

بΎیرید: نظر در X∗ برای را زیر ͳمدول تعاریف

< x, a.f >:=< x.a, f > < x, f.a >:=< ax, f > ∀a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗

باشد راست مدول - A ،X اگر و راست مدول - A ، X∗ باشد چپ -مدول A ، Xاگر که م�ͳشود ملاحظه

م�ͳباشد. چپ -مدول A ، X∗ �آنگاه

م�ͳباشد. مدول -دو A باناخ نیز X∗ باشد مدول دو - A باناخ X اگر که است ͳبدیه

دومدول�ها: برای مثال چند

م�ͳباشد. مدول دو - A Έی همواره X = {٠} •

است. مدول -دو A Έی آنگاه باشد، جبر ΈیA اگر •

است. مدول دو -B ΈیA آنگاه باشد، A از جبری زیر B اگر •

است. A-دومدول Έی I آنگاه باشد، A جبر در ال ایده Έی I اگر •

م�ͳنامند ͳهمریخت Έی را φ : A −→ B ͳخط نگاشت باشند. جبر دو B و A کنید فرض تعریف٢١.١.١.

: باشیم داشته x, y ∈ A هر برای هرگاه

φ(xy) = φ(x)φ(y)

آنرا باشد سویی دو اگر و ͳتکریخت باشد Έبه�ی�Έی اگر ،ͳریخت برو آنرا باشد پوشا φ ͳهمریخت که ͳصورت در

م�ͳنامند. ͳریختی

۶



تقریبی ͳهمان ١.١.١

و تقریبی ͳهمان دارای است ممن اما نیستند یدار ͳطبیع طور به م�ͳکنیم کار آنها با که جبرهایی از بسیاری

قضیه Έی م�ͳباشد. جبر�ها چنین این برای تجزیه قضیه�های آن، استفاده مهمترین باشند. کراندار تقریبی ͳهمان

ابتدا م�ͳباشد. کراندار چپ تقریبی ͳهمان با باناخ جبرهای برای ٢ تجزیه(کوهن-هیویت) قضیه مورد این در

به م�ͳتوان را آن عضو هر ͳیعن) است. تجزیه قابل چپ کراندار تقریبی ͳهمان با باناخ جبر هر داد نشان کوهن

چون دیΎری افراد بعدها داد. توسیع هم مدول�ها برای را این هیویت که ( نوشت دیΎر عضو دو ضرب صورت

[٧] دادند. ارائه دیΎری قضایای و تعاریف مورد این در سینکلر۴ و ٣ آلان

(راست چپ تقریبی ͳهمانΈی Aرا در (eα) تور باشد، باناخ یΈجبر (A, ∥.∥) فرضکنید تعریف٢٢.١.١.

: a ∈ A هر ازای به هرگاه گویند، A برای (

lim
α
eα.a = a (lim

α
a.eα = a)

گویند. تقریبی ͳهمان آنرا باشد راست و چپ تقریبی ͳهمان (eα) چنانچه

طوریه Mبه > ٠ باشد داشته وجود هرگاه گوییم، کراندار را (eα) تقریبی ͳهمان

sup
α

∥eα∥ ≤M

است، X برای تقریبی ͳهمان Έی A در (eα) تور باشد مدول دو - A Έی X کنید فرض تعریف٢٣.١.١.

باشیم: داشته x ∈ X هر برای و باشد A برای تقریبی ͳهمان Έی (eα) هرگاه

lim
α
eα.x = lim

α
x.eα = x

هر برای باشد، ͳاصل -دومدول A باناخ Έی X و (eλ) کراندار ͳهمان تقریب با باناخ جبر Έی A اگر

٢Cohen-Hewitt
٣Allan
۴Sinclair
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داریم: x ∈ X

lim
λ
eαx = lim

α
eα lim

λ
aλxλbλ

= lim
α

lim
λ
eαaλxλbλ

= lim
λ

lim
α
eαaλxλbλ

= lim
λ
aλxλbλ = x

پایان در Xم�ͳباشد. برای تقریبی ͳهمانΈی A تقریبی ͳهمان هر آنگاه باشد ͳاصل -دومدول A ،Xاگر بنابراین

این اثبات برای م�ͳشود. استفاده آنها از ادامه در که م�ͳکنیم اشاره تقریبی ͳهمان مورد در قضیه چند به بخش این

شود. مراجعه [٣] به ها قضیه

z ∈ A اگر باشد. کراندار چپ تقریبی ͳهمان با باناخ جبر Έی A کنید فرض کوهن) (تجزیه .٢۴.١.١ قضیه

کوچترین به y و ∥z − y∥ 6 δ و z = xy بطوریه دارند وجود x, y ∈ A آنگاه باشند، دلخواه δ > ٠ و

است. متعلق z، شامل ،A بسته ایده�آل

X دومدول - A باناخ برای کراندار تقریبی ͳهمان دارای که باشد باناخ جبری A کنید فرض .٢۵.١.١ قضیه

z = ay بطوریه دارند وجود y ∈ X و a ∈ A آنگاه باشند، دلخواه δ > ٠ و z ∈ X اگر اینصورت در است.

.∥z − y∥ 6 δ و

A در دنباله�ای {zn} اگر باشد. کراندار چپ تقریبی ͳهمان با باناخ جبر Έی A کنید فرض .٢۶.١.١ نتیجه

بطوریه دارند وجود a, yn ∈ A آنگاه ،limn→∞ zn = ٠ که باشد

zn = a yn (n = ١,٢, · · · ) , lim
n→∞

yn = ٠.

باناخ رویجبرهای مشتق�ها ٢.١.١

هرگاه گویند A جبر روی مشتق Έی را D ∈ L(A) ͳخط نگاشت باشد، جبر Έی A اگر تعریف٢٧.١.١.

کند: صدق ( نیتز لایپ ) زیر شرط در

D(ab) = a.D(b) +D(a).b ∀a, b ∈ A

م�ͳدهیم. نشان ∆(A) با را A روی مشتق�ها�ی تمام مجموعه�ی

٨



کراندار و ͳخط نگاشت باشد. دومدول -A باناخ Έی X و باناخ جبر Έی A فرض .٢٨.١.١ تعریف

کند: صدق زیر شرط در هرگاه م�ͳشود، نامیده ( مشتق اختصار به (یا ͳمدول مشتق Έی D : A −→ X

D(ab) = a.D(b) +D(a).b ∀a, b ∈ A

تعریف زیر صورت به که را adx : A −→ X ͳخط نگاشت باشد. دلخواه x ∈ X فرضکنیم مثال٢٩.١.١.

م�ͳگیریم: نظر در م�ͳشود،

adx(a) = a.x− x.a ∀a ∈ A

که م�ͳکنیم ملاحظه

adx(ab) = ab.x− x.ab

= ab.x− x.ab+ a.x.b− a.x.b

= a.(b.x− x.b) + (a.x− x.a).b

= a.adx(b) + adx(a).b

م�ͳنامند. ͳداخل مشتق را مشتق�ها از دسته این م�ͳباشد. X به A از مشتق Έی adx ،x ∈ X هر برای ͳیعن

Z١(A, X) نماد با Xرا باناخA-دومدول باناخAبه جبر از ͳمدول مشتق�های تمام مجموعه قرارداد٣٠.١.١.

م�ͳدهیم. نشان B١(A, X) نماد با را ͳداخل مشتق�های تمام مجموعه و

Z١(A, X) از ( بسته لزوما (نه فضای ,A)B١یΈزیر X) ,L(Aو X) از بسته فضای ,A)Z١یΈزیر X)

م�ͳباشد.

برداری فضای آنگاه باشد، دومدول -A باناخ Έی X و باناخ جبر Έی A اگر تعریف٣١.١.١.

H١(A, X) :=
Z١(A, X)

B١(A, X)

م�ͳشود. نامیده ،�X در ضرایب با A هاخشیلد۵ کوهمولوژی اول گروه

۵Hochschild
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اما بود، گروه از بهتر H١(A, X) برای فضا نام شاید م�ͳباشند فضا زیر B١(A, X) و Z١(A, X) آنجا از

ͳدلخواه جبرهای برای تنها زمینه این در هاخشیلد اول تعریف البته است. شده گذاری نام گونه این هرحال به

مطالبی به باناخ جبرهای روی مفهوم این استفاده�ی برای بود. نشده تعریف آنها روی توپولوژی گونه هیچ که بود

شد. اضافه ۶ کامویتس وسیله به بعدها که داشت نیاز ͳتابع آنالیز از

ͳتابع آنالیز از ͳنتایج ٣.١.١

ͳتابع آنالیز از لم و قضیه چند همچنین م�ͳپردازیم. ستاره ضعیف و ضعیف توپولوژی�های تعریف به بخش این در

م�ͳشود. اشاره م�ͳباشند، نیاز مورد درآینده که

fنگاشت ∈ E∗ هر برای باشد. آن دوگان E∗ و باناخ فضای Έی �E کنیم فرض تعریف٣٢.١.١.

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را φf : E −→ R

φf (x) =< x, f > x ∈ E

توپولوژیضعیف باشند پیوسته (φf )f∈E∗ های نگاشت تمام خانواده درآن که را �E روی توپولوژی کوچترین

م�ͳشود. داده نشان σ(E,E∗) نماد وبا م�ͳنامند،

ضعیف توپولوژی برای {xn} دنباله همΎرایی Eباشد، باناخ درفضای ای دنباله {xn}اگر .٣٣.١.١ قرارداد

م�ͳدهیم. نشان xn
w−→ x نماد با را x به σ(E,E∗)

: آنگاه �باشد، E نرم�دار درفضای دنباله�ای {xn} کنیم فرض .٣۴.١.١ گزاره

.< xn, f >−→< x, f > ͳمعمول توپولوژی با f ∈ E∗ هر برای اگر تنها و اگر xn
w−→ x آ)

.xn
w−→ x آنگاه باشد همΎرا x به ͳمعمول توپولوژی با xn اگر ب)

.< xn, fn >−→< x, f > آنگاه ،E∗ ͳمعمول توپولوژی با fn −→ f و xn
w−→ x اگر پ)

.[٢۵] به شود مراجعه اثبات.

بعد هرگاه هستند. (بسته) باز ͳمعمول توپولوژی برای ضعیف توپولوژی (بسته�های) باز�های .٣۵.١.١ نکته

(بسته�هایی) بازهایی ͳیعن است. کوچتر ͳمعمول توپولوژی از اکیدا ضعیف توپولوژی باشد، ͳنامتناه فضا

به که هستند دنباله�هایی همچنین نیستند. (بسته) باز ضعیف توپولوژی برای که هستند ͳمعمول توپولوژی برای

[٢۵] نیستند. همΎرا ͳمعمول توپولوژی با که ͳحال در م�ͳباشند همΎرا ضعیف طور

۶H.kamowitz
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توپولوژی برای F صورت این در باشد. E باناخ فضای از محدب مجموعه زیر Έی F کنیم فرض .٣۶.١.١ لم

به ضعیف طور به {xn} دنباله اگر درنتیجه باشد. بسته ͳمعمول توپولوژی برای اگر تنها و اگر است بسته ضعیف

همΎراست. x به قوی طور به که دارد وجود xnها محدب ترکیبات از دنباله Έی آنگاه باشد، همΎرا x

.[۶] به شود مراجعه اثبات.

نگاشت x ∈ E هر برای باشد. مضاعف دوگان E∗∗ و باناخ فضای Έی E کنیم فرض .٣٧.١.١ تعریف

ضابطه با را φx : E∗ −→ R

φx(f) =< x, f > ∀f ∈ E∗

هستند، پیوسته (φx)x∈E نگاشتهای تمام خانواده آن در که را E∗ روی توپولوژی کوچترین . م�ͳکنیم تعریف

م�ͳشود. داده نشان ( w∗ (یا σ(E∗, E) نماد با و م�ͳنامند ضعیفستاره توپولوژی

ستاره ضعیف توپولوژی برای {fn} دنباله همΎرایی باشد، E∗ در دنباله�ای {fn}اگر .٣٨.١.١ قرارداد

م�ͳدهیم. نشان fn
w∗
−→ f نماد با را f به σ(E∗, E)

: آنگاه ∗Eباشد، در دنباله�ای {fn} و نرم�دار فضای Έی E کنیم فرض .٣٩.١.١ گزاره

x ∈ E هر برای اگر تنها و اگر σ(E∗, E) برای fn
w∗
−→ f آ)

< x, fn >−→< x, f > .

∥fn∥ آنگاه σ(E∗, E∗∗) برای fn
w−→ f اگر و σ(E∗, E∗∗)برای fn

w−→ f آنگاه fn −→ f اگر ب)

.∥f∥ ≤ lim inf ∥fn∥و کراندار

.< x, fn >−→< x, f > آنگاه xn −→ xو fn
w∗
−→ f اگر پ)

.[٢۵] به شود مراجعه اثبات.

.

است موجود f ∈ F ∗ آنگاه . Ē ̸= F که باشد باناخ فضای زیر Έی E ⊂ F کنیم فرض .۴٠.١.١ لم

.< x, f >= ٠ باشیم داشته x ∈ E هر برای بطوریه

است.[٢۵] (ͳهندس (شل باناخ هان قضیه از نتیجه Έی بالا لم
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F به E از پوشا و پیوسته ͳخط عملΎر T و باناخ فضاهای E,F کنیم فرض باز) (نگاشت .۴١.١.١ قضیه

ثابت دیΎر عبارت به م�ͳباشد. F در باز مجموعه Έی T، تحت E در باز مجموعه هر تصویر اینصورت در باشد.

: بطوریه است موجود C > ٠

T (BE(٠,١)) ⊃ BF (٠, C)

.[٢۵] به شود مراجعه اثبات.

م�ͳباشد. پیوسته T−١ آنگاه باشد دوسویی و پیوسته ͳخط T اگر که گرفت نتیجه م�ͳتوان بالا قضیه از

نمودار که باشد F به E از ͳخط عملΎر T و باناخ فضاهای E,F کنیم فرض بسته) (نمودار .۴٢.١.١ قضیه

است. پیوسته Tصورت این در باشد. بسته E × F در G(T ) = {(e, f) ∈ E × F : T (e) = f} ͳیعن T

.[٢۵] به شود مراجعه اثبات.

مجموعه ͳیعنE∗ واحد گوی آنگاه باشد باناخ یΈفضای E اگر ٧ (ͳباناخ-آلااقلو-بورباک) قضیه۴٣.١.١.

است. فشرده σ(E∗, E) ستاره ضعیف توپولوژی برای BE∗ = {f ∈ E∗ : ∥f∥ ≤ ١}

.[٢۵] به شود مراجعه اثبات.

ι(BE) آنگاه متعارف، تداخل ι : E −→ E∗∗ و باشد باناخ فضای Έی E اگر (گلدشتاین٨) .۴۴.١.١ لم

باشد، باناخ فضای Έی E اگر دیΎر ͳعبارت به است. چΎال σ(E∗∗, E∗) ستاره ضعیف توپولوژی با BE∗∗ در

که ͳبقسم دارد وجود (xα) ⊆ E تور ϕ ∈ E∗∗ هر برای

∀α : ∥xα∥ ≤ ∥ϕ∥ , ι(xα)
w∗
−→ ϕ σ(E∗∗, E∗)

.[٢۵] به شود مراجعه اثبات.

تانسوری ضرب ٢.١

م�ͳپردازیم. برداری فضاهای تانسوری ضرب ͳمعرف به بخش دراین

٧Banach-Alaoglu-Bourbaki
٨Goldstaine
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τ : E×F −→ T و برداری فضای Έی T اگر باشند. برداری فضای دو F,E کنیم فرض تعریف١.٢.١.

G برداری فضای هر برای هرگاه م�ͳشود، نامیده F و Eتانسوری ضرب را (T , τ) زوج باشد. ͳخط دو ͳنگاشت

به باشد داشته وجود ψ : T −→ G مانند یتا ͳخط نگاشت φ : E × F −→ G مانند ͳدوخط نگاشت هر و

باشد: جابجایی زیر نمودار که ͳقسم

E × F

φ
##GG

GG
GG

GG
G

τ // T
ψ

��
G

.φ = ψ ◦ τ باشیم داشته ͳیعن

داریم: را زیر تعریف همچنین م�ͳکنیم. استفاده E ⊗ F نماد از T برای

e⊗ f := τ(e, f) ∀ e ∈ E , f ∈ F

نگاشت تعریف به توجه با صورت این در باشند، برداری فضاهای تانسوری ضرب دو (T́ , τ́) و (T , τ) اگر

وجود θ́ : T́ −→ T یتای نگاشت همچنین τ́ = θ ◦ τ بطوریه دارد وجود θ : T −→ T́ یتای ͳخط

.τ = θ́ ◦ τ́ که دارد

م�ͳشود: جابجایی زیر دیاگرام بالا روابط به توجه با

E × F

τ
##GG

GG
GG

GG
G

τ // T
θ́◦θ

��
T

داریم را زیر دیاگرام همچنین

E × F

τ
##GG

GG
GG

GG
G

τ // T
iT

��
T

داد نشان م�ͳتوان مشابه صورت به θ́ ◦ θ = iT داریم تانسوری ضرب تعریف در مذکور یتایی به باتوجه پس

یریختند. برداری فضا�های عنوان به T́ و T و م�ͳباشد برداری فضاهای ͳرختی Έی θ لذا θ ◦ θ́ = iT́ که

فضاهای ͳریختی حد در وجود صورت در (T , τ) ͳیعن F و E برداری فضاهای تانسوری ضرب .٢.٢.١ نتیجه

یتاست. برداری
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دارد. Eوجود ⊗F ͳیعن آنها تانسوری ضرب آنگاه باشند، برداری فضا�های E,F اگر (وجود) .٣.٢.١ قضیه

م�ͳباشند. C به E × F از که باشد ͳمتناه محمل با نگاشت�های تمام برداری فضای T̃ کنیم فرض اثبات.

ͳیعن باشد، (e, f) درنقطه�ی نقطه�ای ͳالΎچ نگاشت δe,f ، (e, f) ∈ E × F هر برای کنیم فرض همچنین

δe,f (x, y) =

{
١ (x, y) = (e, f)اگر
٠ (x, y) ̸= (e, f)اگر

ͳخط دو ͳنگاشت τ̃ که است ͳبدیه م�ͳگیریم. نظر در را (e, f) −→ δe,f که τ̃ : E × F −→ T̃ نگاشت

نم�ͳباشد.

م�ͳگیریم: نظر در هستند، زیر فرم به که عناصری تمام توسط شده تولید فضای زیر را T̃٠ حا

λδe,f + µδg,f − δλe+µg,f , λδe,f + µδe,h − δe,λf+µh

.τ := π ◦ τ̃ ، باشد قسمت خارج نگاشت π : T̃ −→ T اگر و T := T̃
T̃٠

م�ͳدهیم قرار اکنون

چون است، T به E × F از ͳدوخط نگاشت Έی τ ، T̃٠ تعریف به توجه با

τ(λe+ µg, f) = π ◦ τ̃(λe+ µg, f)

= π(δλe+µg,f )

= δλe+µg,f + T̃٠

= λδe,f + µδg,f + T̃٠

= λπ(δe,f ) + µπ(δg,f )

= λπ ◦ τ̃(e, f) + µπ ◦ τ̃(g, f)

= λτ(e, f) + µτ(g, f)

م�ͳباشد. F و E تانسوری ضرب ،(T , τ) زوج که م�ͳکنیم ادعا حال

باشد. ͳخط دو نگاشت Έی ν : E × F −→ G و دیΎر برداری فضای G کنیم فرض آن اثبات برای

که م�ͳکنیم تعریف چنان را φ : T −→ Gنگاشت

φ(δe,f ) = ν(e, f) e, f ∈ F

م�ͳباشد، نقطه�ای چΎال�ͳهای از ͳخط ترکیبات صورت به T̃ عضو هر اینکه به توجه با ν = φ◦ τ̃ که است ͳبدیه

م�ͳشود. تعیین ͳویژگ این بوسیله یتا طور به φ

١۴



م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را ψ : T −→ G نگاشت حال

ψ(x+ T̃٠) := φ(x) ∀x ∈ T

م�ͳشود. داده نشان ͳراحت به ψ ͳخوشتعریف است، صفر T̃٠ عناصر از Έی هر روی و ،ͳخطφ اینکه به توجه با

ͳازطرف

ψ ◦ τ(e, f) = ψ ◦ π ◦ τ̃(e, f)

= ψ ◦ π(δe,f )

= ψ(δe,f + T̃٠)

= φ(δe,f )

= ν(e, f)

.ν = ψ ◦ τ نتیجه در

ν = θ ◦ τ تساوی در که باشد، دیΎری ͳخط نگاشت θ : T −→ G م�ͳکنیم فرض ψ یتایی دادن نشان برای

داریم (e, f) ∈ E × F هر برای م�ͳکند. صدق

ν(e, f) = θ ◦ τ(e, f)

= θ ◦ π ◦ τ̃(e, f)

= θ ◦ π(δe,f )

= θ(δe,f + T̃٠)

.ν(e, f) = φ(δe,f ) که دیدم بالا در ͳطرف از

.θ = ψ که م�ͳگیریم نتیجه بود یتا ͳویژگ این با φ چون و م�ͳباشد φ با ψ رابطه همان φ با θ رابطه بنابراین

نم�ͳباشد. ͳخط فضای Έی هستند، e⊗ f شل به که E ⊗ F از عناصری تمام مجموعه : تذکر

م�ͳسازد. روشن E ⊗ F اعضای از Έی هر مورد در را ما تصور زیر قضیه

که ei ∈ E, fi ∈ F mو ∈ N آنگاه ، u ∈ (E ⊗F ) و باشند برداری فضای دو F,E هرگاه .۴.٢.١ قضیه

بطوریه دارند وجود i = ١,٢, · · · ,m

u =
m∑
i=١

ei ⊗ fi.
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