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  ST�� ��=0 U� )�� /��
� C+�D� #	� 	�  �B12
0 #�+@:   �	
1� �	 ���L�1�	 �1  '�1� #�1,Q  �
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����� � ���	
��  

������ ��	
�� ��������� ��	
�� �� ��	�  ������
�� )������ �	� ( �� ���� �!�" ������ ��� #!�� �" $% ���&� 

���� �'
(" ������. �	�*����� ���� !��1 ��	+ ��" ,���-���� ��	
�� ��./0 ���   $�1�! �1�� 2	+� �3��� ��  �1"

�" ������ ����4� .#4� ��" ��	�4 0�5	567 8��	����	+ � �� 9�:�� 2	+� 4 ;��� ��./��* .�
<	"=�  0�5	567

�>	�! =�� �� �� $�<���	+ �� �> ��" ���? ����@ ������ � 4�   �1>>� �1� A�1��� �� ���>  �� .  #!�� B1@ ��1�   �1"

 A���� C� � �	D
� E��:�)F
���'� A���� (��� �
("�4 .F&�3��� =��7    �1 �	D
� $��1� ��	@ ���	�67 ,��57 #4�

 #!�� $�! ,��57 ��" 3��� �G��H7��� 3��I
�� BJ� 4 �� �	��7 �� $% KL* �
(" #!�� A���G �1�� ��./ .

 ,��57�M6� ���" 2	�N7 �" �G��H7 �	D
� #!�� � ��� ���� !�	� . A�� ��1992 ��2 �	D
� �� !� A���� C� ) A����

��
���'�( " #!�� =	�Q7 �����   �1�� 3��1� 3��I
�� �M6� =	�4� 4 =	�4� 2	�N7 �".   �1" �1:	
�    �&R�17 K1"�+ KL1*

���S���" TQ" U��R4 ����57 �N� V	  ��� �*���.  A�� ��1994 $���3 3���   �1	D
� ���&" 4 �Y�* $��! 2	�N7

�G��� �� ��� 3��� .��	+��./ 4� �" ������ ��	
�� ��* �� F	(57 TQ" :�� �L�����7  ��Y �"��* ����6� 2	+�  4

 �" �'���" �Y�* $��! �5"�N� #4��� ����6� ����57 ��Y��* . A�� ��1995  �1*4 !�R��4  $��1�   4 �>	��1@ �1 

 0��\� �� ��]�"3������.  A�� ��2006 ���5 3��"�� �5	567 #4��  ��	+ �1�� ��	
�� ��" ��./-�0  ��1�   �1`���

���� 3�� .����+� =������7 ab�" 0 A�� �
<	"��	+ � �* ��� ������ ��./.   A�1� ��2004 ���% 1� �174��@ 4 �6 

 �� #4� A���� c�L�� ���/ ����� �G��� ��4  A�� ��2007 B������ �	/ 4 B����-G 7   ���1� ��  A�1� #�1@- 

 a6" �����" ��<
������� . A�� ��2009 �� BL�� 4 C�f8  A�� ��#�@-  ��" ��<
��%�G �1>�  �1�	+   �1����� ��.1/

��&><	@ 3������ .���? !� ��R �� ��� =�� h�Y =�� ��L
"� �	i���4 ��4��" � "�
(�  ��R4 $����@ #�@ E�� 4�

���� :��	+ 4� �� ���i� #�@ ����./7 ������ � j�� �	\#�@ 4 ���./ 4� k5G �� 3l�4 � ��	+��./ � 

7 �i�� ������j�� �	\����./. �� ���� =	>m3���@ �"�� �" ����7  n	i�7 �� #��G �" �H6>� ;��+4 4 ��!�" ���4

�>� . �&�%�`oR 2	+� ,��57 #4�9  =	" =
G�/ ���+ �� �
(" 9�G ����57 K? �� $��� ��	@ ��" ��$���  4 �>	��1@ � 

�� =	�p7 �� ��]�"�>�� 3��I
�� 3������ .$��!% =���� $�<� ��b � #4� �� �> �   �1(��5� �� �`oR 2	+� ,��57

#4� �'�� �" ���R !� � $��� =	�Q7 4 c�L�� ���/ ��>	��@���� �7�" ������ ��
���'� A���� �  .  

                                                           
1
 Monte Calrlo  

2 Levy 
3 Curran 
4 Rogers&Shi 
5 Lord 
6 Albercher&Predota 
7 Flamouris&Giamouridis 
8 Xu&Zheng 
9 PEA 
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#4� ���4�6� �`oR 2	+� ,��57 �>	&" �	D
� �" �7�	? ��Y �" �� ��� =�� #!�� ,��57 !� �� ���� �
(" 9�G 4 

��	+ K?��./ ������ � ��I>� �� ��:������ �'
(" ��* . �/� A�q� ��" �(	� =L�� ��� 0�	��b ��" #4� =��

��	+��./ ������ � ��I>�A�� !� ���" �$���� � ��>� A���� �� ��S�� ��.@ =���"�>" V	  K� ��  K1? !� 9��1�-

 � K'* �
("  #4��`oR 2	+� ,��57 �*�" �
*�� ���b ��"��� �� ����� ��R4 .  

 A�� ��1994 ��@4��1  $�<� ���� A�� V	  ����<
� $���� �"�.@�G��H7 � ��� �1���7  1"�    $�1��� A�1� �1�  ��.1@

��S��� ��	+ �		D7 $4�"������ ��	
�� ��./ �R ���@4�� "� ��* �R.  ��5	5? �� A�� ��1986 / $4� �/�2  A���7

 �� A���7 A�� �� 4 n���� $4�" A�� n<� �� n���� ��� �"�\ 4 ���;�!�7 ���
("�4 �  �G !� �� � % � �>�

�� �
�����7>�G �" �%$���� �>��* 2"�N� n���� ��S�� ��.@��.   

 =�� ��$���@���� ��	+ ���� ��-���� ��	
�� ��./0 ��� #�@ A�� ��" ���@4��- $���� ��<
�� a6" ��S�� ��.@

��	>�F .��i�#�@ A�� KL<� T �� �3��� =��7- $���� ��<
��     #�1@ A�1� �1" �1�" �1>m ��S�� ��.@-  ��1<
�� 

$������� ��" �� �G��H7 ��.@ . �� BJ������� �`oR ����'
�� K	(���I�� ��	+ ��" 4�<	@  �1	
�� ��.1/� 

���������  Y�* �	�� �� �"�� �9����$���� ;"�7 �� ���.@ �" ���&� �� 4 ��S��  ��1" ����:� k(" #4� $��" ���

$���� ;"�7 ,��57��.@ �� �:	
� ��F��	/ ]40.[    

 =�� $���@���� �*-7 �� �&R ���	@ $�	� �	�� 0�	S��� ���� 4 � ��!�" ������ !� 2��Y  �1G���  �
G�1<	@ =��17 4 

=���=��7 A���  ��	+��./ t��4� ��	
�� ������ ���*�" .A�� ��"-  o��*)1973( �" �1*  u4�1�� =��17  A�1� 

��	+��./ t��4� ��	
�� ������ ��� .=�� A�� �>
�� �" ���M� $��� 9��b ���� 4 �� 3������"�7�	S�G  ��� �� 

�� � ��!�" ��	(" v�o" 4 3�	w	@ $��7�� !� x��@���/ ���. �� �
��� �m�  ���o�$���� �7 A���   �1S���  �1" 

�	�+�4�  �� ��!�" � �>�%�G ���R �>
�� �" � �>�%�G u4��� 4  �
��>1*  3�1* �1�   �1G���  3�1* �1��.  =1�� 

� �>�%�G �� 4� 3�� �3��b � �>�%�G #�@- ��<
�� 4 � �>�%�G #�@ y6� 4  �1��M� c����"  $��1���G  9�1�b 

���� KL* �>
G�/.   

=�� $���@ K��* ����5 ��� KHG .�� �G��� �� 9!] �S��� F	 �I� 4 0�	�� 4 n����7 A4� KHG ��F	>� . 94� KHG ��

�� �G��H7 K	(���I�� 0]���� �G��� �"F�!���@ . ���@ ������ A�� 4 #�@ �" �G��H7 K	(���I�� 0]���� 9�� KHG ��

��� F	 ��� �G��� �� .������ 9��&m KHG ��    �1�	+ ��1" 4�1<	@ �`oR ����'
�� K	(���I��    �1��� ��1	
�� ��.1/

�� �G��� �� ���@4��F	>� .$���� ,��57 K��* F:>@ KHG k(" #4� !� 3��I
�� �" ������ ��� #!�� 4 ��S�� ��.@

��" � ��� ����:�. 

                                                           
1 Dupire 
2 Gyongy 
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1-1  �����  

���� ����� ����� ��
�
�   	���!	� �"	� � !	
# $�%��!�� &� '�()*  	���!	�  &+	��,� �  �-	�(,��   �,�   &,.

�(/
� !�  	���%�� 0&1(/� ��	*2 !� &3
�! 	� 0�4	+� �	�2 � -	�(5� �� 6�7 ���3� � 8+���	3� �	
4	+� �"	� �- �9�: 

��� ;��(�� 0�4	+� �	�2 � -	�(5� <��. 8+� $	+	�&�	# ��>� <�� �- <?@ ���� ��2 	���%�� � <A	�   	,3��+! 

B!�  ��� &C"	D�  ��� 	� <9
5 ��E* F���� �	
(A� &� 0&��	C� ��� 8+� �- ��G3� 8
9�H+�	C�0    
�	,�� � �	,
��

��� ���C�  ��� B!� �4	+� � �"	�  	�<9
5&��	C� �	
(A�  ��E*  $	��# 6+�1� � �+	���� �I�  &,� �C4��  �+E�

��� �- 	� 2J9@ �� 0-�� 
���A $	
� ��3+�-��  ��2+�.  

  

1-2  �	���� �	��  

 J@��� !� KL� 8+� 6"	D�]11[ 0]13[ 0]27[ 0]29 [ �]33 [J9@<�� ���  ��2.  

1-2-1  ���� :   	T� �+&� 0�	9(U�� <�� �I��� �+	��3#	�Ω, ℱ, ℙ� $2 �- &� 0Ω  &,:�9V� �+  � ���,L"-  

� �-�� �?� �
W ℱ  �+σ- &:�9V��+! !� �I@  	�Ω <�� .J�	� ℙ: ℱ → [0,1]<�� �+! Y��A  ���- 0:  

H"�(  ℙ�∅� = 00  

\( 0ℙ�Ω� = 1	  

] (  ��  ���&"	I#-  {��}���� �-ℱ�- $2  	T:� &� 0 ��@ � !� �- &� �3()�:  

ℙ�� ��� = � ℙ����
�

���

�

���
 

8+� �- ���^&:�9V�  Ω  �T: �� 0&#�9#  	T� ��ℱ  �T: �� 0��	/
� ��Ω  � ��	��1� ��	/
� �+ ��ℙ �!��#� ��-

  �� �	9(U�  ℱ ���3�	#.  



 ��� ���                                                                                                        �	
�� � 
�	�� 
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1-2-2  ����  :  	T�  �� 0��-	�� �
_(� �+�Ω, ℱ, ℙ��3#	� <�� �C�	� 0 �: Ω → ℝ     &,� <
,^	A 8+� 	�

&:�9V� �+! ��  �������  1 ℬ�ℝ� �`��0 +��-:  

������ = {� ∈ Ω ∶ ���� ∈ �} ∈ ℱ. 
 ��-	�� �
_(� ��  ���� ���3#	� �C�	� $��� "#: ℝ → [0,1] &����^  

"#�X� = ℙ�X ≤ x� = ℙ{ω ∈ Ω|X�ω� ≤ x} 

-�� H+�C� . J+!�� J�	� �� J�	� 8+�� ���3�	# . J+!�� J�	�  ���"# <�� ���5�� �+! Y��A:  

�"�(  ��  ��� ), * ∈ ℝ  0) < *  0",�*� − ",�)� = ℙ�) < � ≤ *� 

$(   J�	�",  <��� <9� !� &D1# �� �- � <�� �"�%# �
W<�� &(��
�.  

%(  lim1→�� ",�2� = 0   �lim1→� ",�2� = 1 .  

1-2-3  ���� :  �� a�� 
3��Ω, ℱ, ℙ�   �	,9(U�  	,T� �+ �ℱ   �,+σ-    �� �,I@Ω  $2 0�,�	�   J�	,� �	,*

3: Ω → ℝ   J�	� �+ ��ℱ- �!��#��+E�2 
+�*0 &:�9V� ��  ��� �	*������  � ∈ ℬ�ℝ� 
�	� &(��-:  

43 ∈ �5 ∈ ℱ 

1-2-4  ���� :  �� a��
3� �Ω, ℱ, ℙ� �	9(U�  	T� �+ 06 ∈ ℕ  �	ℬ��+ σ- &:�9V� �I@   ���,�  	,�

 �-ℝ�  8+� �- 0��	� �!��#� J�	� �� ���^ �+E��: �Ω, ℱ� → �ℝ�, 	ℬ��  �� ��
�	# ��-	�� ��-�� �+-��.  

1-2-5  ���� :   a����
3� �: �Ω, ℱ� <�� ��-	�� ��-�� �+ . �-8+�  J�	� ���^"#: ℝ8 → [0,1]  	,� 

H+�C� 

"#�x�, x9, … , x�� = ℙ�X� ≤ x�, X9 ≤ x9, … , X� ≤ x�� 

 J�	� ���� ��-	�� ��-�� Bb�� J+!���3�	#.  

                                                           
1
 Borel  

2
 Measurable  
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1-2-6  ���� : �� a��
3� �Ω, ℱ, ℙ�  0�	9(U�  	T� �+� � ��-	�� �
_(� �+  ;: ℝ → ℝ    ���,� �,+

�!��#��+E� $2 0��	��
�� �	* J�	� ;��� ∈ <��Ω, ℱ, ℙ� 0 -	9# 	� &�=[;���] �� �-�- K+	9#&� 0-�� ���^  

=[;���] = > ;������
?

@ℙ��� 

�� H+�C�-�� . �*�� ∈ <��Ω, ℱ, ℙ� 8+� �- 0  ���^A, = =[�]  H+�C� 	�  

A, = =[�] = > ����
?

@ℙ���		 

 �4	+� �
�� ��� ���3�	# .�*� �	U � ∈ <9�Ω, ℱ, ℙ� 8+� �- ���^B)C[�] H+�C� 	� ��  

σ,9 = B)C[�] = =[�� − =[�]�9] 
 c#	+����  �E, = FB)C��� �	
C� d���#� ��	� ���3�	#.  

1-2-7  ���� :   	���-��  ���  ��-	��� �
�� 0	�� &� 0 	A, �� �-�- K+	9#&� 0-�� ���^  

A, = =��� = �=[��], =[�9], … , =[��]� 

�� H+�C�-�� .��-�� -��� �-&� ��-	��  	�      �,� H,+�C� c#	,+���� c+��	,� B�,?�� c#	,+���  	@ -�,� .  c+��	,�

��-	�� ��-�� �+ c#	+���� � 	� &�∑	 �� �-�- K+	9# c+��	� �+ 0-��6 × 6 &+��- �� $2 �- &� 0<��  EI,J  &�

���^  

EI,J = KLMN�I, �JO = =PN�I − A,QON�J − A,QOR 
�� H+�C�-�� . &� �
3� &@��KLM��I, �I� = E,Q

9. 

1-2-8  ���� :  ��-	�� �
_(� �-�  �S  �	9(U�  	T�  ���Ω, ℱ, ℙ�  �e+�f+ !� �1()� ��)�1()� (��
+�* 0

&:�9V� �+! �- ��  ��� �	*�� ����  �	  �� !�	ℬ�ℝ� 
�	� &(��-:  

ℙ�� ∈ �, S ∈ �� = ℙ�� ∈ ��ℙ�S ∈ ��. 
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1-2-9  ���� :  ��-	��  	��
_(� �� � �9� ... ���  �	9(U�  	T�  ���Ω, ℱ, ℙ� �1()� �3()�     ��,� �,*�

&"	I#-&:�9V� !�  �   ����{ℬI}I��� 
�	� &(��-:  

ℙ��� ∈ ℬ�, … , �� ∈ ℬ�� = ℙN�� ∈ ℬ�� … ℙ��� ∈ ℬ�O 

 �e+�f+ !� �1()� ��-	��  	��
_(� -��� �-���%*�3()� ���5�� ����9� �+!  	�:  

�"�(   �*� ��-	��  	��
_(�	�� � �9� ... ��� $2 0�3�	� �e+�f+ !� �1()���  ��� �	*6      �,1
1U �+-	,1� 	,� J�	,�

;�� … �	;9�	;� +��- 

=[;�����;9��9� … ;�����] = =[;�����]=[;9��9�] … =[;�����] 
$(   ��-	��  	��
_(� �*�	�� � �9   0�3,�	� �e+�,f+ !� �1()�. KLM���, �9� = 0      <,��- ���%,* 8,+� c,f:

<)
#.  

-(  �*�	KLM���, �9� = 0$2 0 ��-	��  	��
_(� �	*	�� � �9�
W ��&()I9� )&()I9�	# (���3�	#.  

1-2-10  ���� :  �� a��
3� �Ω, ℱ, ℙ� ��	� �	9(U�  	T� �+ .2�� �+�-��#	A 0	T� 8+�  �� ��-	�� �3+-

 $�. <��  �� = {�T}T∈U ��  �!� &� $2 �- &�V ∈ W  0�T  �� ��-	�� �
_(� �+�Ω, ℱ, ℙ� ��	� .2�� �� �3+

 ��-	���  �
_(� �- !� <�� �C�	�	��	V &�&#�*&�  �  

  ���&G�" <�	h  V  0�T = {�T���, � ∈ Ω}  <�� ��-	�� �
_(���T�. �: Ω → ℝ� �     � �-	,� ��	,/
�  ��,�

 <�	h� ∈ Ω 0 � $	�! �
_(� !� <�� �C�	���: W → ℝ� :   

�T = �T���, V ∈ W. 

 &� �("	U �-� ∈ Ω   &(��* �G# �- <�	h J�	� 0-���T��� &#�9# �
)� ��2��  ���  � ��-	�� �3+� ���3�	#.  
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1-3  /0�1 �
��  

 J@��� !� KL� 8+� 6"	D�]14 [ �]27 [J9@<�� ���  ��2.  

?� !� �f+ �7�� �
�� B�?�� �,e3
��	� $�. ��	:�4�� ;�- �- &� <�� �9
�	�� 8+��  ���,e(#� � 	,�   ��-	,��  	,�

-��- ��	�� �/1# .�� a�� 
3��Ω, ℱ, ℙ� ��	� �	9(U�  	T� �+ .&j��� !� �I5 0�7�� �
�� H+�C�     H,+�C� &,�

�
3� &@�� �+!:  

1-3-1  ���� :  �� a�� 
3�S  �S�  �S9  �
_(�2���3+ 2�� 	+ 0��-	��  	���-�� 0��-	��  �� ��-	��  	��3+

Ω � �3()�ℱ  �+E- �I@   ��Ω <�� .8+� �- ���^  

1( �*�E�S� ⊂ ℱ $2 0�� �	*<�* $���  &� k���� �	:>7� &�S  $��- �-ℱ  &� 8+� 	+ -��- ���5S  &�#2 !� K
�

 $��- �- &�ℱ <)
# �	:>7�  ���- -��- -�@�. 

2(  �*�	E�S�� ⊂ E�S9� 0$2�� &(�* �	* &� -��S�  !� K
�S9 <)
# �	:>7�  ���-. 

1-3-2  ���� :   �`� ��-	�� �
_(� �+Y  �
�� �� � $-�� B��C� k�� &�E-  �I@ℱ ��  0�	,*�� �3�	#Y   !� K
,�

 $��- �- &� &�#2ℱ  �3C+ 0��	I# �	:>7�  ���- -��- -�@�E�Y� ⊂ ℱ � 0	Y  k�� �-  

=[�1Z] = =[Y1Z]													∀	� ∈ ℱ 

�3� F�^.  

&
T5�� $	/# �+!  <�� -�� &� ���3� � -��- -�@� ����9� �7�� �
�� 8+� &� ��-.  

1-3-3  �
�2 )�456
7 8�4�93:(  �� a�� 
3��Ω, ℱ, ℙ�    0�	,9(U�  	,T� �+ℱ\   �,+E-   !� �,e+- �,I@

&:�9V��+!  	�Ω  0ℱ\ ⊂ ℱ  � 0�   �� ��-	�� �
_(� �+Ω ��	� . �*�=|�| < ∞   �,
_(� �+ ���^ 8+� �- 0

 ��-	��Y    ��Ω &� -��- -�@�&�  ��7  

�"�( E�Y� ⊂ ℱ\  

                                                           
3 Radon Nikodym 
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$(  ^ Y���@_\��� = ^ ����@_���					0								∀	� ∈ ℱ\
ZZ 

 $2 �- &�ℙ\ = ℙℱ`  . �*�Y\ �e+- �
_(� F�^ \� H"� l+��� �- &� ��	�  $2 0�3� �	*  

ℙ\�Y ≠ Y\� = 0 

 ��-	�� �
_(� �3C+Y -�� &� ���3� <�� . ��-	�� �
_(�Y  �
�� ���   k�,� &�ℱ\  �,�   	,� �� $2 � �,3�	#=[�|ℱ\ b] 

�� K+	9#�3�-.  

1-3-4  ����  )��:;� <=	 :(   
3� a��� = {�T}Tcd 2�� �+ �3+$2 0��	� ��-	��  &,�L/� J�	,� �	*  

� &��� H+�C� �+! ���^-��: 

ΦT�f� ≡ Φ,h ≡ =PiIj.,hR	, f ∈ ℝk		 
 $2�- &�= -	9# <�� �4	+� �
��.  

  

1-4  ��>�?��	� /�4	�   

J@��� !� KL� 8+� 6"	D� ]1[0 ]6 [ �]27 [J9@<�� ���  ��2.  

��2�3+ ��-	�� 0�-��#	A  {�T}T∈[d,U] !�  	��
_(� ��-	�� <�� &� l��� �(���	� $	�! nL/� �� -�,� . �(���	,� 

$	�! V ���#��� &())* � 	+ &(��
� ��	� &� �- 8+� $	+	�&�	# 	� 2�� 	��3+ ��-	�� $	�!-  &(,��
�   
���,A �	���,� 

<��-.  ��� �� ��	/
� � ∈ Ω�
)� 0  ����: V ⟶ �T���  �C�	� !� $	�! �� H+�C� ���3� &�  &,#�9# �
)� � 

2���3+ ��
�	# ��-��.  

�� ���C� �� ��-	�� �3+2�� �3. <9)5 8+� �-&+�G# �- &� 
3� 0�,+%
� 0��-	��  	��3+2��       0��,
W � �"	,� B�,�:

�#��- ��	�� K1#.  
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1-4-1  ����  )/7���= @���(:  �� a�� 
3��Ω, ℱ, ℙ�    � <,�� �	,9(U�  	,T� �+W = [0, +∞�  .

 ��-	��  	��3+2��n = {nT}T∈U -���#	(�� �#���� <��U �� )�3+� �3+2��( 
+�*0    $2 -��,� �- �,+! l+��� �	*��

��	� ���5��:  

1( �� o��� ��^ !� <��U 8+� �3C+ 0-��nd = 0 

2(     �,,�  ��,,� �,,3C+ 0�3,,�	� �e+�,,f+ !� �1(,,)� � 	,,#	� $2  	,,��9#V, o ∈ W  �,,� �ℎ ∈ ℝ &,,� &,,�  ��,,7

V + ℎ, o + ℎ ∈ W 
�	� &(��-: 

nT − nq nTrs − nqrs�k  

3+� � \	L(#� ��  ��� &f{VI}I���  !�	W  	�6 ≥ 1	, V� < V9 < ⋯ < V� ��-	��  	��
_(� 0  

�Tv − �Tw , �Tx − �Tv , … , �Ty − �Tyzw  

�3�	� �e+�f+ !� �1()�.  

3(  ��  ���0	V > 0 nT  c#	+��� � ��^ 8
e#	
� 	� �	��# J+!��  ���-V ��	� �3C+ 0nT ∼ }�0, V� . 

4( nT���   ��	��� �-W &9� 	I+�1���	� &(��
� 	@) .� �	9(U� 	1 ��	� &(��
� $2 �
)� ��.( 

  

1-4-2   ���� ) 	= AB5  /7���= @���C7�9:(  �� a�� 
3�� = {�T}T∈U   �� <,��U �+   �-	,� �,#��

0��	� 8+� �- �3+2�� ���^�T H+�C� 	�  

�T = AV + E�T        ,       V ≥ 0 

 $2 �- &�A ∈ ℝ  �E ∈ ℝr  )� <�	h 	� Bb�� �#���� <��U �� 0�3(K#�� ���3�	#.  

1-4-3   ���� )�D	E�4 :( �� a�� 
3��Ω, ℱ, ℙ�     � <,�� �	,9(U�  	T� �+{ℱT}Tcd  �-��#	,A !�  �E- 

��	� �+	��I@ �- �e9� &�ℱ �#��- ���5 . ���^ 8+� �-{ℱT}Tcd &+�	� �+ ��   ���ℱ      �,�  �!� &,� �	,*�� �,3+�*

ℱq ⊂ ℱT	, 0 ≤ o ≤ V . &+�	� �� <1
1U �- ��
V#!  <,�� �	,:>7� !� �"�%# �
W  � .  �	,*��{ℱ�}�∈{d,�,9,… } 

&"	I#- !�  -�C^  �E-  	��I@   ��Ω $2 0��	��	* &+�	� �+ %
# �� &"	I#- 8+� ���3�	#.  

                                                           
4 Filtration  
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1-4-4   ���� )9	FG	H �?�>��5:( �� a�� 
3��Ω, ℱ, ℙ�  �	9(U�  	T� �+0 {ℱT}Tcd  &,+�	� �+    ��,�

 � 0	T� 8+�S = {ST}Tcd �� �3+2�� �+0��	� 	T� 8+�  �� ��-	    �,3+2�� ���,^ 8+� �-S    &,+�	� &,� <I,)# ��  

{ℱT}Tcd �	*�� 0�3+�* �	*!	�  

E�ST� ⊂ ℱT						,										∀	V ≥ 0		 
�3#	� ��-	�� �3+2�� �� S = {ST}Tcd &+�	� &� <I)# ����9�   l��� ��� �
"�� �C
I7S �3C+  

ℱT = E�Sq	, o ≤ V�, 
<�� �	*!	� .U �-&+�	� 	�  �	*!	�  	3C� <1
1  {ℱT}Tcd  &� <�� 8+�ST    �- &,� &,�#2 !� K
,� 	� {ℱT}   <,��

�3()
# �	:>7�  �	U.  

1-4-5   ���� )�25  8	�G6:( �� a�� 
3��Ω, ℱ, ℙ�  0�	9(U�  	T� �+{ℱT}Tcd &+�	� �+  �,�  8,+�  �

�,,�	� 	,,T� . J�	,,�~: Ω → [0, +∞� �� &,,+�	� &,,� <I,,)# H,,5�� $	,,�! �,,+  {ℱT}Tcd  �,,�  ��,,� �,,*� 0�,,3+�*

V ∈ [0, +∞� 
�	� &(��- 

{� ∈ Ω:	~��� < V} ∈ ℱT 

1-4-6   ���� )�I?
 9	�7:(  �� a�� 
3��Ω, ℱ, ℙ�  0�	9(U�  	T� �+{ℱT}Tcd   &,+�	� �,+    8,+�  ��,�

� 0	T� � = {�T}Tcd  0��	� 	T� 8+�  �� ��-	�� �3+2�� �+  ���^ 8+� �-�     &,+�	� &,� <I,)# ��  {ℱT}Tcd 

�	*�� 0�3+�* �e3
��	� �+  

1(  ��  ���V ≥ 0  0=[|�T|] < ∞ . 

2( � &+�	� &� <I)#  {ℱT}Tcd ��	� �	*!	�. 

3( ��  ��� o, V ∈ ℝ   	�0 ≤ o ≤ V 
�	� &(��- 

=[�T|�q b] = �q		, 
 /?���q	   ��� ���A 8
9L��T  $-�� B��C� k�� &�ℱq ��	�. 

                                                           
5 Adapted process 
6 Stopping time 
7 Martingle  


