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  :قدردانی تشکر و

  

سپاس بی کران پروردگار یکتا را کھ ھستی مان بخشید و بھ طریق علم و دانش رھنمونمان شد و بھ  
  .ھمنشینی رھروان علم ودانش مفتخرمان نمود و خوشھ چینی از علم و معرفت را روزیمان ساخت

و با تشکر از زحمات بی شائبھ جناب آقای دکتر علیرضا امانی کھ من را در این پروژه ھمراھی 
  . کردند
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  :تقدیم بھ

  

  پدر، مادر و ھمسر عزیزم 

اندیشند و عقل و منطق راپیشھ خود نموده و جز رضای الھی و و بھ تمام آزاد مردانی کھ نیک می
  .ھدفی ندارندپیشرفت و سعادت جامعھ، 

کنند و بر آستان گران سنگ انسانیت سر و ھمھ کسانی کھ بعد انسانی و وجدانی خود را فراموش نمی
  .   نھندھایش ارج میآورند و انسان را با ھمھ تفاوتفرو می
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  چکیده

  

- در این رسالھ، بھ بررسی و حل معادلھ شرودینگر با جرم وابستھ بھ مکان برای پتانسیل روزن   
با استفاده از روش فاکتورگیری، ھامیلتونین سیستم را بر حسب حاصلضرب دو . مورس پرداختیم

ورنده معرفی معادلھ دیفرانسیلی مرتبھ اول  نوشتیم، کھ آنھا را بھ عنوان عملگرھای بالا برنده و پایین آ
سپس با مقایسھ معادلھ شرودینگر و معادلھ دیفرانسیلی ژاکوبی وابستھ، تابع موج را بھ  دست . نمودیم
ھمچنین یکی از مھمترین شاخص این رسالھ محاسبھ جرم، بر حسب مکان بوده کھ از مقایسھ . آوردیم

 lو  nبر حسب اعداد کوانتومی  ودر خاتمھ از نتیجھ این مقایسھ مقادیر ویژه انرژی. بھ دست آمده است
  .بھ دست آوردیم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



٢ 
 

  

  

  

  

  فصل اول

  

 معادلھ شرودینگر
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  مقدمھ

فرمول بندی شده است و کاربردھای  ١توسط اروین شرودینگر ١٩٢٦معادلھ شرودینگر در سال   
زیادی در فیزیک دارد، این معادلھ، حالت ھای کوانتومی سیستم ھای فیزیکی را در زمان ھای مختلف 

در بیان کلی، حالت ھای کوانتومی بھ عنوان تابع موج یا بردار حالت نامیده می شود . توصیف می کند
معادلھ . نیم از سیستم ھای فیزیکی داشتھ باشیمکھ این معادلھ کامل ترین توصیفی است کھ می توا

شرودینگر نھ تنھا برای سیستم ھای مولکولی، اتمی و درون اتمی حل پذیر است بلکھ برای سیستم ھای 
  .ماکروسکوپی کل جھان قابل حل است

  عمومی ترین شکل آن معادلھ شرودینگر وابستھ بھ زمان است، کھ سیستم ھایی را توصیف   
بھ عنوان مثال، جایی (برای سیستم در یک حالت ثابت . با گذشت زمان در حال تحول ھستندمی کند کھ 

ً وابستھ بھ زمان نباشد راه حل . معادلھ شرودینگر مستقل از زمان کافی است) کھ ھامیلتونی صراحتا
 ھای تقریبی برای معادلھ شرودینگر مستقل از زمان بھ طور معمول برای محاسبھ بھ سطوح انرژی و

  .خواص اتم ھا و مولکول ھا مورد استفاده قرار می گیرد

                               .    معادلھ شرودینگر وابستھ بھ زمان بھ صورت زیر نوشتھ می شود)  ١- ١(

   






i 

                                    .     معادلھ شرودینگر مستقل از زمان بھ شکل زیر می باشد)   ٢- ١(

  

، و انتگرال مسیر ٢معادلات شرودینگر را می توان بھ وسیلھ مکانیک ماتریسی ورنرھایزنبرگ  
معادلھ شرودینگر در این روش زمان را توصیف می کند کھ . بھ ریاضیات تبدیل کرد ٣ریچارد فایمن

ً در  در تئوری نسبیتی نامناسب است، این مشکل از مکانیک ماتریسی جدا شدنی نیست و کاملا
  . فرمالیسم انتگرال مسیر نیز حذف نمی شود

   

                                                             
١- Erwin Shrödinger 
٢- Werner Heisenberg 
٣- Richard feynman 
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   معادلھ شرودینگر ١-١

معادلھ شرودینگربا توجھ بھ وضعیت فیزیکی اشکال مختلفی دارد، دراین بخش حالت کلی این معادلھ    

             .کنیمرا ارائھ می






i ،  ߰کھ                                                    
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 ،̂ حال . گردندبھ ترتیب تابع موج، عملکرد انرژی، ثابت پلانک و عملگر ھامیلتونی معرفی می
  . کنیمتوجھ خود را بھ مثال زیر جلب می

  ذره منفرد در یک پتانسیل ١- ١- ١ 

معادلھ شرودینگر برای 
یک ذره منفرد با پتانسیل

Vرا بدست می آوریم.  
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  .باشدزیر می صورت
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شودنیزعملگرھامیلتونی برای یک ذره منفرد در یک پتانسیل معرفی می .  

 معادلھ مستقل از زمان یا ساکن ٢-١-١

   .شودبھ شکل زیر نوشتھ می ܸمعادلھ مستقل از زمان برای یک ذره با پتانسیل   
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این معادلھ حل معادلات مستقل از زمان امواج ایستاده را توصیف می کند کھ حالتی با انرژی تعریف 
حالت «این امواج ایستاده در فیزیک ).  بھ جای یک توزیع احتمال از انرژی ھای مختلف(شده دارند 
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و " اوربیتال ھای اتمی"نامیده می شود، و در شیمی بھ آن » ویژه مقادیر انرژی«یا » ھای ثابت
  .می گویند" اوربیتال ھای مولکولی"
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  پیشینھ تاریخی ٢-١

  توجیھ نظری و تجربی برای معادلھ شرودینگر ١-٢-١

از تعادل دینامیکی بین گسیل و جذب در دیواره ھای داخلی جسم سیاه کھ فرض نموده  ٤ماکس پلانک  
  از نوسانگرھای ساده تشکیل شده است نتیجھ وی بھ این نتیجھ رسید کھ تابش 

بھ عنوان ثابت پلانک وارد  ℎگسیل یا جذب گردد، کھ در اینجا اولین بار νℎمی تواند فقط بھ صورت 
  .عرف کوانتوم استفیزیک گردید و این ھم م

بھ تفسیر این موضوع پرداخت کھ نور خود دارای کوانتا است یعنی  ١٩٠٥در سال  ٢آلبرت انیشتین  
از طبیعت کوانتومی نور استفاده کرد تا بتواند خواص عجیب فلزات را توجیھ کند، او پیشنھاد داد کھ 
انرژی فوتو الکترونھا ازچشمھ نور مستقل است ولی بھ طور خطی با فرکانس نور فرودی تغییر می 

از آنجا کھ انرژی و تکانھ در یک مسیر . این یکی از اولین نشانھ ھای دوگانگی موج و ذره بود کند کھ
و فرکانس و عدد موج در نسبیت خاص بھ ھم مربوط ھستند، می توان آن را دنبال کرد کھ تکانھ   

                      .، عدد موج آن استفوتون متناسب با 

  

)٥- ١(  
              




h  

فرضیھ را برای تمام ذرات حتی ذرات  مانند الکترون درست دانست و او در اواسط   ٣لویی دوبروی  
با بکارگیری اصل فرما در اپتیک و اصل کمترین عمل درمکانیک بھ این نتیجھ رسید کھ  ١٩٢٣سال 

طبیعت دو گانھ موج و ذره باید شباھتی در طبیعت دوگانھ ذره ای و موجی ماده داشتھ باشد یعنی ذرات 
د در شرایط خاصی، خاصیت موجی داشتھ باشند مثل آزمایش پراش و تداخل و در مورد ذره ایی بای

  .بودن آزمایشی نظیر اثر فوتوالکتریک وکامپتون کھ این دو مقولھ توسط دوبروی طبقھ بندی شد

در این زمان شرودینگر برای پیداکردن معادلھ موج مناسب برای الکترون ھا تلاش می کرد او با 
با مقایسھ ھامیلتونین بین مکانیک و اپتیک با کد گذاری مشاھدات خود در سیستمی  ٥اری ویلیامھمک

مشابھ مکانیکی در حد طول موج صفر اپتیکی تفسیرکردند کھ پرتو روشنایی بھ شکل باریکھ ای نوک 
  .اشدبمعادلھ او بھ صورت زیر می. تیز بود کھ آن اصل فرما و اصل کمترین عمل را تایید می کرد
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١- Max Planck 
٢- Einstein 
٣-Louis Debroglie 
٥- William 
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با استفاده از این معادلھ، شرودینگر سری طیف ھای ھیدروژن را، بھ وسیلھ رفتار الکترون ھای اتم   
),(ھیدروژن بھ عنوان موج tx و حرکت پروتون در چاه پتانسیل V ً . محاسبھ کرد   این محاسبات دقیقا

  .آیدمی بھ دست ٦بوراز سطوح انرژی مدل 

شرودینگر . مدل بور را از تصحیحات نسبیتی معین کرده بود ٣در ھرحال تا آن زمان، آرنولد سامرفیلد
در پتانسیل  ٤گوردن- از رابطھ ممنتم انرژی نسبیتی برای پیداکردن آنچھ کھ حالا بھ عنوان معادلھ کلاین

  .کولنی می دانیم استفاده کرد

)٧- ١(  
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او امواج ایستاده را از معادلات نسبیتی دریافت کرد اما تصحیحات نسبیتی با مدل سامر فیلد مطابقت   
نداشت، شرودینگر بعد از مدتی محاسبات غیر نسبیتی اش را برای منتشر کردن کافی دانست و در 

اشت کھ موضوع تصحیحات نسبیتی را بھ آینده موکول کند او معادلھ موج خود و تجزیھ و تحلیل نظر د
مقالھ با اشتیاق توسط انیشتین تایید شد، . در یک مقالھ قرارداد ١٩٢٦ طیفی ھیدروژن را باھم در سال

  کسی کھ امواج ماده را بھ عنوان تصویر شھودی از طبیعت 
ماتریس ھایزنبرگ کھ بھ عنوان قرارداد در آن ذکر شده بود مخالفت  می دانست و ھمچنین با مکانیک

  .کرد

. گفتند چیزی نیست کھ در طبیعت باشدکرد اما میرامطرح می معادلھ شرودینگرجزییات رفتار  
کار  شرودینگر سعی داشت در مقالھ چھارم نکات ضعف و ابھامات  خود را درست کند اما او در این

   .ناموفق بود

موفق بھ  ٧، تنھا در چند روز پس از چھارمین و آخرین مقالھ شرودینگر ماکس بورن١٩٢٦در سال 
  .است شد و ھمچنین دامنھ احتمال را بھ آن مربوط کرد کھ برابر مربع تغییر

  .نوشت معادلھ شرودینگر را می توان طبق رابطھ زیر

  .کنیمحال برای توصیف معادلھ شرودینگر، توجھ خودمان را بھ شرح زیر متمرکز می

)٨- ١(  
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١. انرژی کل یک ذره است.  

مجموع انرژی جنبشی و انرژی کل،  ، کھ در آن mاین عبارت کلاسیک برای یک ذره با جرم 
V  کھ با زمان و مکان می تواند متفاوت باشد(انرژی پتانسیلmو  بھ ترتیب تکانھ و جرم ذره است.  

                                                             
٥-Bohr 
٣-Arnold Sommerfeld 
٤-Klein–Gordon 
١- Max Born 
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انرژی فوتون متناسب با E  ، ادعا می کرد ١٩٠٥فرضیھ کوانتومی بودن نور انیشتین در سال  .٢
یا فرکانس زاویھ ای( νفرکانس  2   .امواج الکترومغناطیسی مربوط است)  

  h  

بیان می کرد ھر ذره را می توان بھ صورت موج در نظر گرفت  ١٩٢٤در سال  ٨در فرضیھ براگ .٣
را بھ عنوان بردار بیان  ,(یا عدد موج(ارتباط داشت  تکانھ آن ذره بود کھ با طول موج کھ

  :می کنیم پس داریم

                        

پس . سھ فرضیھ بالا بھ ما این اجازه را می دھد کھ معادلھ را فقط برای امواج  تخت در نظر بگیریم  
می توان نتیجھ گرفت کھ این موضوع در حالت کلی درست است و نیاز بھ اصل انطباق است، بھ این 

  .ترتیب ما معادلھ شرودینگر را خطی فرض می کنیم

  :م زیر داریمھمچنین شرایط خطی بودن را بھ فر  

  22112211 ,,  LLL    

   

                                                             
٨- Broglie 
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  بیان تابع موج بھ عنوان یک موج صفحھ مختلط     ٣-١

  .نظر شرودینگر این بود کھ فاز موج تخت را بھ عنوان فاکتوری از فاز مختلط در نظر بگیرد
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  :بعد از آن بھ دست آورد کھ
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  :و سپس بھ ھمین ترتیب

)١٢- ١(   xi
t



                                       

  :و

)١٣- ١(  
 2

2

2

xx



                                   

  :پیدا می کنیم
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  .بھ طوری کھ بازھم او برای امواج تخت بدست آورد
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و با قراردادن این عبارت برای انرژی و تکانھ در فرمول کلاسیکی کھ در ابتدا آغاز کردیم معادلھ   
  بدست  vبعدی در حضور پتانسیل  ٣شرودینگر را برای یک ذره تنھا در صورت 

  :می آوریم
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 تفسیرھا ٤-١

  :مختلفی با نام شرودینگر وجود داردمعادلات 

  معادلات وابستھ بھ زمان ١-٤-١

  .   شودشکل کلی آن بھ صورت زیر نوشتھ می. این معادلھ حرکت برای حالت کوانتومی است
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یک ذره منفرد در حال حرکت در . یک عملگر خطی است کھ عاملی روی تابع موج است ̂در اینجا 
  .ܸیک بعد تحت تاثیر پتانسیل 
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                   (١-١٨)              

  :برای یک ذره در سھ بعد تنھا تفاوت در مشتقات آن است
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بعدی پیکربندی می شود و  ٣بعدی تفاوت اینست کھ تابع موج در فضای   و برای ذرات 
  .پراکندگی مکان ھای ذره ھمھ جا امکان پذیر است
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  .نظر نمی رسداین معادلات در ابعاد بالاست بھ طوری کھ راه حل آن ساده بھ  

  معادلھ مستقل از زمان ٢-٤-١

معادلھ شرودینگر . است ̂این معادلھ برای امواج ایستاده است، کھ معادلھ ویژه مقداری آن برای 
مستقل از زمان را می توان از نسخھ وابستھ بھ زمان با فرض وابستگی بھ زمان از تابع 

 موج    

ti

extx


   .دست آورد بھ,
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این تنھا در صورتی ممکن است کھ ھامیلتونی تابع صریح و روشنی از زمان نباشد و در غیر این   

 عملگر . صورت این معادلھ بھ بخش ھای مکانی و زمانی جدا نشدنی نیست
t

i



توانیم بھ را می

   .در فرم انتزاعی برای یک سیستم کوانتومی بھ طور کلی نوشتھ شده است. جایگزین کنیم وسیلھ 

 ̂                                                                                              

        برای یک ذره در یک بعد،
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 2Lبھنجار باشد بطوری کھ یک حالت انرژی را درنظر بگیریم با بھنجارش  2Lاگر در گستره ی 
- اما اگر در یک بخش پیوستگی در نظر گرفتھ شود، بھنجارش آن بھ تدریج واگرا می. شودمحدود می

  . شود
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  .بھ عنوان مثال، زمانی کھ پتانسیل نداریم 
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  )ثابت دلخواه0 )nCکھ جواب ھای نوسانی برای  
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0نمایی برای و جواب    
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آنھا در حجم محدود با شرایط . جواب نمایی ادامھ پیدا می کند و نورم آن نامحدود است و فیزیکی نیست
  .تناوبی باشرایط مرزی ثابت پذیرفتھ شده نیستند

داریم، کھ بھ انرژی ھای Vو نمایی برای Vبرای پتانسیل ثابت، جواب ھای نوسانی برای 
راه حل ھای نوسانی انرژی مجازکلاسیکی . مجاز و غیر مجاز در مکانیک کلاسیک مربوط می شود

حل ھای نمایی انرژی غیرمجازدارند و  دارند ومطابق باحرکات واقعی کلاسیک ھستند درحالی کھ راه
ذرات کوچک کوانتومی را بھ واسطھ تونل زنی کوانتومی وارد منطقھ غیر مجاز کلاسیکی شده اند را 

در شرایطی کھ نمایی کاھنده باشد سطوح انرژی را بھ یک مجموعھ گسستھ محدود . توصیف می کند
  .می کند کھ بھ آن انرژی مجاز می گوئیم
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  شرودینگر غیر خطی معادلھ ٣-٤-١

  .معادلھ غیر خطی شرودینگر، معادلھ دیفرانسیل با مشتقات جزئی است
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  .این معادلھ از ھامیلتونین بھ دست می آید
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  بابراکت پواسون 
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این یک معادلھ میدان کلاسیک است و بر خلاف رابطھ خطی خود حالت کوانتومی را با گذر زمان 
   .توصیف نمی کند

  

   


