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چیده
φ مشخصه به نسبت A باناخ جبر میانگین�پذیری ͳبررس پایان�نامه این در ما ͳاصل هدف
میانگین�پذیری -φ ͳمعرف از پس م�ͳباشد. ( φ : A −→ C مختلط همومورفیسم ͳیعن)
شرایط همچنین و کرده ارائه A باناخ جبر برای میانگین -φ Έی وجود با هم�ارز ͳشرایط
و م�ͳکنیم ͳبررس را باشد Έی نرم از ͳمیانگین-φ دارای A باناخ جبر اینکه برای لازم
به و کرده مطرح دنباله�ای ضعیف کامل باناخ جبر�های روی را -میانگین�پذیری φ سرانجام
خواهیم اشاره�ای نیز آن بودن آرنز منظم با جبرها گروه این میانگین�پذیری -φ بین ارتباط

داشت.

کلیدی: واژه�های
F-جبر دنباله�ای، ضعیف کامل جبر φ-میانگین، پذیر، میانگین مشخصه، باناخ، جبر



پیشΎفتار

این خصوص در است. میانگین�پذیری موضوع ،ͳتابع آنالیز مهم بسیار مسائل از ͳی

قرار ͳبررس مورد ͳمختلف روش�های و شل�ها به مفهوم این که کرد اذعان باید مبحث

میانگین�پذیری مانند آن از دیΎری شل�های یا و تعمیم�ها میان این در است. گرفته

کرده�اند. ظهور نیز و... تقریبی میانگین�پذیری ضعیف،

هارمونیΈخودنمایی و ͳتابع آنالیز در ریاضیاتکه از شاخه این ظهور تاریخچه با رابطه در

در ١Ίلب که ͳهنگام سال(١٩٠۴) در میانگین�پذیری مبحث که گفت باید است کرده

شد. متولد بود، انتگرال بودن منحصربه�فرد برای ͳخواص ارائه پی

نظریه�ی مطالعه�ی به منحصر تنها میانگین�پذیری (١٩٠۴-١٩٣٨) ͳزمان دوره Έی در

م�ͳشد. ͳجمع ͳمتناه به�طور پایای اندازه�های

تحت که است موجود ℓ∞(Z) روی پایا میانگین Έی که داد سال(١٩٢٣)نشان در باناخ٢

است. میانگین�پذیر Z ͳآبل گروه دادکه نشان وی دیΎر عبارت به یا و پایاست انتقال�ها تمام

و داده قرار ͳبررس مورد را گسسته میانگین�پذیر گروه�های درسال(١٩٢٩) نویمان٣ فون

روی بر میانگین�پذیری مفهوم سال�های(١٩۵٠-١٩۴٠) ͳدرط نمود. رده�بندی را آن�ها

کرد. پیدا تعمیم دی۴ توسط نیم�گروه�ها و دلخواه گروه�های

اما م�ͳرفت. بار گروه�ها برای فقط میانگین�پذیری سال(١٩٧٣) تا است به�ذکر لازم
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باناخ جبرهای روی میانگین�پذیری [۴] جانسون۵ توسط بار اولین برای درسال(١٩٧٣)

G فشرده موضعاً گروه که شرح این به نموده اثبات زمینه این در ͳمهم قضیه وی شد. مطرح

قضیه۵.٢). [۴]) باشد میانگین�پذیر L۱(G) ͳجبرگروه اگر وتنها اگر میانگین�پذیراست

و شد گشوده ریاضیدانان روی به باناخ جبرهای مطالعه�ی برای تازه�ای جهان پس آن از

گردید. مشهود بیشتر همدیΎر از باناخ جبرهای تفاوت

را باناخ جبرهای روی میانگین�پذیری مشترک کار Έی در ٨ پیم و لائو٧ ، ۶ کانیود سپس

مشخصه�ای میانگین�پذیری مفهوم به و کرده مطرح سال(٢٠٠٨) در یΈمشخصه با متناظر

یافتند. دست

پرداخت. خواهیم φ مشخصه به نسبت A باناخ جبر میانگین�پذیری موضوع به پروژه این در

است. فصل چهار شامل پایان�نامه این

ارائه بعدی مطالب تفهیم برای نیاز مورد قضایای و پیشنیازها و تعاریف اول فصل در

گردیده�اند.

-φ با معادل ͳشرایط و پرداخته A باناخ جبر میانگین�پذیری -φ موضوع به دوم فصل در

م�ͳنمائیم. ارائه میانگین�پذیری

باناخ جبر اینکه برای مختلف حالت�های در ͳکاف و لازم شرایط ͳبررس به سوم فصل

به را خود نظر چهارم فصل در و م�ͳپردازد باشد Έی نرم از ͳمیانگین -φ دارای A

φ-میانگین�های مجموعه اندازه و داشته معطوف ضعیف دنباله�ای کامل باناخ جبرهای

م�ͳکنیم. مشخص دقیق به�طور خاص ͳحالت در را جبرهایی چنین

م�ͳباشد. [١٧] و [١۶] مراج΄ از برگرفته پایان�نامه این در بحث مورد مطالب عمده
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٢ ͳاساس مفاهیم و تعاریف

باناخ جبرهای زمینه�ی در نیاز مورد تعاریف و بنیادی مفاهیم داریم قصد فصل این در

چند به همچنین نمائیم. ایجاد ͳاصل مطالب ارائه�ی جهت مناسبی بستر و کرده ارائه را

کرد. خواهیم اشاره نیز پایان�نامه این در پرکاربرد و ͳاصل قضیه�ی

ͳمقدمات مفاهیم ١.١

و شود تعریف آن بر نرم Έی هرگاه نامیم نرم�دار را X برداری فضای .١.١.١ تعریف

کامل نرم توسط شده تعریف متر به نسبت درصورت�ͳکه گوئیم، باناخ را X نرم�دار فضای

باشد.

و ͳخط تابعک�های همه�ی خانواده�ی باشد، برداری فضای Έی X اگر تعریف٢.١.١.

م�ͳدهیم. نشان X∗ با و نامیده X دوگان فضای را X روی پیوسته

X∗ = {l : X −→ C ; است. وپیوسته ͳخط l}

م�ͳدهیم. نشان X∗∗ با نیز را X دوم دوگان

با را آن و گوئیم X دوگان پیش را M نرم�دار فضای باشد، نرم�دار فضای Έی X اگر و

.M∗ = X هرگاه م�ͳدهیم نمایش X∗

این به را گلفند نگاشت a ∈ X هر برای باشد، باناخ فضای Έی X اگر تعریف٣.١.١.

م�ͳکنیم: تعریف شل â : X∗ −→ C

â(f) = f(a) (f ∈ X∗, â ∈ X∗∗)

این گوئیم. ͳطبیع نگاشت را π(a) = â ضابطه با π : X −→ X∗∗ نگاشت همچنین

.∥ a ∥=∥ â ∥ دیΎر عبارت به .(ͳخط ایزومتری Έی) است طولپایی Έی نگاشت



٣ ͳاساس مفاهیم و تعاریف

خواص که است Έی به Έی ͳنگاشت ،ͳریاض ساختار هر در نشاننده .۴.١.١ تعریف

به�توی A نشاننده باشند Έتوپولوژی فضاهای B و A اگر کند. حفظ را ساختار آن ͳاساس

اکنون سازد. همیومورف را T (A) و A که T چون است B به A از Έی به Έی ͳنگاشت B

به Έی ͳنگاشت B به�توی A نشاننده آنگاه باشند Έتوپولوژی برداری فضاهای B و A اگر

باشد. نیز Έتوپولوژی نشاننده که است B به A از ͳخط و Έی

مͳشود. نشانده X∗∗ در X باناخ فضای ͳطبیع نگاشت تحت

م�ͳشود. نامیده ͳانعکاس Xفضای باشد، π(X) = X∗∗ واگر π(X) ⊂ X∗∗ ͳکل حالت در

پوشا π : X −→ X∗∗ ͳطبیع نگاشت اگر است ͳانعکاس X باناخ فضای خلاصه به�طور

باشد.

هرگاه گوییم ͳداخل حاصلضرب یΈفضای را H مختلط برداری فضای تعریف١.١.۵.

حاصلضرب نام به ⟨x, y⟩ مانند عددمختلط Έی H در x, y بردارهای از هرجفت ازای به

برقرار آن برای زیر قواعد که باشد شده مربوط چنان x, y اسالر حاصلضرب یا ͳداخل

باشد:

۱) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (x, y ∈ H,α ∈ C)

۲) ⟨x + y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩

۳) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩

۴) ∀x ∈ H : ⟨x, x⟩ ≥ ۰

۵)⟨x, x⟩ = ۰⇐⇒ x = ۰

فضای کرد. نرم�دار ∥ x ∥= ⟨x, x⟩ ۱
۲ باتعریف مͳتوان را ͳداخل حاصلضرب هرفضای

نرم توسط شده تعریف متر به نسبت که است ͳداخل حاصلضرب فضای Έی هیلبرت

Έی هیلبرت هرفضای که است واض باشد. کامل فضای Έی ،ͳداخل ضرب از حاصل

است. باناخ فضای



۴ ͳاساس مفاهیم و تعاریف

فضای Έی م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به که ͳداخل ضرب به نسبت ℓ۲ مثال عنوان به

است: هیلبرت

⟨α, β⟩ =
∑∞

n=۱ αnβn (α = (αn) , β = (βn) ∈ ℓ۲)

(ℓ۲ = {α = (αn) : ∥ α ∥۲= (
∑∞

n=۱ | αn |۲)
۱
۲ <∞})

ͳتوپولوژی مفاهیم ٢.١

(T.V.S)ͳتوپولوژی برداری فضای را τ توپولوژی به Xمجهز برداری فضای تعریف١.٢.١.

باشد: برقرار آن برای زیر خواص که ͳصورت در نامیم

باشد. بسته τ توپولوژی در {x} ،x ∈ X هر برای الف)

باشند. پیوسته اسالر ضرب و جم΄ ͳیعن برداری فضای اعمال ب)

 × : F×X −→ X

(α, x) 7−→ αx

و

 + : X ×X −→ X

(x, y) 7−→ x + y

است. (T.V.S) Έی نرم�دار فضای هر

آن تحت که باشد G روی توپولوژی Έی τ و گروه Έی (G,O) اگر .٢.٢.١ تعریف

م�ͳنامیم. ͳتوپولوژی گروه Έی را G باشند، پیوسته وارون�گیری عمل و گروه عمل

 G×G −→ G

(x, y) 7−→ xOy

و

 G −→ G

x 7−→ x−۱

موضعاً توپولوژی) فضای Έی عنوان (به توپولوژی�اش که ͳتوپولوژی گروه Έی

م�ͳشود. نامیده فشرده موضعاً گروه باشد، هاسدورف و فشرده



۵ ͳاساس مفاهیم و تعاریف

پایه�ی Έی اگر م�ͳنامیم محدب موضعاً را X ͳتوپولوژی برداری فضای تعریف٣.٢.١.

باشد. داشته صفر حول محدب باز مجموعه�های از متشل ͳموضع

که ͳدرصورت گوئیم p حول ͳموضع پایه�ی Έی را p نقطه های ͳΎهمسای از Bp (مجموعه

باشد.) شامل را Bp از عضو Έی p ͳΎهمسای هر

باشد X ͳتوپولوژی ͳخط فضای از محدب زیرمجموعه�ی Έی K اگر تعریف٢.١.۴.

هرگاه گویند آفین را T : K −→ K نگاشت

T (ax + (۱− a)y) = aT (x) + (۱− a)T (y) (∀x, y ∈ K , ۰ 6 a 6 ۱)

یΈفضای روی ستاره ضعیف توپولوژی و ضعیف توپولوژی که آنجا از تعریف٢.١.۵.

ساختار به اشاره�ای م�ͳکنیم، یاد آن�ها از مرر و برخوردارند زیادی اهمیت از نرم�دار برداری

داشت. خواهیم آن�ها

و توپولوژی فضاهای از خانواده�ای {(yf , uf )}f∈J و مجموعه Έی X اگر

با τ توپولوژی آنگاه باشند، X روی توابع از خانواده�ای F = {f : X −→ (yf , uf )}

زیر مطابق ͳتعریف

τ = {v ⊆ X| v = ∪(∩k
i=۱f

−۱
i (ui)) ; k ∈ N , ui ∈ uf}

م�ͳسازد. پیوسته را F خانواده اعضای همه�ی که Xاست بر توپولوژی ضعیف�ترین

-توپولوژی) F) یا (F خانواده توسط شده تولید ضعیف را(توپولوژی توپولوژی این

نامند.

هر برای باشد، X∗ ͳتوپولوژی دوگان با نرم�دار برداری فضای Έی X کنید فرض حال

است شبه�نرم Έی px∗ صورت این در px∗(x) =| x∗(x) | کنیم: ͳم تعریف x∗ ∈ X∗

توپولوژی را X روی {px∗ ; x∗ ∈ X∗} های شبه�نرم خانواده توسط شده تعریف توپولوژی و

م�ͳدهیم. نشان σ(X, X∗) یا τw با و گوئیم ضعیف

px صورت این در px(x
∗) =| x∗(x) | کنیم: تعریف x ∈ X هر ازای به اگر همچنین



۶ ͳاساس مفاهیم و تعاریف

را X∗ روی {px; x ∈ X} خانواده توسط شده تعریف توپولوژی و است شبه�نرم Έی نیز

م�ͳدهیم. نشان σ(X∗, X) یا τw∗ نمادهای با و گوئیم ستاره ضعیف توپولوژی

جبر ٣.١

ضرب Έی آن در که F مختلط یا ͳحقیق میدان روی A برداری فضای تعریف١.٣.١.

جبر را باشد زیر خواص دارای F در α اسالر و A در x, y, zهر ازای به و شده تعریف

م�ͳنامیم.

۱)x(yz) = (xy)z

۲)(x + y)z = xz + yz , z(x + y) = zx + zy

۳)α(xy) = (αx)y = x(αy)

صدق (∥ xy ∥≤∥ x ∥∥ y ∥ ) نامساوی در که باشد باناخ فضای Έی A جبر اگر بعلاوه

گوییم. یدار باناخ جبر �را آن باشد e یه عنصر شامل A اگر و باناخ جبر �را آن کند

تعریف R میدان روی اگر و است مختلط جبر شود تعریف C میدان روی A (درصورت�ͳکه

گوییم). ͳحقیق جبر �را آن شود

µ و هاسدورف و فشرده موضعاً Έتوپولوژی گروه Έی G کنید فرض .١.٣.١ مثال

م�ͳکنیم: تعریف باشد، G روی چپ هار اندازه�ی

L۱(G) = L۱(G,µ) = {f : G −→ C ; پذیر اندازه f,
∫

G
| f(x) | dµ(x) <∞}

∥ f ∥=
∫

G
| f(x) | dµ(x) م�ͳدهیم: قرار f ∈ L۱(G) هر برای

که ͳپیچش ضرب و اسالر ضرب و ͳمعمول جم΄ با همراه (L۱(G), ∥ · ∥) صورت این در

نامند. G ͳگروه جبر را آن که است باناخ جبر Έی م�ͳکنیم تعریف زیر مطابق
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(f ⋆ g)(x) =
∫

G
f(y)g(y−۱x)dµ(y)

است. یریخت L∞(G) با L۱(G) دوگان فضای

L∞(G) = {f : G −→ C ; پذیر اندازه f, ∥ f ∥∞<∞}

داد. نشان زیر نگاشت با م�ͳتوان را L∞(G) و L۱(G)∗ بین ͳریختی

L∞(G) −→ L۱(G)∗

φ 7−→ φ
′

; φ
′
(f) =

∫
φ(f)dµ

م�ͳدهند. نشان ℓ۱(G) نماد با را L۱(G) باشد، گسسته گروه Έی G درصورت�ͳکه توجه:

ℓ۱(G) = {f : G −→ C , Σs∈G | f(s) |<∞}

م�ͳکنیم: تعریف شل این به را ͳپیچش ضرب حالت این در

(f ⋆ g)(s) = Σt∈Gf(t)g(t−۱s) (s ∈ G)

∥ f ∥= Σs∈G | f(s) | همچنین و

توابع تمام مجموعه�ی ͳیعن ℓ∞(S) باشد ͳغیرته مجموعه�ی Έی S اگر .٢.٣.١ مثال

م�ͳشود: تعریف شل این به که ضربی و جم΄ با S روی کراندار مقدار مختلط

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(fg)(x) = f(x)g(x)

(λf)(x) = λf(x)

∥ f ∥∞= supx∈S | f(x) | نرم با و

.(١.١.١ مثال [١۴]) است یدار باناخ جبر Έی
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پیوسته کراندار توابع تمام ͳیعن Cb(Ω) باشد ͳتوپولوژی یΈفضای Ω اگر مثال٣.٣.١.

یدار باناخ جبر Έی Cb(Ω) لذا است، ℓ∞(Ω) از بسته زیرجبر Έی Ω روی مقدار مختلط

است.

با (C(Ω) ͳیعن) Ω روی مقدار مختلط پیوسته توابع تمام مجموعه�ی باشد فشرده Ω اگر

(١.١.٢ مثال است.([١۴] ͳی Cb(Ω)

،a ∈ A , b ∈ I هر برای به�طوری�که A از I زیرجبر باشد یΈجبر A اگر تعریف٢.٣.١.

و راست ایده�آل که زیرجبری است. A راست) (ایده�آل چپ ایده�آل Έی (ba ∈ I)ab ∈ I

م�ͳنامیم. نیز A ایده�آل را آن که است دوطرفه ایده�آل باشد، چپ ایده�آل

وضرب باجم΄ A
I
ͳقسمت خارج فضای باشد A از بسته�ای ایده�آل I و جبرنرم�دار A اگر

است. جبر Έی زیر ضرب اسالرو

م�ͳکنیم: تعریف a, b ∈ A, λ ∈ F هر ازای به

۱) (a + I)(b + I) = (a + b) + I

۲) λ(a + I) = (λa) + I

۳) (a + I)(b + I) = (ab) + I

باناخ نرم این نیزتحت A
I
باشد، باناخ A چنانچه A

I
فضای روی زیر نرم باتعریف همچنین

∥ a + I ∥= inf{∥ a + i ∥ ; i ∈ I} خواهدبود:

I ایده�آل بودن بسته A
I
فضای روی نرم این تعریف برای لازم شرط که ذکراست به لازم

(٧٣ ([١۵]صفحه م�ͳباشد.

A جبر روی جبری برگشت Έی را A به A از x 7−→ x∗ چون ͳنگاشت تعریف٣.٣.١.

روابط در λ ∈ C اسالر هر و A از x, y دلخواه عنصر دو هر ازای به که ͳدرصورت م�ͳنامیم

کند: صدق زیر
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۱)(x + y)∗ = x∗ + y∗

۲)(λx)∗ = λx∗

۳) (xy)∗ = y∗x∗

۴) (x∗)∗ = x

کند، صدق زیر رابطه�ی در که ͳباناخ جبر -∗ و نامند جبر -∗ را برگشت Έی به مجهز جبر

( ∥ x∗x ∥=∥ x ∥۲ ∀x ) م�ͳشود. نامیده -جبر C∗

عبارت نیز C۰(Ω) و باشد هاسدورف و فشرده موضعاً فضای Έی Ω اگر .۴.٣.١ مثال

دراین م�ͳرسند، صفر به بینهایت در که Ω روی مقدار مختلط پیوسته توابع تمام از باشد

است: ∗C-جبر Έی زیر ساختار با C۰(Ω) �صورت

(∀x, y ∈ C۰(Ω) , λ, µ ∈ C , ω ∈ Ω)

۱) (λx + µy)(ω) = λx(ω) + µy(ω)

۲) (xy)ω = x(ω)y(ω)

۳) x∗(ω) = x(ω)

∗C-جبرند: ͳΎهم f 7−→ f برگشت با زیر جبرهای همچنین

است.) ͳغیرته مجموعه�ی Έی S ) ℓ∞(S)-

است.) اندازه فضای (Ω, µ)) L∞(Ω, µ)-

است.) ͳتوپولوژی فضای Έی Ω) Cb(Ω)-

فضای روی پذیر اندازه مقدار مختلط توابع تمام مجموعه�ی از عبارتست (که B∞(Ω)-

(Ω اندازه�پذیر

(٢.١.٢ مثال [١۴] )

توابع تمام مجموعه�ی Cb(X) و Έتوپولوژی فضای Έی X کنید فرض .۵.٣.١ مثال

که به�طوری باشد f : X −→ C مانند کراندار و پیوسته
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∥ f ∥∞= sup{| f(x) | ; x ∈ X} <∞

جبر Έی توابع نقطه�ای ضرب و اسالر ضرب توابع، ͳمعمول جم΄ با (Cb(X), ∥ · ∥∞)

آن در که f −→ f ∗ برگشت با همراه Cb(X) همچنین است. تعویض�پذیر یدار باناخ

است. ∗C-جبر Έی f ∗(x) = f(x)

فضای Έی هم X و باشد جبر Έی A کنیم فرض باناخ): (A-مدول .۴.٣.١ تعریف

اگر خوانیم چپ -مدول A Έی را X شوند) تعریف واحد میدان Έبری دو (هر برداری

صدق زیر شرایط در که باشد موجود A × X −→ X از (a, x) 7−→ ax چون ͳنگاشت

کند:

باشد. ͳخط X روی x 7−→ ax نگاشت A در ثابت a هر ازای به الف)

باشد. ͳخط A روی a 7−→ ax نگاشت X در ثابت x هر ازای به ب)

a(bx) = (ab)x (∀a, b ∈ A, x ∈ X) ج)

تعریف مشابهاً راست -مدول A مͳنامیم. ͳمدول حاصلضرب را (a, x) 7−→ ax نگاشت

و باشد چپ A-مدول وهم راست A-مدول هم اگر نامیم -دومدول A را X م�ͳشود.

بعلاوه

a(xb) = (ax)b (a, b ∈ A, x ∈ X)

دومدول -A Έی را X صورت دراین باشد، A-دومدول Έی X و باناخ جبر Έی A اگر

که باشد موجود k مانند ͳمثبت ثابت عدد و باشد باناخ فضای Έی X هرگاه گوییم باناخ

باشیم: داشته a ∈ A, x ∈ X هر برای

∥ ax ∥≤ k ∥ a ∥∥ x ∥ ، ∥ xa ∥≤ k ∥ x ∥∥ a ∥

زیر در که ͳمدول ضرب�های با نیز (X∗ ) X دوگان باشد، باناخ Aدومدول Έی X اگر

بود: خواهد باناخ -دومدول A Έی م�ͳکنیم، تعریف

۱)⟨a.f, x⟩ = ⟨f, x.a⟩ , ۲) ⟨f.a, x⟩ = ⟨f, a.x⟩ (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗)
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است: باناخ A-مدول Έی م�ͳشود تعریف شل این به که ͳمدول ضرب با هم A∗ به�ویژه

⟨a · f, b⟩ = ⟨f, ba⟩ , ⟨f · a, b⟩ = ⟨f, ab⟩ (a, b ∈ A, f ∈ A∗)

⟨f.a, x⟩ = ⟨f, a.x⟩ ͳمدول باضرب X∗ باشد، چپ باناخ A-مدول Έی X اگر تذکر:

باشد راست باناخ -مدول A Έی X که ͳصورت در و م�ͳشود راست باناخ مدول -A Έی

شد. خواهد تبدیل چپ باناخ A-مدول به ⟨a.f, x⟩ = ⟨f, x.a⟩ ͳمدول باضرب X∗

تعریف٣.١.۵.

که X محدب زیرمجموعه�های تمام اشتراک باشد، E ⊂ X و برداری فضای Έی X اگر

معادلا˦ م�ͳشود. داده نشان Co(E) نماد با که م�ͳنامیم E محدب پوسته�ی را باشند E شامل

است. E اعضای از ͳمتناه محدب ترکیبات تمام مجموعه�ی Co(E)

{t۱x۱ + t۲x۲ + . . . tnxn ; ti ≥ ۰ , Σn
i=۱ti = ۱}

است. E شامل محدب مجموعه�ی کوچترین ،E محدب پوسته�ی ͳعبارت به

تور ۴.١

بیان به تعریف ضمن که است تور داشت خواهیم سروکار آن با زیاد که ͳمفاهیم از ͳی

١٩٢٩توسط سال در بار اولین برای مفهوم این م�ͳپردازیم. آن مورد در مختصری خواص

شد. مطرح ٢ اسمیت و ١ مور

جهت�دار مجموعه�ی از است ͳنگاشت تور Έی X ͳتوپولوژی فضای در تعریف١.۴.١.

xα بانماد را f(α) معمولا˦ ، α ∈ Aهر برای .α 7−→ xα که f : A −→ X چون X به A

م�ͳدهیم. نمایش ⟨xα⟩ مختصراً یا ⟨xα⟩α∈A نماد رابا f وتور

Moor١
Smith٢
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زیردنباله�هاست. از مناسب ͳاختصاص تعمیم Έی زیرتور

به�توی B از β −→ αβ نگاشت اگر تنها و اگر هست ⟨xα⟩α∈A از زیرتور Έی ⟨yβ⟩β∈B تور

که ͳقسم به باشد موجود A

۱) yβ = xαβ

۲) ∀ α۰ ∈ A ∃ β۰ ∈ B s.t αβ ≥ α۰ (if : β ≥ β۰)

،x ∈ U که X از U ͳΎهمسای هر برای هرگاه گوئیم x ∈ X به همΎرا را ⟨xα⟩α∈A تور

.xα ∈ U آنگاه α ≥ α۰ هر برای به�طوری�که باشد موجود α۰ ∈ A

م�ͳکنیم. استفاده x به ⟨xα⟩α∈A تور همΎرایی دادن نشان برای xα −→ x نماد از

است. چنین نیز آن زیرتور هر باشد همΎرا x نقطه به ⟨xα⟩α تور اگر وضوح به

اگر فقط اگرو گوییم x۰ به همΎرا ضعیف، به�طور Xدر را ⟨xα⟩α تور

∀f ∈ X∗ : ⟨xα, f⟩ −→ ⟨x۰, f⟩

اگر اگروفقط گوییم f۰ همΎرابه ضعیف*، به�طور را X∗ ⟨fα⟩در تور مشابه به�طور

∀x ∈ X : ⟨x, fα⟩ −→ ⟨x, f۰⟩

نامیم A باناخ جبر برای راست تقریبی واحد را ⟨eλ⟩λ∈Λ چون توری .٢.۴.١ تعریف

را مذکور تور و باشد a حد دارای ⟨aeλ⟩λ تور ، a ∈ A عضو هر ازای به که ͳدرصورت

که باشد موجود ͳثابت k > ۰ اگر گوئیم کراندار

∥ eλ ∥≤ k (∀λ ∈ Λ)

م�ͳشود. نامیده کراندار راست تقریبی واحد باشد، نیز کراندار که راست تقریبی واحد Έی

راست تقریبی واحد که توری م�ͳشود. تعریف مشابه به�طور کراندار چپ تقریبی واحد

گوئیم. کراندار تقریبی واحد را باشد نیز کراندار چپ تقریبی واحد حال عین در و کراندار

م�ͳنامیم. دنباله�ای تقریبی واحد را آن باشد دنباله Έی ⟨eλ⟩ تور که ͳدرصورت
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A عناصر از ⟨eλ⟩λ∈Λ کراندار تور باشد. باناخ جبر Έی A کنید فرض تعریف١.۴.٣.

هرگاه: نامیم ضعیف کراندار چپ تقریبی واحد Έی را

limλ f(eλx) = f(x) (∀x ∈ A, f ∈ A∗)

واحد هر به�وضوح م�ͳشود. تعریف مشابهاً ودوطرفه ضعیف کراندار راست تقریبی واحد

هست. نیز ضعیف کراندار چپ تقریبی واحد Έی ،A برای کراندار چپ تقریبی

ͳمقدمات قضایای ۵.١

صورت دراین باشد، باناخ فضای Έی X کنیم فرض گلدشتاین): (قضیه .١.۵.١ قضیه

که طوری به موجوداست ⟨xα⟩ ⊂ X تور m ∈ X∗∗ هر برای

∥ xα ∥≤∥ m ∥ , x̂α
w∗

−→ m

( ([١]صفحه٨١٨ برهان:

نگاشت π و باناخ یΈفضای X اگر که م�ͳکند بیان گلدشتاین قضیه از نتیجه�ای همچنین

(۴٢۴ ([٣]صفحه است. چΎال -w∗ ،X∗∗ در π(X) باشد، X∗∗ به X از ͳطبیع

ͳΎهمسای و (X, τ) ͳتوپولوژی برداری فضای آلاغلو): باناخ (قضیه .٢.۵.١ قضیه

صورت دراین مفروضند، آن در صفر از V دلخواه

K = {Λ ∈ X∗| | Λ(x) |6 ۱ (x ∈ V )} = {Λ ∈ X∗| Λ(V ) ⊂ N(۰) }

است. ∗w-فشرده مجموعه�ای

([١٠]قضیه٣.١۵) برهان:

(گوی ballX∗∗ آنگاه باشد، نرم�دار فضای Έی X اگر آلاغلو): (قضیه .٣.۵.١ قضیه

است. فشرده -توپولوژی w∗ تحت (X∗∗ واحد

(١٣۴ ١.۴صفحه ([١۵]گزاره برهان:
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و X محدب موضعاً ͳتوپولوژی برداری فضای باناخ): هان- (توسیع .۴.۵.١ قضیه

تابعک به م�ͳتوان را f : M −→ C پیوسته ͳتابعکخط هر مفروضند، آن از M زیرفضای

این باشد نرم�دار فضای X چنانچه و (Λ|M = f) داد توسیع Λ : X −→ C پیوسته ͳخط

.∥ Λ ∥=∥ f ∥ که است موجود طوری توسیع

سوم) فصل [١٠]) برهان:

باناخ میانگین�پذیریجبرهای ۶.١

نگاشت باشد. باناخ -مدول A Έی X و باناخ جبر Έی A کنیم فرض تعریف١.۶.١.

م�ͳشود: تعریف شل این به که D : A −→ X کراندار و ͳخط

D(ab) = D(a).b + a.D(b)

م�ͳنامیم. X-اشتقاق Έرای

م�ͳکنیم: تعریف شل رابدین δx : A −→ X نگاشت x ∈ X برای

δx(a) = ax− xa

است: اشتقاق Έی δx کرد تحقیق م�ͳتوان ͳآسان به

δx(ab) = (ab)x− x(ab) = abx− xab + axb− axb =

(ax− xa)b + a(bx− xb) = δx(a)b + aδx(b)

م�ͳآید. به�دست ͳبه�راحت نیز فوق نگاشت بودن کراندار و ͳخط

∥ δx(a) ∥=∥ a.x− x.a ∥≤∥ a.x ∥ + ∥ x.a ∥≤ k ∥ a ∥∥ x ∥ +k ∥ x ∥∥ a ∥

≤∥ a ∥ (۲k ∥ x ∥)


