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مادرم و پدر

و

عزیزم برادران و خواهر



ণپاسࢂචاری

. . ستایش.

آنکه بی است، آخر و باشد اولͬ او از قبل آنکه بی است، اول او هستͬ که، خداست مخصوص

نعمت از و شناساند ما به را خود که مخصوصخداست ستایش و باشد انتهایی و آخر او از بعد

گشود. ما بر ربوبیتش، به علم نامتناهͬ درهای از و کرد الهام ما به ای بهره شͺرش نهایت بی

هرگز که دریغشان بی های محبت پاس به ام گرامͬ مادر و پدر خدمت فراوان قدردانͬ و سپاس

ارجمندم استاد وقفه بی تلاشهای و دریغ زحماتبی از فراوان قدردانͬ سپاسو کند. فروکشنمͬ

راهͽشای هایخود راهنمایی با نامه پایان این انجام راستای در که ابطحͬ مرتضͬ دکتر جنابآقای

اند. بوده اینجانب

تشͺر مشاور استاد سمت در عباسپور غلامرضا دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از طور همین

پایان این داوری زحمت که رمضانپور دکتر و اصفهانͬ دکتر آقایان بزرگوار اساتید از و کنم مͬ

مͬ�کنم. سپاسͽزاری فرمودند تقبل را نامه

ماست هنرمندی یͺتای صحنه زندگͬ

رود صحنه از و خواند خود نغمه کسͬ هر

بجاست پیوسته صحنه

یاد. به بسپارند مردم که نغمه آن خرم



چͺیده

پذیر مشتق توابع از متشکل دار نرم جبرهای

وسیله�ی: به

محمدخواه شادی

توابع تمام از متشͺل جبر D١(X) کنیم فرض باشد. مختلط صفحه از کامل و فشرده زیرمجموعه ͷی X کنیم فرض

است نرم�دار تابعͬ جبر ͷی زیر نرم با (X)D١همراه Xباشد. روی مشتق�پذیر پیوسته طور به مقدار مختلط

∥f∥١ = |f |X + |f ′|X (f ∈ D١(X)).

جبر که دارد وجود X کامل و فشرده مجموعه از مثال�هایی است. آن بودن کامل مسأله جبر، این درباره مهم مسأله ͷی

نیست. کامل (D١(X), ∥ · ∥١) نرم�دار

به است. کامل D١(X) آن تحت که مͬ�کنیم بررسͬ را شرایطͬ و مͬ�پردازیم مسأله این بررسͬ به پایان�نامه این در

مͬ�پردازیم. جبر این سازی کامل مسأله به علاوه

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

ز شͺل�ها فهرست

٢ مقدمات ١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط صفحه در مسیرها ١-١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طول�پذیر مسیرهای و کراندار تغییر با تابع�های ١-٢

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیری انتگرال ١-٣

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار جبرهای ۴-١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار تابعͬ جبرهای ۵-١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط همومورفیسم�های ۶-١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایده�آل�ها ١-٧

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبیعͬ تابعͬ جبرهای ١-٨

١٩ مشتق�پذیر توابع از متشͺل نرم�دار جبرهای ٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . D١(X)جبر ٢-١

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است (X)D١کامل آن تحت که شرایط برخͬ ٢-٢

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم مجموعه�های ٢-٣

ه�



٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . D(X,M) Dn(X)و جبرهای ۴-٢

۴٢ D١(X) کامل��سازی ٣

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق −F ٣-١

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . D١(X) شده کامل ٣-٢

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالاتر مراتب مشتق −F ٣-٣

۶١ نیست کامل D١(X) آن تحت که شرایط برخͬ ۴

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . D١(X) نبودن کامل برای کافͬ شرایط ١-۴

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . نیست (X)D١کامل آن تحت که هندسͬ شرایط برخͬ ٢-۴

٧٧ مراجع

٧٩ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

٨٢ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

و



فهرستشکل�ها

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیست (X)D١کامل Xکه مجموعه ͷی از مثالͬ ٢-١

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم مجموعه ͷی از مثالͬ ٢-٢

٧١ . . . . . . . . . . . نیست (X)D١کامل Xکه شعاعͬ جذب خود مجموعه ͷی از مثالͬ ١-۴

٧٣ . . . . . . . . . . است (X̂)D١کامل اما نیست (X)D١کامل Xکه مجموعه ͷی از مثالͬ ٢-۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١٨.٢.۴ قضیه در شده توصیف مجموعه ͷی از مثالͬ ٣-۴

ز



پیشگفتار

توسط بار اولین Xبرای کامل و فشرده مجموعه روی مشتق�پذیر پیوسته طور به توابع از متشͺل نرم�دار جبرهای

تعاریف برخͬ اول فصل در مͬ�باشد فصل چهار شامل پایان�نامه این .[١٢] شد ارائه ١٩٧٣ سال در دیو و دیلز

توابع از متشͺل نرم�دار جبر دوم فصل در مͬ�دهیم. ارائه باناخ جبرهای و ریاضͬ آنالیز از مقدماتͬ قضایای و

(X)D١کامل که داد خواهیم Xارائه کامل و فشرده مجموعه از مثالͬ و مͬ�کنیم تعریف (X)D١را مشتق�پذیر

(X)D١کامل آن تحت که مͬ�کنیم بررسͬ را شرایطͬ و مͬ�پردازیم جبر این بودن کامل بررسͬ به سپس نیست

است کامل (D١(X), ∥ · ∥١) نرم�دار جبر X کامل و فشرده مجموعه برای مͬ�دهیم نشان مثال عنوان به است

هر برای و w ∈ X هر ازای به که طوری به باشد موجود Cz > ٠ ثابت ،z ∈ X هر ازای به اگر فقط و اگر

،f ∈ D١(X)

|f(w)− f(z)| ≤ Cz|w − z|
(
|f |X + |f ′|X

)
.

اساس بر که مشتق از جدیدی مفهوم منظور این برای مͬ�پردازیم، D١(X) سازی کامل مسأله به سوم فصل در

در مسیرها از نظر مورد خانواده F چنانچه مͬ�کنیم. معرفͬ مͬ�شود Xتعریف در مسیرها از سودمند خانواده�ای

نشان و است جدید مفهوم به مشتق دارای که دهیم مͬ قرار f پیوسته توابع تمام مجموعه D١را
F (X) Xباشد،

D١
F (X) موارد از بسیاری در (X)D١و ⊆ D١

F (X) ثانیاً و است باناخ تابعͬ جبر ͷیD١
F (X) اولا˟ مͬ�دهیم

و باشد منظم مجموعه�های از متناهͬ اجتماع X اگر که مͬ�دهیم نشان مثال عنوان به است D١(X) شده کامل

.D١(X) = D١
F (X) آن�گاه Xباشد در طولپذیر جردن مسیرهای تمام خانواده F

مͬ�کنیم. بررسͬ را نیست (X)D١کامل آن تحت که شرایط برخͬ چهارم فصل در

١



١ فصل

مقدمات

مͬ�پردازیم قرارداد چند بیان به ابتدا در

مͬ�دهیم قرار مͬ�دهیم. نمایش C با را مختلط صفحه و R با را حقیقͬ خط پایان�نامه این سراسر در (١)

I = [٠,١], R+ = [٠,∞), R+• = (٠,∞)

D = {z ∈ C : |z| < ١}, T = {z ∈ C : |z| = ١}, ∆ = D ∪ T.

مͬ�دهیم. نمایش z با را C از زیرمجموعه�ای روی تابع این تحدید یا ،z 7→ z ،C روی همانͬ تابع (٢)

باشد، کراندار (
an
bn

) دنباله هرگاه باشد، R+• در دنباله�ای (bn) و R+ در دنباله�ای (an) کنیم فرض (٣)

مͬ�نویسیم

an = O(bn)

مͬ�نویسیم ، lim
n→∞

an
bn

= ٠ هرگاه و

an = o(bn)

.n → ∞ وقتͬ

٢



مختلط صفحه در مسیرها ١-١

اعداد b و a که است γ : [a, b] → C مانند پیوسته تابع ͷی C مختلط صفحه در مسیر ͷی .١.١.١ تعریف

،γ(a) = γ(b) چنانچه مͬ�گوییم. γ(b) به γ(a) از مسیر ͷی را γ صورت این در .a < b و هستند حقیقͬ

مͬ�دهیم. نمایش γ+ و γ− با ترتیب به را γ مسیر انتهایی و ابتدایی نقاط �گوییم. بسته مسیر ͷی را γ آن�گاه

یعنͬ

γ− = γ(a) , γ+ = γ(b).

چنانچه باشد. ͷی �به ͷی γ هرگاه �گوییم ١ جردن مسیر ͷی را γ : [a, b] → C مسیر .٢.١.١ تعریف

گوییم. �بسته ساده مسیر ͷی را γ آن�گاه باشد، ͷی به ͷی (a, b) بازه بر γ و γ(a) = γ(b)

مسیر هر به البته نقاط. از مجموعه ͷی نه و مͬ�کنیم تعریف نگاشت ͷی را مسیر هر ما که داشت توجه باید

بنابراین مͬ�دهیم. نشان γ∗ با را آن و مͬ�کنیم مربوط ،γ برد یعنͬ ،C از زیرمجموعه�ای γ : [a, b] → C

γ∗ = {γ(t) : a ≤ t ≤ b}.

عنوان به باشند. یͺسانͬ بردهای دارای متفاوت مسیر دو است ممͺن متفاوتند. هم با γ∗ و γ که مͬ�کنیم دقت

مثال

γ١(t) = eit, γ٢(t) = e٢it, (٠ ≤ t ≤ ٢π)

تنها γ١ حالیͺه در مͬ�کند طͬ را واحد دایره بار دو γ٢ واقع در دارند. یͺسان برد ولͬ هستند متفاوت مسیر دو

مͬ�پیماید. را واحد دایره بار ͷی

که �طوری به C در γ مسیر از است عبارت X در مسیر ͷی باشد C از زیرمجموعه�ای X اگر .٣.١.١ تعریف

.γ∗ ⊆ X

طول�پذیر مسیرهای و کراندار تغییر با تابع�های ١-٢

اگر مͬ�گیریم. نظر در را a < b که [a, b] فشرده بازه

a = x٠ < x١ < · · · < xn−١ < xn = b,

١Jordan path

٣



را [xk−١, xk] بازه مͬ�نامیم. [a, b] بازه از افراز ͷی را P = {x٠ = a, x١, . . . , xn = b} مجموعه آن�گاه

دسته .
∑n

k=١ ∆xk = b− aصورت این در .∆xk = xk − xk−١ مͬ�دهیم قرار و مͬ�نامیم P kام زیربازه

مͬ�شود. داده نشان P [a, b] نماد با [a, b] روی ممͺن افرازهای همه�

اگر باشد. تابع ͷی f : [a, b] → R کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

P = {x٠ = a, x١, . . . , xn = b}

مͬ�دهیم قرار ١ ≤ k ≤ n ازای به باشد، [a, b] روی افراز ͷی

∆fk = f(xk)− f(xk−١) , Λ(f, P ) =

n∑
k=١

|∆fk|.

،[a, b] روی P افراز هر ازای به که طوری به باشد داشته Mوجود مانند مثبت عددی هرگاه

Λ(f, P ) ≤ M,

صورت به که مͬ�دهیم نشان Λ(f) با را [a, b] روی f کل تغییر و است کراندار تغییر با [a, b] بر f گوییم آن�گاه

مͬ�شود تعریف زیر

Λ(f) = sup
{
Λ(f, P ) : است [a, b] بر افراز ͷی P

}
.

مͬ�دهند. بدست را کراندار تغییر با تابع�های از مثال�هایی زیر قضیه دو

است. کراندار تغییر با بازه این بر f آن�گاه باشد، یͺنوا f : [a, b] → R هرگاه .٢.٢.١ قضیه

کنید. مراجعه [١] مرجع از ۵.۶ قضیه ،١٨٩ صفحه به اثبات.

با [a, b] بر f آن�گاه باشد، کراندار و موجود (a, b) بر f ′ و باشد پیوسته f : [a, b] → R هرگاه .٣.٢.١ قضیه

است. کراندار تغییر

کنید. مراجعه [١] مرجع از ۶.۶ قضیه ،١٨٩ صفحه به اثبات.

مͬ�شود دیده آسانͬ به f(x) = x cos(
π

٢x
) مͬ�دهیم قرار x ̸= برای٠ و f(٠) = ٠ فرضکنیم .۴.٢.١ مثال

افراز حال است. پیوسته [٠,١] بر f که

Pn =
{

٠, ١
٢n

,
١

٢n− ١
, . . . ,

١
٣
,
١
٢
,١
}

۴



که مͬ�شود معلوم ساده�ای محاسبه� با نظرمͬ�گیریم. در [٠,١] روی را

Λ(f, Pn) =
٢n∑
k=١

|∆fk| =
١

٢n
+

١
٢n

+
١

٢n− ٢
+

١
٢n− ٢

+ · · ·

+
١
٢
+

١
٢
= ١ +

١
٢
+ · · ·+ ١

n
.

(١.١)

بر f لذا .Λ(f, Pn) > M که یافت nای Mمͬ�توان > ٠ هر برای پس واگراست.
∑ ١

n توافقͬ سری چون

نیست. کراندار بازه این بر f ′ ولͬ دارد وجود (٠,١) بر f ′ مثال این در نیست. کراندار تغییر با [٠,١]

بر f صورت این در ،f(x) = x٢ cos(
١
x
) مͬ�دهیم قرار x ̸= ٠ برای و f(٠) = ٠ فرضکنیم .۵.٢.١ مثال

مͬ�باشد. کراندار [٠,١] بر f ′ زیرا است، کراندار تغییر با [٠,١]

زیر صورت به را Λ(γ, P ) آن�گاه باشد. [a, b] بر افرازی P و مسیر ͷی γ : [a, b] → C کنیم فرض حال

مͬ�کنیم تعریف

Λ(γ, P ) =

n∑
i=١

|γ(xi)− γ(xi−١)|.

منحنͬ ͷی طول Λ(γ, P ) پس مͬ�باشد. C در γ(xi−١) و γ(xi) نقاط بین فاصله مجموع این در iام جمله

بیشتر γ برد به چندظلعͬ این باشد ظریفتر P افراز قدر هر است. γ(xn), . . . , γ(x٠) رئوس با چندضلعͬ

مͬ�شود. ͷنزدی

,Λ(γها P ) Pمجموعه مانند [a, b]افرازهای ازایهمه به هرگاه است، ٢ طول�پذیر γ مسیر گوییم تعریف٢.١.۶.

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان |γ| با را γ مسیر طول صورت این در باشد. کراندار

|γ| = sup
{
Λ(γ, P ) : است [a, b] بر افراز ͷی P

}
.

تعریف ∞ را γ طول و مͬ�شود نامیده نامتناهͬ طول با γ باشد، بیͺران ,Λ(γها P ) مجموعه چنانچه

مͬ�کنیم.

هر β و α اگر فقط و اگر است طول�پذیر هستند) γ مؤلفه�های β و α (که γ = α+ iβ مسیر .٧.٢.١ قضیه

باشند. کراندار تغییرات با دو

کنید. مراجعه [١] مرجع از ١٧.۶ قضیه ،١٩٨ صفحه به اثبات.

٢rectifiable

۵



نیست. کراندار تغییرات با [٠,١] بازه بر ،γ(٠) = ٠ و t ̸= ٠ ازای به γ(t) = t cos( π
٢t) تابع .٨.٢.١ مثال

مͬ�باشد. نامتناهͬ طول با مسیر ͷی γ بنابراین

متناهͬ تعداد در (احتمالا˟) مͽر ،[a, b] بر جا همه γ′ اگر است ٣ هموار تکه�ای γ مسیر گوییم .٩.٢.١ تعریف

باشند. داشته وجود چپ و راست مشتق دو هر که است لازم استثنایی نقطه�های این در باشد. پیوسته نقطه،

هستند. کراندار هموار تکه�ای مسیرهای .١٠.٢.١ ملاحظه

مͬ�آید بدست زیر تساوی از آن طول و است طولپذیر آن�گاه باشد، هموار تکه�ای γ مسیر اگر .١١.٢.١ قضیه

|γ| =
∫ b

a
|γ′(t)|dt.

مͬ�شود. نتیجه [٢] مرجع در ٢٧.۶ قضیه از اثبات.

تحدید از که است مسیری γ از زیرمسیر ͷی باشد. مسیر ͷی γ : [a, b] → C کنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف

باشد. آمده بدست [a, b] از بسته�ای زیربازه به γ

باشد. نداشته ثابتͬ زیرمسیر هیچ و باشد طول�پذیر γ هرگاه دارد نام ۴ پذیرفتنͬ C در γ مسیر .١٣.٢.١ تعریف

منظور و Xاست در ناثابت مسیر ͷی Xتصویر در کمان ͷی از منظور نامه پایان این طول در .١۴.٢.١ قرارداد

ͷی پذیرفتنͬ، کمان ͷی از منظور Xاست. در طول�پذیر ناثابت مسیر ͷی تصویر ،X در طول�پذیر کمان ͷی از

مسیر ͷی تصویر پذیرفتنͬ، ناثابت مسیر ͷی تصویر ترتیب، به ،X در طول�پذیر جردن کمان ͷی و جردن کمان

Xمͬ�باشد. در طول�پذیر جردن ناثابت مسیر ͷی تصویر و جردن ناثابت

در w و z واصل مسیر γ کنیم فرض .z, w ∈ X و باشد فشرده مجموعه ͷیX کنیم فرض .١۵.٢.١ قضیه

دارد. وجود w به z Xاز در جردن مسیر ͷی آن�گاه Xباشد،

کنید. مراجعه [١٣] مرجع به اثبات.

٣piecewise smooth

۴admissible

۶



مسیری انتگرال ١-٣

مͬ�دهیم. ارجاع [٢] و [١] منابع به را خواننده یس اشتیل ریمان انتگرال مفهوم درک برای ابتدا

بر f مختلط تابع کنیم فرض و باشد مختلط صفحه در مسیری γ : [a, b] → C کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

مͬ�شود تعریف زیر صورت به γ امتداد در f مسیری انتگرال باشد. شده تعریف ،γ برد ،γ∗

∫
γ
f =

∫ b

a
f(γ(t))dγ(t)

صورت�های به را انتگرال این گاهͬ باشد.) داشته وجود راست طرف یس اشتیل ریمان انتگرال که صورتͬ (در

∫ b

a
f(z)dz ,

∫
γ
f(z)dz

مͬ�نویسیم. نیز

γ∗ بر f که است آن
∫
γ f مسیری انتگرال وجود برای کافͬ شرط آن�گاه باشد، طول�پذیر γ هرگاه .٢.٣.١ قضیه

باشد. پیوسته

کنید. مراجعه [١] مرجع از ٢٧.٧ قضیه ،٢٣٣ صفحه به اثبات.

است برقرار مسیری انتگرال�های برای زیر خواصجمع�پذیری

باشد. مسیر ͷی γ کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

انتگرال β و α مختلط عدد جفت هر ازای به آن�گاه باشند، داشته وجود ،
∫
γ g و

∫
γ f انتگرال�های هرگاه (١)

داریم و دارد وجود
∫
γ(αf + βg)

∫
γ
(αf + βg) = α

∫
γ
f + β

∫
γ
g.

دو هرگاه .a < c < b آنها در که باشند [c, b] و [a, c] به γ تحدید ترتیب، به ،γ٢ و γ١ کنیم فرض (٢)

و دارد وجود نیز سومͬ آن�گاه باشند، داشته وجود زیر تساوی در مذکور انتگرال سه از انتگرال

∫
γ
f =

∫
γ١

f +

∫
γ٢

f.

٧



کنید. مراجعه [١] مرجع از ۵.١۶ قضیه ،۶١٢ صفحه به اثبات.

قدرمطلق تخمین برای زیر قضیه غالباً مسیرهایی چنین برای هستند. طول�پذیر انتگرال�گیری مسیرهای اکثر

مͬ�رود. کار به مسیری انتگرال ͷی

هر ازای به و باشد داشته وجود
∫
γ f هرگاه باشد. |γ| طول با طول�پذیر مسیر ͷی γ کنیم فرض .۴.٣.١ قضیه

است برقرار زیر نامساوی آن�گاه ،|f(z)| ≤ M ، γ∗ در z

∣∣∣∣ ∫
γ
f

∣∣∣∣ ≤ M |γ|.

کنید. نگاه [١] مرجع از ۶.١۶ قضیه ،۶١۴ صفحه به اثبات.

ریمان انتگرال� عنوان به مͬ�توان را هموار تکه�ای مسیرهای روی مسیری انتگرال�های که مͬ�کند بیان زیر قضیه

نوشت.

داشته وجود
∫
γ f مسیری انتگرال اگر باشد. [a, b] بر هموار تکه�ای مسیر ͷی γ کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

آن�گاه ∫باشد،
γ
f =

∫ b

a
f(γ(t))γ

′
(t)dt.

کنید. مراجعه [١] مرجع از ٧.١۶ قضیه ،۶١۴ صفحه به اثبات.

نرم�دار جبرهای ۴-١

عمل ͷی آن در که است C مختلط میدان روی A مانند برداری فضای ͷی مختلط، جبر ͷی .١.۴.١ تعریف

� است صادق زیر روابط در که است شده تعریف (x, y) 7→ xy ضرب

،x(yz) = (xy)z (١)

،x(y + z) = xy + xz (٢)

،(x+ y)z = xz + yz (٣)

.α(xy) = (αx)y = x(αy) (۴)

٨



اگر دارد نام یͺدار A جبر .xy = yx باشیم داشته ،x, y ∈ A هر ازای به هرگاه گوییم جابجایی را A جبر

که باشد موجود e ∈ A عنصر

ex = xe = x (x ∈ A).

را x ∈ A عنصر یͺتاست. وجود صورت در همانͬ عنصر مͬ�گوییم. A همانͬ عنصر را e صورت این در

که طوری به باشد موجود x−١ ∈ A مانند عنصری هرگاه نامیم معکوس�پذیر

x−١x = xx−١ = e.

مͬ�دهیم. نمایش G(A) با را A در معکوس�پذیر عناصر تمام مجموعه�

،x, y ∈ B اگر که طوری به B مانند A برداری زیرفضای ͷی از است عبارت A زیرجبر ͷی .٢.۴.١ تعریف

.xy ∈ B آن�گاه

است. جبر ͷی A جبر از B زیرجبر هر وضوح به

∥ · ∥ گوییم هست. هم جبر ͷی A همزمان که باشد نرم�دار فضای ͷی (A, ∥ · ∥) کنیم فرض .٣.۴.١ تعریف

اگر است جبری نرم ͷی

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ (x, y ∈ A).

کامل آن نرم اگر دارد نام باناخ جبر ͷی A نرم�دار جبر گوییم. نرم�دار جبر ͷی را جبری نرم ͷی به مجهز A جبر

.∥e∥ = ١ و باشد e همانͬ عنصر با باناخ جبر A هرگاه است یͺدار باناخ جبر A گوییم و باشد

مختلط توابع تمام از متشͺل برداری فضای باشد. هاسدورف و فشرده فضای ͷیX کنیم فرض .۴.۴.١ مثال

یعنͬ مͬ�دهیم. نمایش C(X) با Xرا روی پیوسته مقدار

C(X) = {f : X → C : است Xپیوسته بر f}.

| · |X با را C(X) روی ۶ یͺنواخت نرم یا ۵ سوپریمم نرم و مͬ�کنیم تعریف نقطه�ای صورت به را جبری اعمال

بنابراین مͬ�دهیم. نمایش

|f |X = sup{|f(x)| : x ∈ X} (f ∈ C(X))

۵supremum norm

۶uniform norm

٩



است. مختلط اعداد میدان روی یͺدار و جابجایی باناخ جبر ͷی (C(X), | · |X)صورت این در

جبر ͷی زیر صورت به ضرب عمل با C(X)×C(X) آن�گاه باشد، Xفشرده ⊆ C فرضکنیم .۵.۴.١ مثال

است.

(f١, f٢)(g١, g٢) = (f١g١, f١g٢ + f٢g١) (f١, f٢, g١, g٢ ∈ C(X))

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را C(X)× C(X) روی نرم

∥(f, g)∥ = |f |X + |g|X (f, g ∈ C(X))

است. C(X)× C(X) روی جبری نرم ͷی بالا شده تعریف نرم مͬ�دهیم نشان که

داریم ،(f١, f٢), (g١, g٢) ∈ C(X)× C(X) هر برای

∥(f١, f٢)(g١, g٢)∥ = ∥f١g١, f١g٢ + f٢g١)∥

≤ |f١|X |g١|X + |f١|X |g٢|X + |f٢|X |g١|X

≤ |f١|X |g١|X + |f٢|X |g٢|X − |f٢|X |g٢|X

+ |f١|X |g٢|X + |f٢|X |g١|X

= |f١|X(|g١|X + |g٢|X) + |f٢|X(|g١|X + |g٢|X)− |f٢|X |g٢|X

≤ (|f١|X + |f٢|X)(|g١|X + |g٢|X)

= ∥(f١, f٢)∥ ∥(g١, g٢)∥.

{fn}دنباله�های مͬ�شود نتیجه آن�گاه C(X)×C(X)باشد، در کشͬ دنباله� ͷی {(fn, gn)} فرضکنیم اکنون

f, g ∈ C(X) که مͬ�گیریم نتیجه است، کامل C(X) که آنجا از و هستند کشͬ (C(X), | · |X) در {gn} و

که طوری به دارد وجود

|fn − f |X → ٠ , |gn − g|X → ٠.

است. باناخ جبر ͷی (C(X)× C(X), ∥ · ∥) بنابراین (fn, gn) → (f, g)صورت این در

١٠



نرم�دار تابعͬ جبرهای ۵-١

پیوسته توابع تمام از متشͺل جبر C(X) و باشد هاسدورف و فشرده فضای ͷیX فرضکنیم تعریف١.۵.١.

اگر Xاست روی تابعͬ جبر ͷی A گوییم Xباشد. روی مقدار مختلط

باشد، C(X) از زیرجبری A (الف)

کند، جدا Xرا نقاط A (ب)

Xباشد. روی ثابت توابع تمام شامل A (ج)

،f ∈ A هر برای و باشد جبری∥·∥ نرم ͷی به مجهز Aکه تابعͬ جبر از است عبارت نرم�دار تابعͬ یͷجبر

باشد. کامل نرم ͷی ∥ · ∥ هرگاه Xاست روی باناخ تابعͬ جبر ͷی (A, ∥ · ∥) نرم�دار تابعͬ جبر .∥f∥ ≥ |f |X

مͬ�کنیم تعریف f ∈ C(X) تابع برای .٠ < α ≤ ١ و باشد Xفشرده ⊆ C کنیم فرض .٢.۵.١ مثال

Pα(f) = sup

{
|f(z)− f(w)|

|z − w|α
: z, w ∈ X, z ̸= w

}
آن�گاه مͬ�دهند. نمایش Lip(X,α) به را Pα(f) < ∞ که f پیوسته توابع همه مجموعه صورت این در

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را Lip(X,α) روی نرم Xاست. روی تابعͬ جبر ͷی Lip(X,α)

∥f∥α = |f |X + Pα(f).

است. باناخ تابعͬ جبر ͷی بالا، نرم با همراه Lip(X,α)صورت این در

ͷی A به آن�گاه باشد یͺنواخت نرم همان A روی نرم و باشد X روی باناخ تابعͬ جبر A اگر .٣.۵.١ تعریف

Xمͬ�گوییم. روی یͺنواخت جبر

همان ،X روی یͺنواخت جبرهای واقع در است. یͺنواخت جبر ͷی یͺنواخت نرم با همراه C(X) مثلا́

است. بسته یͺنواخت طور به که است C(X) زیرجبرهای

فضای و P◦(X) با را X روی چندجمله�ای�ها تمام فضای باشد. فشرده X ⊆ C کنیم فرض .۴.۵.١ مثال

یͺنواخت بستار را P (X) آن�گاه مͬ�دهیم. نمایش R◦(X) با Xرا خارج قطب�های Xبا روی گویا توابع تمام

جبرهای R(X) و P (X) لذا مͬ�کنیم. تعریف C(X) در R◦(X) یͺنواخت بستار را R(X) و P◦(X)

.P (X) ⊆ R(X) و Xهستند روی یͺنواخت
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