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����������min  ( ) , 
n

f x x∈�����������n
�������������
����� !n���"�
��#$

:
n

f →� ���%���&!'(�)*+���*�,�(��,-��$��#$�.�����&/���������!&�01���2"�3������!��&0�4"������5�0��!�

%���6�3$�7�������
�������8$��9�����	�
�&$�
,��"���:�1�����"�,��;�2"�3������!��&0�4"���������!�(�<!����

������$,=�
��>��&?��>�������
�,*����%@.� !�,A������!�B��C=�
,A*�BD��
������������
�&$����,0

�������*�,�(��93B�E�*+������#$�,.�������&�����&$���,����5�1�����"��$�F�;�%$�G�<��H.�
���)*�+��
�&$�3*�I

J�5�K$�.�������L�0�M,-���%����$���&?.�&5����N��!������<���.����
&��&���!�&O�5��������,�P8$���$�"����

������>�E�P��@�����
�,*���"�,�;�2"�3����!��&0�4"���!��������A��1��������
��8��+�(�4"���*!�,�O;��QR��
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,�2��3#�����4����)*������
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�
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��$%��&!#79�����7	F�3#���

2�,������'�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������1,��

2�-�!#79�����7	F��������G��H�IJ�#�B'�0������������������������������������������������������������������11��

�

�A�K�$%��&��+�!#79�����7	F�3#��L��A���M����8�=�4�)�A�;8��(�F��

N�,������'����������������������������������������������������������������������������������������������������������������1O��

N�-�)7	+��?��� �����������������������������������������������������������������������������������������������������1:��

N�1��A���M����8�=�4�)�A�;8P�(�F�����������������������������������������������������������������������22��

N�2�=FQ�#�#���������R	S�� ��������������������������������������������������������������������������������������2:��

N�PN��)	�	��=�	�D �$�E�0�����������������������������������������������������������������������������������N-��

NP5��=�4�=�	�D �T	(��������������������������������������������������������������������������������������������N5��

�

$%���>S�&)7���U���(�

5�,������'�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������5V��

5P-��7���)7���"�W��=��	+���������������������������������������������������������������������������������������5V��

5P1�)7	+��?�H�I������7�)7���U���(������������������������������������������������������������������������5-��

5P2��EX;������=��	+�YZ#��+�)��������������������������������������������������������������������������������5N�
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��������1�,&������������������������������� ��
!�"#���
$%�&�'������������������������..�����������������,O��

��������1�-&����������� ��
!�"#������
$%�()�*����	
����������������������������������..��������������������--��

��������2�P,&����������	
���+,�-��.����/�0,	������������������������������������������������..�������������������11��

��������N�P,&��
!��	1����#��� ��
!�"#�����	
���,�
���+,�-��.����/�0,	2��
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����� ������	
���������������������������������������������� �����!���"����#��$��%�&��'($!��)%�&��*��+���

,-�#����./������0�����$������������0��1�2��

�

������
������������

���������� �� 3���:
n

f →� ���4"�� ���#n∈x ��5$�� ��$���!�� ��� #���� �.�0ε >���+��� ��+��� ��6�

0δ >!�����7�#��8����#���n∈x ��!�- δ<x x������9����:( ) ( )  f f ε− <x x������

�������������$����3����#:
n

f →� ���4"��������#x��%�.��;��<�=�!�3����>�.���:
n

g →� �����6��

����#�����7�#��8�����+��0
n≠ ∈d ����+�����+��:�

������������������������������������������������������������
� Unconstrained Optimization 
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�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������?�

�

@����������������������������������A��������������������������������
( ) ( )

( )
0

lim
T

t

f t f
g

t→

+ −
=

x d x
x d��

��B�������#�����#�j
e=d!���.�

( ) ( )
0

lim
j

t

f te f

t→

+ −x x
��+�����6��!�#��>����<�=�����,-�>�)�-��CD6�!��

��E� f�����5�E�jx����1����������.
( )

j

f

x

∂

∂

x
����������,�=�2��

��������������$����3����#�:
n

f →� ���4"�����!�#n∈x ���;��<�=����$������8����!?��>����������+!�

�>�.��� ( )
j

f

x

� �∂
� �� �∂� �

x�!1,2,...,j n=��+�����$��������6��2��

�������� �����3�������;��<�=����$������8:
n

f →� ���4"�����!�#�n∈x ����;��<�=����$������8����!

F��������G���+����>�����!��>�.��
2

 i j

f

x x

∂

∂ ∂
���!, 1,2,...,i j n=��+�����$��������6��2��

��������!��3����,����. f��4"�����#x������+������ �����H��I:��

@��?�������A����������������������������( ) ( ) ( ) ( )
1 2

, ,...,

T

n

f f f
f

x x x

� �� � � � � �∂ ∂ ∂
∇ = 	 
� � � � � �

∂ ∂ ∂� � � � � �� �
x x x x��

��������"���,��E��'����J�3��� f���!��H��I��,��"���'�����Kn n×�����!���������� �����#����

��+�:��

@��GA�������������������������������������������������( )
2

2
    ,    1 , .

 ij
i j

f
f i j n

x x

∂
� �∇ = ≤ ≤� � ∂ ∂

x��

������������������������������������������������������������

�
�Continuously differentiable 
�
 Twice continuously differentiable 
�
�Hessian 
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�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������G�

�

��������#����L�19�����#S�#�M�����
n
���%�.�N�O����!�����#�����>�.��� [ ]0,1α ∈���

1 2
,x x S∈

��+�����+����:��

@��JA������������������������������������������������������������������������������������( )1 2
1x x Sα α+ − ∈��

��������$������%7�P��n
S ⊂ ���L�19��K� !�#��+���N�O���� :

n
f S ⊂ →� �����#�����.�� !�

1 2
,x x S∈���1����#�( )0,1α ∈���+�����+��:��

@��Q������A���������������������������������( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 1f x x f x f xα α α α+ − ≤ + −��

3����>�)�- f��L�19��#���#S���+����>������N�O��!2���

��������%����,��"���'����
n n

A ×�5�R���� ���1�����Q����.!�����#����>�.��n∈x ����+�����+��:��

0
T

A ≥x x��

���������&����,��"���'����
n n

A ×�5�R���� ����S�����#����>�.������.0
n≠ ∈x ����+�����+��:��

0
T

A >x x��

�������������#���B��T��U
�!�����7�5$���+����4"��K�#���%���������0

n∈x �������������+����V��+��#

�#���B�( )1k k
H+ =x x��%7������������!�,-�����7H��4����WEX����#�

k
x��+�������Y�Z�#�����B���2��

��������������.�#�����#���B��T���K���#�$��$����)1�[�5$�!��4"�� ���#����� >�.����>��\���V��+�#

0

n∈x �����!�K�N��6�Y]E���+�����)1�2��

������������������������������������������������������������
Q
���Positive semidefinit�

S
���Positive definit�

U
��Iterative method 
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�

�����
�����������	
����

^\�������!��Y]E�����%���#���������"����#��$��1�������:��

@��S�������������������������������������������������������������������������A( )min      ,    
n

f ∈x x ���

������Z��$�������������)%�&��*��+�������2�%���_���1L�>�%%7��1�%���^\�����������%������ `����1��#�$��$��1

���+������E"��]�[2��

�������������#��4"�∗
x�>�%%7��1%������>������� `���#���+!��>�.��0δ >��+�����+�����6�!���7�#��8���

���1��#���n∈x ��!�δ∗− <x x����+�����+���:( ) ( )f f
∗ ≤x x����

��������� ����4"��#∗
x�>�%%7��1%�����+���� >������#�$��$�#!����1��#���� >�.��n∈x ����+��� ��+���:

( ) ( )f f
∗ ≤x x����

���������!������%7�P��  :
n

f →� ���n∈x ���+����;��<�=��2��������.�n∈d ���+�����6��!����

��7�#��8( ), 0f∇ <x d����4"��N�`��������#�( )f∇ x���d���>�)�-d��=��7���E��Ka�#���  f���

x���+����>�����2��

�������������Y���*E�����>����$�����:( ) ( ) ( ) ( )T

k k k k k
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k
x��+���]�[2��

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
�
��Global convergence 
	
��Descent direction 
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∗∇ =x2��

�������MZ����,����d���#��.�� �7��%7∗
x�>�%%7��1%���K��+���� `���#!f���∗

x�5&6�F�1��#��$��� ����#��

����+��MZ���5$����I�W�+�#�����#����,�=��������.���7����∗
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→∞
− =x x�

��"�"X���L��.�0α >�5�R��5��m�K��β���B����L����	"�E���7�!k��+��!���7�#��8�����+�����+�����6�:��

1
lim

k

k

k

α β
∗

+

→∞ ∗

−
=

−

x x

x x

��



��������	�
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������U�

�

���.�>�)�-!{ }k
x����)1��g��Q����������#α����2�@���)1��g��Q51EZ�n��0����)1��g���#�% ����� !���

5$�2A��

������Io0���8���!���7����)%�1α =����( )0,1β ∈ �����������.�!�#{ }k
x����)1�Q��������402��

�.�� 1α =��0β =����!1 2α< <���0β >�����������.�!�#{ }k
x����)1�Q���������40��������)%���

��72α =�����.�!{ }k
x����)1��g��Q��F���#�������?�����2��

��

��������)1��g������ �����k��Q��E�"��!�����)1��5L�$�##���T���5$���Y�\�2�������E�������)1��g��

α�������E�����7����,�D�������β�5$�2�������������%7�P���#�{ }k
x���{ }k

′x�����������+�����+������#Q���

W���������&�-����)1��α�α′�+��!��.�α α′>���)1��>�)�-�!Q α−�����������)1������� �$����#�����)1�

Q α ′−�5$�2��

��������)1��g�������7����)1��g���#����#�)����� �Q��� `�5$����!����)1��g��R
�

����+��2�@���)1��g��
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0 1R< <��������.{ }k
x����∗

x�H��I���R��5$��)1���402���.�
1

1R =��������)1�����.�!��

H��IR���+�������40����]�[2�

�

������������������������������������������������������������
��
��Quotient Converagence 

��
��Quadratic�
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Q
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6��3�#��n n×��)�'���������
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�
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��Steepest descent method 
�
��Newton  method 
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T
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�#�$�%������S�Q'���YZ��� �!����&�+(��M����%��&��7H���
6��3�#���O
1 0

,..., ,
k

d d d'Q���%��6���%@��&'�

%����L.�<G�2���!����&����9�*�J]�[A�
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&+�1��&��7H���
6��<
I�Q�;���F��
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i Qd�+L&������^_���)�0����C� ����+M
���f��
G�2�����F��

:$�g�����������������������������������>����������������������������������������
 

  

T T

i i
i T T

i i i i

Q

Q Q
α

∗

= =
d x d b

d d d d
��

+L&���+��%!�����1�/����C� �
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