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تشکر و تقدیر

الخالق یشکر لم المخلوق یشکر لم من

است” نکرده تشکر خداوند از نکند تشکر خداوند بندگان از کس ”هر
رهنمون دانش و علم تحصیل راه در خود لطف به مرا و بخشید هستی نعمت من به که می گویم سپاس را مهربانم خداوند

ساخت.
به را واژه این احترام با بخشیدند. من به بی دریغ که مادرم و پدر مهربانی هاي برابر در است کوچکی واژه ي تشکر

می کنم. هدیه هستند، من تکیه گاه استوارترین که پدرم و من زندگی آموزگار بهترین که مادرم
بیش ندارد بینوا کند چه درویش تحفه ست سبزي برگ

اندیشه ها نه بیاموزد من به را اندیشیدن که هستم معلمی ستایشگر ”من است گفته سخن نیکو چه مطهري شهید، استاد
اندیشیدن بارز مصداق من براي که اصل ملاپور دکتر آقاي جناب گرانقدرم راهنماي استاد از می دانم لازم خود بر را.“

است. بوده زندگیم تجربه ي بهترین شما محضر در شاگردي بگویم: و کنم تشکر اندیشه ها، نه هستند
نشدنی ست فراموش من براي صفدري حمید دکتر آقاي جناب عزیزم مشاور استاد بی دریغ رهنمودهاي و دلسوزي ها

است. ستایش شایسته شک بی گرفته ام فرا ایشان از که درسهایی و
من به بی منت را خود دانش که اساتیدي از آموختن به مگر نبود میسر من براي دانش اندوزي تلاطم پر راه پیمودن

سپاسگزارم. بینهایت ایشان همه ي از بخشیدند،
غم من غم و آنها شادي من شادي که کرد هدیه من به دوستانی راه این در که می ستایم را خود خداي هم باز
خویش نیایش لحظه ي لحظه در که بسپار فرشتگانت به خدایا می کنم: دعا و می بوسم را آنها یکایک دست آنهاست،

نبرند. یاد از مرا دوستان
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1 فصل
سنتریک باري درونیابی

مقدمه 1 . 1
پیدا درونیاب هاي اي جمله چند ارزیابی براي را 2 سنتریک باري فرمول 1 تیلور ١٩۴۵ سال در
درونیاب یک معمولاً فرمول این که حقیقت این از را نتیجه اولین 3 ورنر ١٩٨۴ سال در و کرد
درونیاب این از دیگري نوع معرفی به خود مقاله در 4 بروت ١٩٨٧ سال در داد. ارائه ، است کسري

. بود خوبی نسبتاً تقریب مرتبه داراي و مجانب فاقد که پرداخت
دست سنتریک باري هاي درونیاب از جدیدي ي خانواده به 6 هورمن و 5 فلوتر ٢٠٠٧ سال در
پژوهش آغاز سر و داد می جاي خود در را پیشین کسري درونیاب هاي خانواده تمامی که یافتند

. شد راستا این در نوینی هاي

اي جمله چند درونیابی 2 . 1
a = x٠ < x١ < ... صورت> ,a]به b] بازه در گره نام به مجزاي نقطه n+ ١ کنیم می فرض
فضاي زیر یک از g تابع کردن پیدا هدف . باشیم داشته f٠, ..., fnمربوطه مقادیر با xn = b
ماکسیمم نرم با [a, b] بازه در پیوسته هاي تابع Banach ,C[a)،فضاي b], ∥ . البعد(∥ متناهی
یعنی کند می درونیابی ها درگره را ها داذه ، g که طوري به باشد می ∥.∥ = maxa≤x≤b یعنی|.|
درونیابی گروه دو . باشد می i = ٠, ..., n g(xi)براي = fi درونیابی خصوصیت داراي g

. دارد وجود
نوشته است fi از مستقل biکه هاي تابع از خطی ترکیب صورت به g که ، خطی 1-درونیابی

یعنی شود می

g(x) =
∑n

i=٠ bi(x)fi (1 . 1)

. شود و...می کلاسیک گویاي درونیابی ، پدَهِ هاي تقریب ، ها اسپلاین شامل درونیابی نوع 2-دومین
چند مقادیر،درونیابی n + ١ از شده داده مجموعه بین خطی درونیابی از کلاسیک هاي مثال بیشتر

1W.Taylor
2Barycentric
3W.Warner
4Berrut
5Floater
6K.Hormann
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کند می درونیابی را ها داده که باشد می n مساوي یا کوچکتر درجه pnاز فرد به منحصر اي جمله
شود لاگرانژنوشته شکل به تواند می و

pn(x) =
n∑

i=٠
li(x)fi

با

li(x) =
n∏

j=٠,j ̸=i

x− xj
xi − xj

(2 . 1)

است زیر خصوصیت با لاگرانژ بنیادي هاي li(x)تابع که

li(xj) =

{
١ i = j,
٠ i ̸= j

(3 . 1)

از سنتریک باري شکل . دارد x نقطه هر براي عملیات o(n٢) به نیاز شکل این در شده نوشته pn
اي گره اي جمله چند ابتدا . آید می دست لاگرانژبه شکل

L(x) =
n∏

i=٠
(x− xi) (4 . 1)

سنتریک باري هاي وزن و

λi =
١∏n

j=٠,j ̸=i(xi − xj)
(5 . 1)

[1] دهد می نشان ساده محاسبه یک . کنیم می تعریف را

λi =
١

L′(xi)

شود می نوشته زیر صورت به 2 . 1 بنیادي تابع

li(x) = L(x)
λi

x− xi

pn(x) = L(x)
n∑

i=٠

λi

x− xi
fi (6 . 1)

6 . 1 معادله . نامند می اول نوع سنتریک باري درونیابی فرمول یا شده اصلاح لاگرانژ رافرمول که1 . 6
pnرا
L

و محاسبه را pn
L

جزئی کسر تجزیه که است شده ١٨٢۵بیان سال [2]در در ژاکوبی وسیله به
فرمول1 . 5محاسبه از سنتریک باري هاي وزن اگر . کند می بیان 6 . 1 راست سمت در جمع عنوان به

2



عملیات O(n) در تنها اول نوع سنتریک باري اي جمله چند و دارند نیاز عملیات O(n٢)به شوند
. شود می محاسبه x هر براي

شکل ، لاگرانژ شکل در شده نوشته pn بررسی براي نیاز مورد عملیات از [6]،7تعدادي ریچ وین
اگر ، که گرفت نتیجه او .[1] کرد مقایسه 9را نویلسِ و 8 کنِز آیت هاي الگوریتم و سنتریک باري
داده ترجیح باید سنتریک باري شکل به اي جمله چند باشند ۵ مساوي یا بزرگتر ها گره از تعدادي

. شود
وجود نیز دوم نوع سنتریک باري فرمول . است پایدار شرط 1 . 6بدون که داد نشان [7]،10 هایم
پایداري به [a, b] بازه در تواند می همچنین و شود می نامیده سنتریک باري فرمول اغلب داردکه
اي جمله چند pnیک که است صورت این به دوم سنتریک باري فرمول . شود بررسی شکل اولین
ي همه اگر . کند می رادرونیابی (fi) مقادیر که باشد می n مساوي یا کمتر درجه از فرد به منحصر

داریم است فرد به منحصر اي جمله چند چون گاه آن باشد ١ برابر مقادیر

١ =
n∑

i=٠
li(x) = L(x)

n∑
i=٠

λi

x− xi

در1 . 6 شده بیان pn حال شد ١بیان
L

جزئی کسر تجزیه عنوان به در[2] ژاکوبی وسیله به معادله این
کنیم می تقسیم بر١ را

pn(x) =
n∑

i=٠

λi

x− xi
fi

/
n∑

i=٠

λi

x− xi
(7 . 1)

جمله چند درونیابی بررسی در و است ها اي جمله چند درونیابی سنتریک باري شکل فرمول این
[4 ،3] باشد می پایدار ، ها اي

می ظاهر کسر مخرج و صورت در ها وزن که است این دارد سنتریک باري دوم شکل که مزیتی
می λi براي تري ساده عبارت به منجر که شوند می حذف ها ضریب معمول طور به بنابراین شوند

ها وزن الفاصله متساوي هاي گره براي . شود

λi = (−١)i
(

n
i

)
دوم نوع چبیشف نقاط براي و

λi = (−١)iδi δi =

{ ١
٢

i = ٠,
١ i ̸= ٠

[5] . باشد می
7Winrich
8Aitkens
9Nevilles

10Higham
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خطی سنتریک باري گویاي درونیابی 3 . 1
باري گویاي درونیابی به اي جمله چند درونیابی از مستقیم تبدیل یک سنتریک باري دوم فرمول
گاه آن کنند تغییر wi صفر مخالف هاي وزن به λi هاي وزن اگر . دهد می نتیجه را سنتریک
ورنر11ِ توسط حاضر حال در زیر لم اول عبارت . نیست ١ برابر ضرورتاً L(x)

∑n
i=٠

wi

x− xi. است شده [9]اثبات در دوم عبارت و در[8]
یا مختلط تائی سه n+ ١ از مجموعه یک {(xi, wi, fi)}i=٠,...,n کنید فرض (1 .1 . 3 . 1 لم

گویاي تابع ، wi ̸= ٠ تمام اگر گاه باشد.آن j ̸= k براي xj ̸= xk با حقیقی

rn(x) =
n∑

i=٠

wi

x− xi
fi

/
n∑

i=٠

wi

x− xi
(8 . 1)

limx−→xi
rn(x) = fi کند: می درونیابی xiرادر fi

n از بیشتر نا درجه از اي جمله چند یک کسرآن مخرج و صورت که گویا درونیابی هر همچنین (2
شوند. نوشته wi هاي وزن براي 8 . 1 شکل در تواند می باشد

دهد(خصوصیت می نشان را سنتریک باري درونیابی از اضافی مزیت یک لم این از اول عبارت
که شرطی به شوند محاسبه خطا با wi هاي وزن اگر حتی است شده تضمین همیشه rn(xi) = fi

. باشند) صفر مخالف wi

نباشند وابسته f٠, ..., fn مقادیر به سنتریک باري هاي وزن اگر است خطی rn گویاي درونیابی
.

از توزیع هر i(١−)براي ي ها وزن سنتریک1 . 8با باري درونیابی که کرد 12[10]اثبات بروت
حدس را O(h) سرعت با h −→ ٠ که زمانی خطی همگرایی او این بر علاوه ندارد قطب ها گره

با ∥ f − rn ∥≤ kh یعنی زد

h = max
٠≤i≤n−١

(xi−١ − xi) (9 . 1)

انتخاب عددي طور به او الفاصله متساوي هاي گره براي . باشد می n از مستقل ثابت یک k و
را تر سریع همگرایی و کرد بررسی را ٢ بر شده تقسیم وزن آخرین و اولین با ، ها وزن از یکسانی

. زد [11]حدس را O(h٢) همگرایی کرد مشاهده ها وزن از قبلی انتخاب به نسبت

-هورمن فلوتر درونیابی 4 . 1
بیان را خطی سنتریک باري گویاي درونیابی از خانواده یک [12]13 هورمن و فلوتر ٢٠٠٧ در
از هایی وزن شامل ساختار کردند. اثبات سنتریک باري هاي وزن براي را صریحی فرمول و کردند
صحیح پارامتر یک ابتدا فرمول ایجاد براي است. شده بیان قبلی بخش انتهاي در که باشد می بروت
کنیم می مشخص i = ٠, ..., n− d براي pi وسیله به و کنیم می انتخاب را d ∈ ٠,١, ..., n

11Werner
12Berrut
13Floater Horman
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از اي مجموعه زیر که است d با مساوي یا کمتر درجه از فرد به منحصر اي جمله چند یک pi .
گویاي تابع کند. می درونیابی را fi, fi+١, ..., fi+d +dمقادیر ١

rn(x) =

∑n−d
i=٠ λi(x) pi(x)∑n−d

i=٠ λi(x)
(10 . 1)

با

λi(x) =
(−١)i

(x− xi)...(x− xi+d)
(11 . 1)

p٠, ..., pn−d اي جمله چند درونیابی از ترکیبی عنوان به تواند می و کند می درونیابی را ها داده
را اي جمله چند dدرونیابی = nانتخاب . شود ,(x)λ٠بیان ..., λn−d(x) هاي تابع ترکیب با
درونیابی از گروه زیر یک که شود می نامیده هورمن فلوتر 1 . 10درونیابی گویاي درونیابی . دهد می
. هستند منفی نا صحیح اعداد همیشه d ≤ n ، n, dبر کنیم می فرض . است خطی سنتریک باري
وهورمن فلوتر وسیله به 10 . 1 هاي درونیابی از اي خانواده است شده در[12]بیان که همانطور

. شد پیدا کردند می کار تو در تو وجهی دو هاي منحنی درونیابی روي بر که زمانی

ها ویژگی 5 . 1
ویژه به اي جمله چند درونیابی به نسبت بهتري تقریب گویا درونیابی که است شده شناخته خوبی به
بخش این در است مشکل ها قطب مکان شناسایی اما دهد می ها نقطه از بزرگ هاي دنباله براي
دارد بالا دقت ي مرتبه و ندارد قطبی هیچ که سنتریک باري گویاي درونیابی از اي خانواده ویژگی

. کنیم می بررسی را
a = x٠, < هاي نقطه از دنباله یک انتخاب f : [a, b] −→ R تابع تقریب به ساده راه یک
درجه از pn فرد به منحصر اي جمله چند درونیابی به f کردن مجهز و x١ < ... < xn = b
شده شناخته pn حال این با باشد می pn(xi) = f(xi) ي مجموعه یعنی ها نقطه این در n حداکثر
. دهد نشان را زیادي نوسانات تواند می بزرگ n براي و fنباشد به خوبی تقریب یک است ممکن
به ،[−۵,۵] بازه در xi = −۵ + ١٠ i

n
و f(x) = ١

١ + x٢ آن در رانگ14که تابع مثال براي
. است واگرا n −→∞ که زمانی pn ي ها اي جمله چند از اي دنباله

که باشد می ها درونیابی از نوع یک بررسی به نیاز باشند داده ما به xi درونیابی هاي نقطه اگر
براي استاندارد ابزار یک که است ها اسپلاین از استفاده معروف بسیار جایگزین یک حاضر حال در
به منجر تواند می گویا درونیابی از استفاده باشد. می ها الگوریتم تقریب و ها درونیابی از نوع هر

. شود معمولی هاي اي جمله چند به نسبت بهتري تقریب یک
و M + N = n که کنیم می انتخاب طوري Nرا و M ابتدا کلاسیک گویاي درونیابی در
به N و M حداکثر درجه از اي جمله چند qN و pM که ، pM

qN
شکل به گویاي تابع یک f(xi)

. باشند می ترتیب
. ندارد وجود درونیابی از اي بازه در ها قطب وقوع در کنترلی که است این اصلی مشکل
ها قطب مانع است ممکن بالا درجه از گویا هاي تابع از استفاده که زدند 16حدس بروت15ومیتلمن

14Runges
15Berrut
16Mittelman
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n بزرگی به دو هر کسر ومخرج صورت درجه که مناسب گویاي هاي تابع با الگوریتمی ها آن . شود
درونیابی چنین [11]این است گویا هاي درونیابی از مناسب گروه یک این نظرگرفتند در را باشد می

نوشته wi مقادیر براي r(x) =
∑n

i=٠
wi

x− xi
f(xi)∑n

i=٠
wi

x− xi

سنتریک باري شکل در توانند می هایی

هدف . کنیم مشخص را w٠, ..., wn هاي وزن که است کافی r کردن مشخص براي حال شود.
خوبی تقریب هاي ویژگی چنین هم و ندارد قطبی هیچ که است r درونیابی از هایی وزن جستجوي
بررسی 19 اسپرگر بالتن 18و بروت17،میتلمن توسط ها درونیابی نوع این از متفاوتی هاي نوع . دارد

[13] شد
سنتریک باري شکل در تواند می wi =

n∏
j=٠,j ̸=i

١
xi−xj

گرفتن با pn اي جمله چند درونیابی
یک کلی حالت در نقاط درونیابی براي اما کنند می جلوگیري ها قطب از ها وزن این شود بیان
دهیم می قرار ، شد زده [14]حدس بروت توسط دیگري هاي گزینه دهند نمی را خوبی تقریب

داریم i = ٠, ..., n براي wi = (−١)i

r(x) =

∑n
i=٠

(−١)i f(xi)
x− xi∑n

i=٠
(−١)i

x− xi

را آن همچنین او ندارد R در قطبی هیچ درونیابی این که داد نشان بروت باشد می گویا تابع یک که
است ١

n
ها نقطه از توزیع هر براي تقریب مرتبه که داد نشان و کرد استفاده رانگ تابع درونیابی براي

درونیابی یک که شد باعث این و کردند تایید ١را
n

پایین نسبتاً تقریب سرعت عددي نتایج ي همه .
کنیم. جستجو را بالا تقریب مرتبه با گویا

زیر کسر مخرج و صورت درجه که آنجایی از

r(x) =

∑n−d
i=٠ µi(x) pi(x)∑n−d

i=٠ µi(x)

باري شکل در تواند می nاست µi(x)حداکثر = (−١)n−d (x−x٠)...(x−xn) λi(x) با
شکل در را 10 . 1 piدر اي جمله چند ابتدا گیري نتیجه این براي [11] شود داده قرار 8 . 1 سنتریک

لاگرانژ

pi(x) =
i+d∑
k=i

i+d∏
j=i,j ̸=k

x− xi
xk − xj

f(xk)

17Berrut
18Mittelman
19Baltensperger
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کنیم می جایگزین 10 . 1 کسر درصورت را pi و شود داده قرار
n−d∑
i=٠

λi(x) pi(x) =
n−d∑
i=٠

(−١)i
i+d∑
k=i

١
x− xk

i+d∏
j=i,j ̸=i

١
xk − xj

f(xk) =
n∑

k=٠

wk

x− xk
f(xk)

که

wk =
∑
i∈jk

(−١)i
i+d∏

i=j,i ̸=k

١
xk − xj

(12 . 1)

با
jk := {i ∈ I : k − d ≤ i ≤ k} I := {٠, ..., n− d} (13 . 1)

داریم نیز کسر مخرج براي مشابه طور به

١ =
i+d∑
k=i

i+d∏
j=i,j ̸=k

x− xi
xk − xj

به شود می منجر که
n−d∑
i=٠

λi(x) =
n∑

k=٠

wk

x− xk

قضیه وسیله به چون . دارد 1 . 12را هاي وزن با سنتریک1 . 10 باري rشکل که دهد می نشان این و
20 ورنرِ توسط دیگر نتایج ندارد Rدر قطبی هیچ r که کرد خواهیم اثبات بعد هاي بخش در که اي
تواند می این و [15] باشند داشته نوسان علامت در باید wk هاي وزن که دهد می نشان 21 شنیدر و

شود بیان زیر صورت به

wk = (−١)k−d
∑
i∈jk

i+d∏
j=i,j ̸=k

١
|xk − xj|

(14 . 1)

دهد می d = ١ حالت . کنیم می بررسی مختلف هاي d براي wkرا حال

wk = (−١)k−١(
١

xk − xk−١
+

١
xk+١ − xk

) ١ ⩽ k ⩽ n− ١

و
w٠ =

−١
x١ − x٠

wn =
(−١)n−١

xn − xn−١
داریم کلی d براي

wk =
(−١)k−d

hd

∑
i∈jk

١
(k − i)!(i+ d− k)!

20Werner
21Schneider
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ضرب hdd! در را آنها توانیم می ما دهند نمی تغییر را r درونیابی ها وزن این از ثابتی مقیاس چون
داریم کنیم

wk = (−١)k−d
∑
i∈jk

(
d
k−i
)

باشند می زیر صورت به δ٠, ..., δn مقادیر مجموعه δk = (−١)k−dwk = |wk| نوشتن با
١,١, ...,١ d = ٠
١,٢,٢, ...,٢,٢,١ d = ١
١,٣,۴,۴, ...,۴,۴,٣,١ d = ٢
١,۴,٧,٨,٨, ...,٨,٨,٧,۴,١ d = ٣

این در این بنابر شود استفاده اي جمله چند درونیابی براي مستقیماً تواند می ها وزن براي بالا مقادیر
. باشد نمی ها وزن ي محاسبه به نیاز حالت

حالت این و یکسانند ها گره از توزیع هر براي مطلق قدر در ها وزن ي همه d = ٠ حالت در
برگرفته نتیجه دو اکنون . بود شده بیان ١٩٨٨ سال در [10] بروت توسط که است حالتی همان دقیقاً

. کنیم می بیان را از[12]
. ندارد حقیقی قطب در1 . 10 rn گویاي درونیابی .1 . 5 . 1 قضیه

1 . 10در کسر مخرج و صورت ضرب با اثبات:

(−١)n−d(x− x٠)...(x− xn)

داریم مشترك هاي ضریب کردن ساده و

r(x) =

∑n−d
i=٠ µi(x)pi(x)∑n−d

i=٠ µi(x)

µi(x) = (−١)n−d(x− x٠)...(x− xn)λi(x)

یا

µi(x) =
i−١∏
j=٠

(x− xj)
n∏

k=i+d+١

(xk − x) (15 . 1)

می قرار . باشد می n− d مخرج درجه و n حداکثر صورت درجه که دهد می نشان بالا رابطه که
کنیم می تعریف . است مثبت x ∈ R sبر که دهیم می نشان حال .s(x) =∑n

i=٠ µi(x) دهیم
I = {٠, ..., n− d}

گیریم می نظر در را ٠ ≤ α ≤ n xبراي = xα حالت ابتدا در
jα = {i ∈ I : α− d ≤ i ≤ α}
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ي برا µi(xα) = و٠ i ∈ jα ي همه براي µi(xα) > ٠ که داریم 15 . 1 بنابر حال
است تهی مخالف jα که آنجایی از i ∈ I − jα

s(xα) =
∑
i∈I

µi(xα) =
∑
i∈jα

µi(xα) > ٠

کنیم می فرض سپس ٠ ≤ α ≤ n− ١، α براي x ∈ (xα, xα+١) که کنیم می فرض حال
I١ := {i ∈ I : i ≤ α− d}

I٢ := {i ∈ I : α− d+ ١ ≤ i ≤ α} (16 . 1)
I٣ = {i ∈ I : α+ ١ ≤ i}

کنیم می تقسیم قسمت سه به را s

s(x) = s١(x) + s٢(x) + s٣(x) sk(x) =
∑
i∈Ik

µi(x) (17 . 1)

Ik اگر . sk(x) > ٠ باشد تهی مخالف Ik اگر دهیم می نشان حال ، k = ١,٢,٣ هر براي
هستند تهی ,I١مخالف I٢, I٣ از یکی حداقل چون و sk(x) = ٠ تعریف بر بنا گاه آن باشد تهی

s(x) > ٠ پس (Iبر (بنا
گاه آن d ≥ ١ اگر است تهی I٢ گاه آن d = ٠ اگر . کنیم می مطرح s٢را ابتدا منظور این براي

بنابراین ، i ∈ I٢ ي همه براي µi(x) > ٠ که بینیم از1 . 15می و است تهی I٢مخالف
این غیر در است I٣تهی گاه αآن ≥ n− d اگر گیریم می نظر در را s٣ سپس s٢(x) > ٠

است تهی مخالف I٣ و α ≤ n− d− ١ صورت
s٣(x) = µα+١(x) + µα+٢(x) + ...+ µn−d(x)

که بینیم می 15 . 1 از استفاده با
µα+١ > ٠ µα+٢ < ٠ µα+٣ > ٠

s٣(x) مطلق قدر در که دهیم می نشان .حال دارند نوسان علامت در بقیه و s٣مثبت در اول جمله
یعنی یابد می کاهش

|µα+١(x)| > |µα+٢(x)| > |µα+٣(x)| > ...

از1 . 15 µi بر بنا کنیم می ١+µiمقایسه براي را عبارت و i ≥ α+ ١ که کنیم می فرض این براي

µi+١(x) =
i∏

j=٠
(x− xj)

n∏
k=i+d+٢

(xk − x)

که جایی آن از
xi+d+١ − x > xi+١ − x
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