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چكيده
جابجایی حلقه که وهرجا هستند یکدار و شرکت�پذیر حلقه�ها پایان�نامه این در
چندجمله�ای حلقه�ی و حلقه یک پوچ�سازهای بررسی به ما می�کنیم. ذکر باشد،
پوچ�سازهای مجموعه�ی بین دوسویی رابطه�ی می�دهیم نشان و می�پردازیم آن روی
حلقه، اگر فقط� و اگر دارد وجود آن روی چندجمله�ای حلقه�ی و حلقه یک

باشد. آرمنداریز
حلقه یک ایده�آل�های پوچ�سازهای مجموعه�ی بین دوسویی رابطه�ی همچنین
شبه�آرمنداریز حلقه، اگر فقط�� و اگر دارد وجود آن روی چندجمله�ای حلقه�ی و

باشد.
وخواص می�پردازیم شبه�آرمنداریز و آرمنداریز حلقه�های معرفی به منظور بدین
را شرایطی و می�دهیم نشان دیگر حلقه�های با را آنها ارتباط و کرده بیان را آنها

می�دهیم. قرار بررسی مورد می�شود، شبه�آرمنداریز حلقه یک آن تحت که

شبه�آرمنداریز، حلقه�ی آرمنداریز، حلقه�ی ایده�آل، پوچ�ساز، : کلیدی واژگان
شبه�بئر حلقه�ی گاوسی، حلقه�ی



مقدمه

چندجمله�ای حلقه را R[x] باشد. یکدار و شرکت�پذیر حلقه یک R کنیم فرض
می�گیریم. نظر در R روی

می�کنیم: تعریف چنین را U (راست) چپ پوچ�ساز باشد، R زیرمجموعه U اگر

lR(U) = {a ∈ R | aU = ٠} (rR(U) = {a ∈ R | Ua = ٠}).

را آن روی چندجمله�ای حلقه و حلقه یک پوچ�سازهای بین روابط اینکه برای
می�کنیم. اشاره آنها به اول فصل در که داریم هایی پیشنیاز به نیاز دهیم، نشان

داریم. آرمنداریز حلقه�های بر مروری سپس
مربوط چندجمله�ای حلقه�ها�ی به که آرمنداریز حلقه�ها�ی مورد در مطالعه
درسال ٣ چاوچاریا و ٢ رجه و شد آغاز ١٩٩۴ سال در ١ آرمنداریز توسط می�شود
سال١٩٩٨ در سپس دادند. قرار بررسی مورد آنرا [١١] مقاله�ی در ١٩٩٧

Armendariz١

Rege٢

Chhawchharia٣

چ
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حلقه�ها�ی با را آرمنداریز حلقه�ها�ی ارتباط [٢] مقاله�ی در ۵ کامیلو و ۴ اندرسون
ارتباط به [٨] مقاله�ی در لی یانگ و کیم ٢٠٠٠ سال در آنها از بعد و گاوسی
این از که مهمی مطالب که پرداختند، کاهشی حلقه�ها�ی و آرمنداریز حلقه�ها�ی

می�کنیم. بیان و۴ ٢ فصل در را داریم نیاز مقاله دو
و است آرمنداریز حلقه�ی کاهشی، حلقه�ی هر می�دهیم نشان دوم فصل در
آنگاه باشد، آرمنداریز حلقه اگر همچنین است. آبلی حلقه آرمنداریز، حلقه�ی هر
باشد. (p.p) بئر آن چندجمله�ای حلقه اگر فقط� و اگر است (p.p) بئر حلقه یک
حلقه�ها�ی آرمنداریز، حلقه�ها�ی تعمیم با [۵] مقاله�ی از بااستفاده سوم فصل در
شبه�آرمنداریز یکحلقه، آن تحت که را شرایطی و می�کنیم معرفی را شبه�آرمنداریز
حلقه�ی یک شبه�بئر، حلقه�ی هر می�دهیم نشان و داده قرار بررسی مورد می�شود
شبه�آرمنداریز، حلقه�ی یک های توسیع از بعضی همچنین و است. شبه�آرمنداریز

است. شبه�آرمنداریز
به آن تعمیم و گاوسی حلقه�ها�ی معرفی از بعد چهارم فصل در همچنین
یک گاوسی حلقه�ی هر می�دهیم نشان ناجابجایی حالت در شبه�گاوسی حلقه�ها�ی

است. شبه�آرمنداریز حلقه�ی یک شبه�گاوسی حلقه�ی هر و آرمنداریز حلقه�ی
. می�پردازیم است پایان�نامه هدف که [۵] مقاله بررسی به پنجم فصل در

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را R حلقه پوچ�سازهای مجموعه�ی

rAnn(R) = {rR(U)|U ⊆ R}

ضابطه�ی با ϕ : rAnn(R) −→ rAnn(R[x]) نگاشت می�دهیم نشان
باشد. آرمنداریز حلقه�ی R اگر فقط� و اگر است دوسویی ϕ(I) = IR[x]

Anderson۴

Camillo۵
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می�کنیم: تعریف R از U ایده�آل هر به�ازای همچنین

rAnn(id(R)) = {rR(U) | R {Uایدآل

ضابطه�ی با ϕ : rAnn(id(R)) −→ rAnn(id(R[x])) نگاشت می�کنیم ثابت و
باشد. شبه�آرمنداریز حلقه�ی R اگر فقط� و اگر است دوسویی ϕ(A) = AR[x]

اینست می�شود ایجاد ذهن در مطالب این بررسی از بعد که مهمی سوال
حلقه�ها�ی مورد در کردیم، بیان ها حلقه مورد در که هایی ویژگی از بسیاری که
صادق مطلب این ها ویژگی همه مورد در آیا بود، صادق نیز آنها چندجمله�ای

؟ خیر یا است
مثالی [٧] مقاله�ی از ششم فصل در مطلب این نادرستی دادن نشان برای
لزوماً گولدی، حلقه�ی یک روی چندجمله�ای حلقه می�دهیم نشان و کرده ارائه را

نیست. گولدی

کاهه ملیحه
١٣٩١ اسفند
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١ فصل

نیازها پیش

آشناست آنها با احتمالا خواننده که می�پردازیم مفاهیمی مرور به ابتدا فصل این در
حلقه�ی دوم بخش در سپس می�کنیم. استفاده آنها از پایان�نامه این در ما و

می�کنیم. بیان را آن خواص و می�کنیم معرفی را آرمنداریز

مقدماتی مفاهیم و تعاریف ١.١

لزوما ولی است یکدار و شرکتپذیر فقط R حلقه پایان�نامه مراحل تمام در
می�کنیم. ذکر باشد جابجایی که هرجا و نیست جابجایی

نامند R اول رادیکال را R حلقه اول ایده�آل�های تمام اشتراک .١.١.١ تعریف
می�دهند. نمایش P (R) = ∩

Pاول P با و

.P (R) = ٠ اگر گوییم نیم�اول را R حلقه .٢.١.١ تعریف

١



٢ نیازها پیش .١ فصل

باشد. اول ایده�آل یک صفر ایده�آل اگر گوییم اول را R حلقه .٣.١.١ تعریف
.J = ٠ یا I = ٠ باشیم داشته IJ = ٠ اگر عبارتی به

رادیکال را R حلقه�ی ماکزیمال چپ های ایده�آل تمام اشتراک .۴.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش J(R) وبا گوییم R جیکوبسن

خودش و صفر ، آن های ایده�آل تنها اگر گوییم راساده R حلقه .۵.١.١ تعریف
باشد.

صحیح عددی به�ازای اگر گوییم پوچ�توان را R حلقه�ی در a عضو .۶.١.١ تعریف
.an = ٠ باشیم داشته n مثبت و

.a٢ = a اگر گوییم خودتوان را R حلقه�ی در a عضو .٧.١.١ تعریف

R در a, b عضو دو به�ازای اگر نامند نیمه�جابجایی را R حلقه .٨.١.١ تعریف
.aRb = ٠ آنگاه ab = ٠ باشیم داشته

غیر پوچ�توان عنصر هیچ شامل اگر نامند کاهشی را R حلقه .٩.١.١ تعریف
.a = ٠ آنگاه a٢ = ٠ اگر دیگر تعبیر به نباشد. صفر

هستند. نیمه�جابجایی کاهشی های حلقه .١٠.١.١ مثال

(ba)٢ = b ab︸︷︷︸
٠

a = ٠ داریم ab = ٠ اگر زیرا برهان.

r ∈ R هر به�ازای حال ba = ٠ داریم بودن کاهشی فرض با

(arb)٢ = ar ba︸︷︷︸
٠

rb = ٠

است. نیمه�جابجایی بنابراین aRb = ٠ نتیجه در arb = ٠ لذا

می�شود نامیده ١ نویمان فون به�مفهوم منظم R حلقه از a عضو .١١.١.١ تعریف
. aba = a بطوریکه باشد موجود R از b عضو اگر

گویند. a معکوس شبه را b عضو

Von Neumann١



٣ نیازها پیش .١ فصل

می�شود نامیده نویمان فون به�مفهوم منظم حلقه�ی یک R حلقه .١٢.١.١ تعریف
باشد. نویمان فون به�مفهوم منظم R از عضو هر اگر

مقسوم�علیه a هرگاه نامند منظم را R حلقه�ی از a ناصفر عنصر .١٣.١.١ تعریف
نباشد. صفر چپ و راست

R راست خارج�قسمتی حلقه�ی یک را Q(R) یکدار حلقه�ی .١۴.١.١ تعریف
اگر: نامند

R ⊆ Q(R) (i)
باشد. Q(R) در یکه یک R در منظم عضو هر (ii)

است. منظم a درآن که باشد c = ba−١ صورت به c ∈ Q(R) عضو هر (iii)
شرط در و می�شود تعریف R حلقه�ی چپ خارج�قسمتی حلقه�ی مشابه طریق به

.ab−١ دهیم قرار باید ba−١ بجای (iii)
تقریب با وجود صورت در اما ندارد وجود R چپ خارج�قسمتی لزوماًحلقه�ی
چپ خارج�قسمتی حلقه�ی حلقه�، یک است ممکن همچنین یکتاست. یکریختی

باشد. نداشته راست خارج�قسمتی حلقه�ی اما باشد داشته
یکدیگر با وجود، صورت در R حلقه�ی راست و چپ خارج�قسمتی حلقه�ی

هستند. یکریخت



۴ نیازها پیش .١ فصل

آرمنداریز حلقه�های ٢.١
حلقه�ی به پایان�نامه این در حلقه یک پوچ�سازهای خواص کردن مطرح برای

می�پردازیم. آنها بیان به بخش این در که داریم نیاز آرمنداریز
به را R روی توانی سری�های حلقه�ی و R[x] با را R روی چندجمله�ای حلقه�ی

می�دهیم. نمایش R[[x]] صورت
کرده�اند: تعریف زیر بصورت را حلقه�آرمنداریز چاوچاریا و رجه

چندجمله�ای دو برای درصورتی�که است آرمنداریز حلقه� R حلقه� .١.٢.١ تعریف
f(x)g(x) = ٠ اگر R[x] در g(x) = ∑m

j=٠ bjx
j و f(x) = ∑n

i=٠ aix
i

. aibj = ٠ ، ٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n هر ازای به� آنگاه

است. برقرار همواره تعریف این عکس که است بدیهی

Zpk صورت این در . k > ١ و باشد اول عددی p کنیم فرض .٢.٢.١ مثال
است. آرمنداریز حلقه�ی

بطوریکه می�گیریم نظر در را f(x), g(x) ∈ Zpk [x] صفر مخالف عضو دو برهان.
j ، i هر برای آن در که g(x) = ∑m

j=٠ bjx
j و f(x) = ∑n

i=٠ aix
i

ai, bj ∈ {٠,١, . . . , pk −١}

اگر حال f(x)g(x) = ٠ کنیم فرض

F (x) := a٠ + a١x+ . . .+ anx
n ، G(x) := b٠ + b١x+ . . .+ bmx

m

.F (x), G(x) ∈ Z[x] اینصورت در بگیریم، نظر در را
Z[x] حلقه�ی در لذا f(x)g(x) = ٠ اینکه به توجه با

pk|F (x)G(x)



۵ نیازها پیش .١ فصل

بطوریکه دارد وجود H(x) ∈ Z[x] پس

F (x)G(x) = pkH(x)

می�باشد، آن از اول عضوی p و است P.I.D یک Z[x] که آنجایی از
بنابراین صفرند مخالف G(x) و F (x) چون

pk - G(x) و pk - F (x)

که: دارند وجود ٠ < r, s < k تجزیه یکتایی بنابر

F (x) = prH١(x)G(x) = psH٢(x) r + s > k H١H٢ ∈ Z[x]

ps|bj و pr|ai داریم ٠ 6 j 6 n و ٠ 6 i 6 m هر برای لذا
نتیجه در pk|aibj بنابراین pr+s|aibj و

aibj = aibj = ٠

است. آرمنداریز حلقه�ی Zpk لذا

است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه�ی هر حلقه�ی زیر .٣.٢.١ قضیه

و باشد R زیر�حلقه�ی A و باشد آرمنداریز حلقه�ی R کنیم فرض برهان.

f(x) = a٠ + a١x+ . . .+ anx
n ، g(x) = b٠ + b١x+ . . .+ bmx

m

f(x) لذا است R[x] زیرحلقه�ی A[x] .f(x).g(x) = ٠ و باشند A[x] از عضوهایی
٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n هر ازای به فرض بنابر می�باشند. R[x] عضو g(x) و

است. آرمنداریز حلقه�ی A لذا ، aibj = ٠ داریم

ماتریس�های حلقه�ی می�کنیم ادعا باشد. حلقه� یک R کنیم فرض .۴.٢.١ مثال
نیست. آرمنداریز ، n ≥ ٢ برای R روی n× n مثلثی بالا
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R روی ٢ × ٢ مثلثی بالا ماتریس�های حلقه�ی دهیم نشان کافیست برهان.
می�شود. اثبات حکم ٣.٢.١ قضیه�ی بنابر لذا . نیست آرمنداریز

می�دهیم قرار باشد. R روی ٢×٢ مثلثی بالا ماتریس�های مجموعه S کنیم فرض

f(x) =

١ ٠

٠ ٠

+

١ −١

٠ ٠

x g(x) =

٠ ٠

٠ ١

+

٠ ١

٠ ١

x
اما f(x)g(x) = ٠ که است بدیهی هستند. S[x] عضوهای g(x) و f(x)

نیست. آرمنداریز حلقه�ی S لذا

١ ٠

٠ ٠


٠ ١

٠ ١

 ̸= ٠
نیست. آرمنداریز Mn(R) حلقه�ی .۵.٢.١ نتیجه

آرمنداریز R[x] حلقه�ی اگر فقط� و اگر است آرمنداریز R حلقه�ی .۶.٢.١ قضیه
باشد.

f(T ), g(T ) ∈ R[x][T ] و باشد آرمنداریز R حلقه�ی کنیم فرض برهان.

f(T ) = f٠ + f١T + . . .+ fnT
n , g(T ) = g٠ + g١T + . . .+ gmT

m

هستند. R[x] عضو fi, gj بطوریکه f(T )g(T ) = ٠ و
.figj = ٠ داریم ٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n هر به�ازای می�دهیم نشان

کنیم فرض

k = deg f٠ + . . .+ deg fn + deg g٠ + . . .+ deg gm

چندجمله�ای دو

g(xk) = g٠ + g١xk + . . .+ gmx
km ، f(xk) = f٠ + f١xk + . . .+ fnx

kn
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fi ضرایب مجموعه {ai٠ , . . . , aini
} می�کنیم فرض . می�گیریم نظر در را R[x] از

باشد. gj ضرایب مجموعه {bj٠ , . . . , bjmj
} و باشد

g(xk) و f(xk) ضرایب مجموعه با gj و fi ضرایب مجموعه که است بدیهی
فرض به بنا است. مساوی

f(T )g(T ) = ٠

لذا می�شود، جابجا R اعضای با x چون و

f(xk)g(xk) = ٠

بنابراین است، آرمنداریز حلقه�ی R فرض بنابر

aisbjt = ٠ ∀i, j, s, t

، l هر به�ازای که می�شود نتیجه بالا رابطه�ی از . figj =
∑

l clx
l می�دهیم قرار

اثبات حکم و ٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n آن در که figj = ٠ یعنی cl = ٠
می�شود.

زیرحلقه�ی R چون باشد، آرمنداریز R[x] حلقه�ی می�کنیم فرض برعکس حال
می�شود. نتیجه حکم ٣.٢.١ قضیه از است R[x]

نشان شده�اند. تعریف چندجمله�ای دو حاصلضرب برای آرمنداریز حلقه�های
است. برقرار نیز ها چندجمله�ای از متناهی حاصلضرب برای تعریف این می�دهیم

f١, . . . , fn ∈ R[x] اگر باشد. آرمنداریز حلقه�ی R کنیم فرض .٧.٢.١ قضیه
.a١ . . . an = ٠ آنگاه f١ . . . fn = ٠ بطوریکه

( ai ∈ Ai که می�دهیم نمایش Ai با را fi ضرایب (مجموعه

آرمنداریز حلقه�ی R اینکه به توجه با بنابراین f١(f٢ . . . fn) = ٠ داریم برهان.
a١b = ٠ داریم f٢ . . . fn چندجمله�ای از b ضریب هر به�ازای است،

a١f٢(f٣ . . . fn) = یعنی a١f٢ . . . fn = ٠ می�دهد نتیجه که
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از c ضریب هر به�ازای لذا است، a١f٢ از ضریب یک a١a٢ که آنجایی از
a١a٢f٣ . . . fn = ٠ لذا a١a٢c = ٠ داریم f٣ . . . fn چندجمله�ای

a١ . . . an = ٠ می�گیریم نتیجه روند این تکرار با

حلقه�های مستقیم حاصل�جمع و مستقیم حاصل�ضرب می�دهیم نشان حال
. است آرمنداریز آرمنداریز،

اینصورت در باشد. حلقه�ها از خانواده�ای {Rα}α∈Γ کنیم فرض .٨.٢.١ قضیه
داریم:

α هر برای اگر فقط و اگر است آرمنداریز حلقه�ی ∏
α∈ΓRα (i)

باشد. آرمنداریز حلقه�ی Rα

α هر برای اگر فقط و اگر است آرمنداریز حلقه�ی ⊕
α∈ΓRα (ii)

باشد. آرمنداریز حلقه�ی Rα

همریختی به توجه با باشد، آرمنداریز حلقه�ی ∏
α∈ΓRα اگر (i) برهان.

Rα٠ −→
∏
α∈Γ

Rα

x 7−→ xα

xβ = ٠ ، β ̸= α٠ هر برای و xα٠ = x بطوریکه
حلقه�ی Rα٠ ، ٣.٢.١ قضیه طبق لذا است. ∏α∈ΓRα از حلقه�ای زیر Rα٠

است. آرمنداریز
می�دهیم نشان باشد، آرمنداریز حلقه�ی Rα ، α ∈ Γ هر برای اگر حال

است. آرمنداریز ∏α∈ΓRα حلقه�ی
اینکه به توجه با f(x)g(x) ∈ (

∏
α∈ΓRα)[x] کنیم فرض

(
∏
α∈Γ

Rα)[x] ∼=
∏
α∈Γ

(Rα[x])
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نوشت می�توان

f(x) = (fα(x))

g(x) = (gα(x))

α ∈ Γ هر برای آنگاه f(x)g(x) = ٠ اگر حال fα(x), gα(x) ∈ Rα[x] بطوریکه
. fα(x)gα(x) = ٠ داریم

برار gα (x) و fα (x) ضرایب ضرب حاصل لذا است، آرمنداریز حلقه�ی Rα چون
xα ∈ Rα که می�باشد (xα) شکل به f(x) ضرایب اینکه به توجه با است. صفر
yα ∈ Rα که می�باشد (yα) شکل به g(x) ضرایب و است fα(x) از ضریبی xα و

. xαyα = ٠ بنابراین است، gα(x) از ضریبی yα و
حلقه�ی ∏

α∈ΓRα و است صفر برابر g(x) و f(x) ضرایب ضرب حاصل لذا
است. آرمنداریز

همریختی به توجه با باشد، آرمنداریز حلقه�ی ⊕
α∈ΓRα اگر (ii)

Rα −→
⊕
α∈Γ

Rα

x 7−→ xα

برای ٣.٢.١ قضیه طبق لذا و بوده ⊕α∈ΓRα از زیرحلقه�ای Rα ، α ∈ Γ هر برای
است. آرمنداریز حلقه�ی Rα ، α ∈ Γ ∏هر

α∈ΓRα (i) طبق باشد، آرمنداریز حلقه�ی Rα ، α ∈ Γ هر برای اگر حال
بنابراین است، ∏α∈ΓRα حلقه�ی زیر ⊕

α∈ΓRα چون و است آرمنداریز حلقه�ی
است. آرمنداریز حلقه�ی ⊕

α∈ΓRα ، ٣.٢.١ قضیه طبق

{Ri}i∈I حلقه�های از خانواده�ای ٢ زیر�جمع�مستقیم را R حلقه .٩.٢.١ تعریف
مانند یک�به�یک همریختی اگر نامند

h : R→
∏

i∈I Ri

subdirect sum٢


