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چͺیده

را اولش گراف توسط L١۶(٢)خاص تصویری خطͬ سادهی گروه تشخیصپذیری پایان�نامه، این در
Γ(G) = Γ(L١۶(٢)) آنگاه باشد متناهͬ گروه ͷی G اگر که مͬکنیم ثابت درواقع مͬکنیم. بررسͬ

مͬآوریم؛ زیر نشده حل مساله بر مثبت پاسخͬ و ،G ∼= L١۶(٢) اگر فقط و اگر
دارد؟ وجود همبند اول گراف وسيله به تشخيصپذير متناهͭ گروه ͷي آيا نشده: حل مسأله

توسط که را همبند اول گراف با متناهͬ گروه ͷی از مثال اولین تشخیصپذیری این اثبات با بنابراین
مͬآوریم. است، تشخیصپذیر همبندش اول گراف

گروه این تشخیصپذیری سپس و مͬدهیم نشان را گروه این تشخیصپذیری شبهه ابتدا اثبات برای
مͬکنیم. ثابت را

کلیدی واژگان

تشخیصپذیری. شبهه تشخیصپذیری؛ خاص؛ خطͬ گروه اول؛ گراف

ب
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فاطمه نام: کریمͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

آن اول گراف توسط L١۶(٢) خطͬ سادهی گروه تشخیصپذیری عنوان:

رضایͬزاده غلامرضا دکتر راهنما: استاد
طائری بیژن دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

پایه علوم دانشͺده شهرکرد دانشͽاه:
٧۴ صفحات: تعداد ١٣٩٠ بهمن فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

تشخیصپذیری شبهه تشخیصپذیری؛ خاص؛ خطͬ گروه اول؛ گراف کلیدی: واژگان

چͺیده
گرافاولش تصویریخاص(٢)L١۶توسط سادهیخطͬ گروه تشخیصپذیری پایان�نامه، این در
Γ(G) = Γ(L١۶(٢)) آنگاه باشد متناهͬ Gیͷگروه اگر که ثابتمͬکنیم درواقع مͬکنیم. بررسͬ را

مͬآوریم؛ زیر نشده حل مساله بر مثبت پاسخͬ و ،G ∼= L١۶(٢) اگر فقط و اگر
دارد؟ وجود همبند اول گراف وسيله به تشخيصپذير متناهͭ گروه ͷي آيا [٢٩] نشده: حل مسأله
توسط که را همبند اول گراف با متناهͬ گروه ͷی از مثال اولین تشخیصپذیری این اثبات با بنابراین

مͬآوریم. است، تشخیصپذیر همبندش اول گراف
تشخیصپذیری [٣٠] سپستوسط و مͬدهیم نشان را گروه این شبههتشخیصپذیری ابتدا اثبات برای

مͬکنیم. ثابت را گروه این



ৎقد৤مන෤঳ଘرଌن୓یز৯دজ࣓م

৮دروماБЗభرদوارم،
وঙࢡඥرସ୍م.



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ابتͺارات مطالعات، نتایج بر مرتبط مادی حقوق کلیهی
پایاننامه این موضوع تحقیق از ناشͬ نوآوریهای و

است. شهرکرد دانشͽاه به متعلق



චاری... ণپاس໋�

و كشيدی انديشهام دفتر بر را علم نقش و نهادی امͺان دايره در مرا كه سپاس را تو خدايا
باشد. وجودم سيرابگر نادانͬ برهوت در تا داشتͬ ارزانͬام را معرفتت و دانش زلال چشمهسار

پروردند جان به مرا كه بزرگوارم مادر و پدر زندگيم، معلمان بزرگترين و اولين از ابتدا در
مرا راه دراین که عزیزم همسر از و ساختند، شͺوفا دلم در را روشن افقهای به رسيدن اميد و

دارم. را تشͺر نهایت قلب صميم از کردند یاری

غلامرضا دكتر آقای جناب گرامͬام، راهنمای استاد پاسزحمات به مͬدانم لازم خود بر

طائری بیژن دكتر جنابآقای گرامͬام، مشاور زحماتاستاد همچنین و رضایͬزاده
قدردانͬ و نهايتتشͺر شدند، پاياننامه اين شدن پربار باعثهرچه دقتنظرشان و سعهیصدر با كه

باشم. داشته را

نقͬپور، علیرضا آقایدکتر و ریسمانچیان محمدرضا جنابآقایدکتر از
مͬکنم. تشͺر گرفتند، عهده بر را پایاننامه این داوری و بازخوانͬ زحمت که

سركار حسامͬ، خدابخش دكتر آقای جناب ارجمندم، اساتيد از نهايت، در

از تحصيل دوران در كه آهنجیده ندا دکتر خانم و حسامͬ تاتيانا دكتر خانم
دارم. را قدردانͬ و تشͺر كمال شدهام بهرمند ايشان ارزشمند رهنمودهای

ਖ৷ඟ໊ی ঳ࢯ૱نૡં༙۱۳۹۰ه
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نمادها فهرست

N طبيعͬ اعداد مجموعه
ϕ تهͬ مجموعه
Zp p پیمانهی به صحیح اعداد مجموعه
F اعداد میدان
GF(q) q = pf مرتبهی از اعداد متناهͬ میدان
∃ دارد وجود
∀ هر ازای به
∈ به متعلق
∋ طوریکه به
⊆ زیرمجموعه
⊂ واقعͬ زیرمجموعه
≤ زیرگروه
▷ نرمال زیرگروه
ch مشخصه زیرگروه
∼= یͺریختͬ
≡ همنهشت
mod پیمانه
[x] x حقیقͬ عدد صحیح جزء
m | n nرا مͬکند عاد m
[m,n] nو mمشترک مضرب کوچͷترین
(m,n) n و mمشترک مقسومعلیه بزرگترین
|G| G گروه مرتبهی



٢ نمادها فهرست

o(x) x عنصر مرتبهی
⟨X⟩ X توسط شده تولید زیرگروه
G′ G مشتق زیرگروه
CG(H) G در H مرکزساز
NG(H) G در H نرمالساز
Z(G) G مرکز
I همانͬ ماتریس
Aut(G) G خودریختͬهای گروه
Inn(G) G داخلͬ خودریختͬهای گروه
Out(G) G خارجͬ خودریختͬهای گروه
Φ(G) فراتینͬ زیرگروه
f fͬهمریخت هستهی
Im f fͬهمریخت تصویر
[G : H] G در H اندیس
Sylp(G) G سیلوی p-زیرگروههای همهی مجموعهی
Op(G) G p-رادیͺال
Op(G) G p-باقͬمانده
xg g با x مزدوج
OrbG(x) G در x شامل مدار
Gx Gدر x پایدارساز
πe(G) G عناصر مرتبهی مجموعهی
π(G) |G| اول مقسومعلیههای مجموعهی
Γ(G) G اول گراف
t′(G) G اول گراف از مستقل مجموعهی بزرگترین
t(G) G اول گراف مؤلفههای تعداد
Ordqp pn ≡ ١ mod (q) طوریکه n کوچͷترین
ΠMi Miها مستقيم حاصلضرب
M ⋉N N Mو گروههای نیممستقیم حاصلضرب



مقدمه

پرداختهایم، آن خطͬخاصتصویری(٢)L١۶توسطگرافاول تشخیصپذیریگروه به پایاننامه این در
و هستند گروه مرتبهی اول مقسومعلیههای آن راسهای که است گرافͬ گروه هر اول گراف که
مͬآیند. دست به pq مرتبه با گروه از عضوی وجود صورت در q و pراس دو اتصال از یالهایش

قرار بررسͬ مورد را گروه ویژگͬهای از ͬͺی که است صورت این به گروهها، تشخیصپذیری
مͬکنند. ردهبندی یͺریختͬ حد تا را دارند را ویژگͬ این که گروههایͬ و مͬدهند

که گفت مͬتوان اولش، گراف توسط L١۶(٢) گروه تشخیصپذیری ͬͽونͽچ مورد در بنابراین
G مثل گروهͬ اول گراف تساوی از هرگاه است، اولش گراف توسط تشخیصپذیر L١۶(٢) گروه
تشخیصپذیری، این اثبات از پس و برسیم گروه دو این یͺریختͬ به L١۶(٢) گروه اول گراف با
در كه است سؤالهايͭ از ͭͺي كه ،٢ زاوارنیتسین توسط [٢٩] در آمده نشده حل مسأله بر پاسخͬ

مͬآوریم. است، مطرح متناهͭ گروههاى ردهبندى
دارد؟ وجود همبند اول گراف وسيله به تشخيصپذير متناهͭ گروه ͷي آيا نشده: حل مسأله

اثبات روش مͬکنیم. ارائه است، همبند اول گراف با گروهͬ که ،L١۶(٢) گروه منظور این برای
است حلناپذیر گروهͬ G گروه که مͬدهیم نشان ابتدا در که است طریق بهاین تشخیصپذیری این
سادهی وگروه N حلپذیر ماکسیمال نرمال زیرگروه ازای به G/N که مͬکنیم ثابت بعدی گام در و
مͬکنیم ثابت و ،P ∼= L١۶(٢) گروه که مͬدهیم نشان آنکه از پس و است، ساده تقریبا گروهͬ ،P
گـروه يك L١۶(٢) خـطـͭ گروه که مͬکنیم ثابت ٩.١.٣ از استفاده با و است، بدیهͬ N گروه که

مͬباشد. همبندش اول گراف توسط تشخیصپذير
از پس بنابراین نیست، صحیح [١٠] مقاله در N گروه بودن بدیهͬ اثبات که است ذکر شایان
به [٣٠] از استفاده با مͬباشد، ٢-گروه ͷی بودن، بدیهͬ غیر درصورت N مͬدهیم نشان اینکه

مͬرسیم. نظر مورد یͺریختͬ

٢Zavarnitsin

٣



١ فصل

پیشنیازها و مقدماتͬ مفاهیم

بخش در اختصاصمͳدهیم. مͳشوند، استفاده بعدی فصلهای در که پایه مفاهیم ͳبرخ مرور به را فصل این

به سپس و گروه عمل بعدی بخش در مͳکنیم، یادآوری را گروهها نظریهی ͳمقدمات مفاهیم از ͳبعض اول

مͳپردازیم. فروبنیوس گروه ͳمعرف

ͳمقدمات مفاهیم ١.١

گروه دربارهی ͳمفاهیم ١.١.١

صورت این در است. آن از ͳناته زیرمجموعهای S و گروه G کنیم فرض (مرکزساز). ١.١.١ تعریف

مͳکنیم؛ تعریف چنین مͳدهیم نشان CG(S) با که را G در S مرکزساز

CG(S) = {g ∈ G | g x = x g , ∀ x ∈ S }.

است. G زیرگروه CG(S) .٢.١.١ لم

شود. مراجعه ١٠.٢.١ لم [٣٢] مرج΄ به برهان.

از: عبارتاست G گروه مرکز گروه). (مرکز تعریف٣.١.١

Z(G) =
∩
x∈G

CG(x).

این در است. G از ͳناته زیرمجموعهای S و ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض (نرمالساز). تعریف١.١.۴

مͳکنیم؛ تعریف زیر صورت به و دهیم ͳم نشان NG(S) با را G در S نرمالساز صورت

NG(S) = {g ∈ G | g−١Sg = S}.

۴



۵ ͳمقدمات مفاهیم .١.١

صورت این در است. آن از ͳناته زیرمجموعهای S و ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض .۵.١.١ گزاره

.CG(S)⊴NG(S) همچنین و است G زیرگروه NG(S)

شود. مراجعه ۵.٢.۴ گزاره [٣٢] مرج΄ به برهان.

گروه صورت این در است. آن از ͳزیرگروه H و گروه Έی G کنیم فرض .(N − C ) ۶.١.١ گزاره

است. ی΋ریخت Aut(H) از ͳزیرگروه با NG(H)/CG(H)

شود. مراجعه ۶.٢.٨ گزاره [٣٢] مرج΄ به برهان.

(ͳخارج خودریختͳهای (گروه تعریف٧.١.١.

مͳدهیم. Out(G)نشان با را آن و Gمͳنامیم ͳخارج خودریختͳهای گروه را Aut(G)
Inn(G)

ͳخارجقسمت گروه

. G
Z(G)

∼= Inn(G) داریم G گروه هر برای .٨.١.١ گزاره

شود. مراجعه ٣.٢.٨ گزاره [٣٢] مرج΄ به برهان.

در .xy = yx طوریکه به هستند آن از عضوهای y و x و است گروه Έی G کنیم فرض .٩.١.١ گزاره

دارد. وجود [o(x), o(y)] مرتبهی از عضوی G در صورت این

شود. مراجعه ٣.٣.٢ مسئله [٣٢] مرج΄ به برهان.

در مͳکند. عاد را |G| که است ͳاول عدد p و ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض .(ͳکش) ١٠.١.١ قضیه

است. p مرتبهی از عنصری دارای G صورت این

شود. مراجعه ٢.٣.٩ لم [٣٢] مرج΄ به برهان.

زیرگروههای اشتراک صورت این در است. گروه Έی G کنیم فرض .(ͳفراتین (زیرگروه تعریف١١.١.١

نداشته ماکسیمال زیرگروه G (اگر مͳدهیم نشان Φ(G) با را آن و نامیم G ͳفراتین زیرگروه را G ماکسیمال

مͳکنیم). تعریف G با برابر را Φ(G) باشد،

Έی را G ͳمتناه گروه صورت این در است. اول عدد Έی p کنیم فرض (p-گروه). ١٢.١.١ تعریف

باشد. p اول عدد از ͳتوان G مرتبهی هرگاه مͳنامیم p-گروه

Mدر صورت این در است. آن از ͳماکسیمال Mزیرگروه و یpΈ-گروه G کنیم فرض .١٣.١.١ گزاره

.[G :M ] = p و است نرمال G

شود. مراجعه ٨.٢.٩ گزاره [٣٢] مرج΄ به برهان.
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Έی را G ͳمتناه گروه است. اول عدد Έی p کنیم فرض .(ͳمقدماتͳآبل (p-گروه ١۴.١.١ تعریف

باشد. G = Zp × Zp × · · · × Zp صورت به هرگاه مͳنامیم ͳمقدماتͳآبل p-گروه

ͳمقدماتͳآبل p-گروه Έی G
Φ(G)

صورت این در است. ͳمتناه p-گروه Έی G کنیم فرض .١۵.١.١ لم

است.

شود. مراجعه ١٠.١.١٣ نتیجه [٣٢] مرج΄ به برهان.

عددی آن مرتبهی اگر گوییم، ′p-گروه Έی را G گروه است. اول عددی p کنیم فرض تعریف١.١.١۶.

است. اول p به نسبت که باشد

ͳنابدیه نرمال سرهی زیرگروه هرگاه گوییم، ساده را G ͳغیربدیه گروه ساده). (گروه ١٧.١.١ تعریف

باشد. نداشته

اول اعدادی p, q, r آن در که است، pqr مرتبهی از ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض .١٨.١.١ قضیه

نیست. ساده G صورت این در هستند.

شود. مراجعه ١٠.١.١٠ گزاره [٣٢] مرج΄ به برهان.

ͳناآبل سادهی گروه هرگاه گوییم، ساده تقریبا را G ͳغیربدیه گروه ساده). تقریبا (گروه تعریف١٩.١.١

.S ≤ G ≤ Aut(S) طوریکه به باشد، داشته وجود S مثل

داریم: صورت این در است. گروه Έی G کنیم فرض .٢٠.١.١ لم

است؛ G نرمال زیرگروه ،G نرمال زیرگروههای اشتراک (١)

⟨N,H⟩؛ = NH و N ∩H ⊴H و بوده G زیرگروه NH آنگاه ،H ≤ G و N ⊴Gاگر (٢)

.NH ⊴G آنگاه ،H ⊴G و N ⊴G اگر (٣)

شود. مراجعه ۶.٢.۴ لم [٣٢] مرج΄ به برهان.

نرمال زیرگروه N ͳنابدیه زیرگروه ،G ͳنابدیه ͳمتناه گروه در که مͳکنیم یادآوری .٢١.١.١ ملاحظه

و H ⊴ G اگر و φg(N) ⊆ N باشیم داشته G از φg ͳداخل ͳخودریخت هر ازای به اگر است، G مینیمال

.H = Nیا١ آنگاه ،H ≤ N

Gداشته از φ ͳخودریخت هر ازای به هرگاه Gمͳنامیم، مشخصهی زیرگروه Gرا Hاز زیرگروه همچنین

.φ(H) ⊆ H باشیم
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است. G در نرمال ͳزیرگروه G از مشخصه زیرگروه هر وضوح به

باشند. G خود و ͳبدیه زیرگروه مشخصهاش زیرگروههای تنها هرگاه نامیم، ساده مشخصا را G گروه

است. ی΋ریخت سادهی گروههای مستقیم حاصلضرب با برابر ͳمتناه سادهی مشخصا گروه هر همچنین

نرمال زیرگروههای که است ΀واض مͳشود نرمال G در N نرمال زیرگروه از مشخصه زیرگروه هر چون و

شود). مراجعه ١١.٢.٨ قضیه [٣٢] مرج΄ (به هستند ساده مشخصا G در مینیمال

زیرگروههای همهی حاصلضرب صورت این در است. ͳمتناه ͳگروه G کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف

داریم G ͳبدیه گروه (در مͳگوییم G بنیان آن به و مͳدهیم نشان Socle(G) با را G مینیمال نرمال

.(Socle(G) = ١

حاصلضرب Socle(G) صورت این در است. ͳبدیه غیر ͳمتناه گروه G کنیم فرض .٢٣.١.١ ملاحظه

است. G مینیمال نرمال زیرگروههای از ͳبعض مستقیم

مینیمال نرمال زیرگروه هر صورت این در است. ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض .٢۴.١.١ گزاره

با اینکه یا و است Zp با ی΋ریخت گروههای حاصلضربمستقیم مساوی pای، اول عدد ازای به یا ،G

است. برابر ͳناآبل سادهی گروههای حاصلضربمستقیم

شود. مراجعه ١٣.٢.٨ نتیجه [٣٢] مرج΄ به برهان.

یΈسری صورت این در است. GیΈگروه فرضکنیم زیرنرمال). سری و نرمال تعریف٢۵.١.١(سری

· · · ≤ Gi−١ ≤ Gi ≤ Gi+١ · ·· صورت به G زیرگروههای از زنجیری از عبارتاست G برای زیرنرمال

باشد. برقرار i هر ازای به Gi−١ ⊴Gi آن در که

مͳنامیم. سری عاملهای را Gi

Gi−١
ͳخارجقسمت گروههای بالا تعریف در

مͳنامیم. نرمال سری را فوق سری ،Gi ⊴G باشیم داشته iهر ازای به چنانچه

صورت به ͳزیرنرمال سری که باشد ͳگروه G گروه هرگاه حلپذیر). (گروه تعریف١.١.٢۶

١ = G٠ ⊴Gi−١ ⊴Gi ⊴ · · ·Gn = G

مͳنامیم. حلپذیر ͳگروه را G گروه آنگاه باشد، داشته ͳآبل عوامل با

است. حلپذیر ͳگروه، ͳمتناه p-گروه هر .٢٧.١.١ قضیه

و است نرمال G در که دارد وجود G از M ماکسیمال زیرگروه ،١٣.١.١ گزاره از استفاده با برهان.

نرمال زیرگروه بودن p-گروه دلیل به نیز M ͳازطرف مͳباشد. ͳآبل و دوری ͳگروه G
M

بنابراین ، G
M

∼= Zp

سری Έی بنابراین برسیم. ͳبدیه زیرگروه به که دارد ادامه ͳجای تا روند این و دارد، pاندیس از ͳماکسیمال

مͳشود. ثابت G حلپذیری و داشت خواهیم ͳآبل عوامل با G زیرگروههای از زیرنرمال
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نیز HK صورت این در هستند. G از حلپذیری و نرمال زیرگروههای K و H کنیم فرض .٢٨.١.١ لم

است. G از حلپذیر و نرمال ͳزیرگروه

شود. مراجعه ۶.٢.١٢ گزاره [٣٢] مرج΄ به برهان.

(مشتق (G
H
)(n) صورت این در است. آن از نرمال ͳزیرگروه H و گروه Έی G کنیم فرض .٢٩.١.١ لم

است. G(n)H
H

با برابر ͳنامنف ΀صحی عدد هر برای (G/H ͳخارجقسمت گروه nام

شود. مراجعه ۴.٢.١٢ لم [٣٢] مرج΄ به برهان.

مͳباشد. حلپذیر pqr مرتبهی از گروه هر .٣٠.١.١ لم

مͳشود. ثابت ١٨.١.١ و ٢٩.١.١ لم از استفاده با برهان.

است. حلپذیر فرد، مرتبه از ͳمتناه گروه هر (فایت-تامپسون). ٣١.١.١ قضیه

شود. مراجعه [٢١] مرج΄ به برهان.

|G| اول عامل هر ازای به صورت این در است. ͳنابدیه حلپذیر گروه Έی G کنیم فرض .٣٢.١.١ گزاره

است. p از ͳتوان [G :M ] که Mدارد مانند ͳماکسیمال زیرگروه G گروه ،p مانند

شود. مراجعه ٨.٣.١٢ لم [٣٢] مرج΄ به برهان.

یا p-گروه آن عوامل که باشد ͳنرمال سری دارای هرگاه گوییم، p-حلپذیر را G گروه تعریف٣٣.١.١.

باشند. ′p-گروه

از Gعبارتاست برای مرکزی یΈسری است. GیΈگروه فرضکنیم مرکزی). تعریف٣۴.١.١(سری

باشیم داشته i هر برای طوریکه به · · · ≤ Gi−١ ≤ Gi ≤ Gi+١ · صورت·· به G زیرگروههای از زنجیری

همچنین: و Gi ⊴G
Gi

Gi−١
≤ Z(

G

Gi−١
).

صورت به مرکزی سری آن برای که باشد ͳگروه G گروه هرگاه پوچتوان). (گروه تعریف١.١.٣۵

١ = G٠ ⊴Gi−١ ⊴Gi ⊴ · · ·Gn = G

نامیم. پوچتوان ͳگروه را G گروه باشد، داشته وجود

هستند: معادل G ͳنابدیه و ͳمتناه گروه برای زیر شرایط .٣۶.١.١ لم
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است؛ پوچتوان G (١)

است؛ نرمال G در G سیلوی زیرگروه هر (٢)

است. ی΋ریخت خود سیلوی زیرگروههای مستقیم حاصلضرب با G (٣)

شود. مراجعه ١٠.١.١٢ قضیه [٣٢] مرج΄ به برهان.

است. حلپذیر ͳگروه پوچتوان، گروه هر .٣٧.١.١ لم

مͳشود. ثابت ٢٨.١.١ لم و ٢٧.١.١ لم ،٣۶.١.١ لم از استفاده با برهان.

-π را n عدد صورت این در است. اول اعداد از مجموعهای π کنیم فرض (π-عدد). تعریف٣٨.١.١

′π-عدد Έی را nصورت این غیر در πباشد. مجموعهی عضو n عدد اول مقسومعلیه هر هرگاه گوییم عدد

گوییم.

صورت این در است. ͳمتناه مرتبهی از ͳعضوهای با ͳگروه G کنیم فرض (π-گروه). تعریف٣٩.١.١

باشد. π-عدد Έی آن عضو هر مرتبهی اگر نامیم π-گروه Έی را G

صورت این در است. آن از ͳزیرگروه H و گروه Έی G کنیم فرض هال). (π-زیرگروه تعریف۴٠.١.١

باشد. ′π-گروه Έی [G : H] و بوده HیπΈ-گروه هرگاه نامیم G از هال یπΈ-زیرگروه Hرا زیرگروه

شامل و π-گروهها از کلاس Έی Λ و ͳمتناه ͳگروه G کنیم فرض (π-رادی΋ال). ۴١.١.١ تعریف

Έی است، Λ کلاس عضو که ،H مانند G نرمال π-زیرگروه بزرگترین صورت این در است. ͳبدیه گروه

مͳدهیم. نشان Oπ(G) با و نامیم G π-رادی΋ال Έی را آن که است G مشخصهی زیرگروه

شامل و π-گروهها از کلاس Έی Λ و ͳمتناه ͳگروه G کنیم فرض (π-باقͳمانده). ۴٢.١.١ تعریف

G/KیπΈ-گروه که طوری به ،K Gمانند نرمال زیرگروه کوچΈترین صورت این در است. ͳبدیه گروه

G/Oπ(G) و مͳدهیم نشان Oπ(G) با را آن که است G مشخصهی زیرگروه Έی باشد، Λکلاس به متعلق

مͳنامیم. π-باقͳمانده Έی را

-π ،G ͳمتناه گروه هر برای صورت این در است. π-گروهها از کلاس Έی Λ کنیم فرض .۴٣.١.١ لم

دارد. وجود π-رادی΋ال و باقͳمانده

شود. مراجعه ۶.٣.٢ لم [١۵] مرج΄ به برهان.

ترتیب به و باشد، p اول عدد شامل فقط مͳتواند ،π مجموعهی شده ذکر تعاریف در .۴۴.١.١ ملاحظه

مͳشوند. تعریف p-باقͳمانده و p-رادی΋ال هال، p-زیرگروه ′p-گروه، p-گروه، ′p-عدد، مشابه طریق به
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در .(m,n) = ١ آن در که است mn مرتبه از ͳمتناه حلپذیر گروه Έی G کنیم فرض .۴۵.١.١ قضیه

صورت: این

است؛ m مرتبهی از هال زیرگروه Έی دارای G (١)

مزدوجند. m مرتبهی از G هال زیرگروه دو هر (٢)

شود. مراجعه ۵.۴.١۵ قضیه [٣٢] مرج΄ به برهان.

K زیرگروه صورت این در است. آن از ͳزیرگروه H و ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض تعریف١.١.۴۶.

مͳنامیم؛ H متمم کند، صدق زیر شرایط در که را G از

K؛ ∩H = ١ (١)

.G = KH (٢)

صورت این در است. آن هال زیرگروه ΈیH و ͳمتناه حلپذیر گروه Έی G کنیم فرض .۴٧.١.١ نتیجه

است. متمم دارای G Hدر

شود. مراجعه ۶.۴.١۵ نتیجه [٣٢] مرج΄ به برهان.

را SΩ زیرگروه هر صورت این در است. مجموعه Έی Ω کنیم فرض .(ͳشتΎجای (گروه تعریف۴٨.١.١

است). Ω روی جایΎشتها گروه SΩ) مͳنامیم ͳشتΎجای گروه Έی

عضو n شامل مجموعهای Ω و ͳمتناه گروه Έی G کنیم فرض .(ͳشتΎجای (نمایش ۴٩.١.١ تعریف

در و مͳنامیم. n درجه از G ͳشتΎجای نمایش Έی را ρ : G −→ SΩ ͳهمریخت هر صورت این در است.

مͳنامیم. باوفا نمایش را آن باشد ΈبهیΈی ρ که ͳحالت

این در است. آن سیلوی p-زیرگروه Έی P و ͳمتناه ͳگروه G کنیم فرض (برنساید). ۵٠.١.١ قضیه

دارد. G در نرمال متمم Έی P آنگاه ،P ≤ Z(NG(P )) اگر صورت

شود. مراجعه ٧.٣.١٣ قضیه [٣٢] مرج΄ به برهان.

آنگاه: باشد، pm مرتبهی از دوری یpΈ-گروه P اگر مͳکنیم یادآوری .۵١.١.١ ملاحظه

|Aut(P )| = ϕ(pm) = pm−١(p− ١).

است). اویلر تاب΄ ϕ) شود مراجعه ١٢.١.۴ قضیه [٣٢] مرج΄ به


