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چൊیده
باشد: مͬ مسأله این است، شده واقع پژوهش مورد زیادی ریاضیدانان توسط اخیرأ که کارهایی از ͬͺی

ͷی و خودتوان ضربͽر ͷی از عواملͬ صورت به بسته، مقادیر حوزه با T : A −→ A ضربͽر وقت چه

شود؟ مͬ تجزیه وارونپذیر ضربͽر

های پاسخ به متکͬ مسأله این پاسخ است. مسأله این به مربوط های جنبه برخͬ بررسͬ نامه پایان این هدف

جالبی نتایج و کرده بررسͬ را مسأله این نیز اولͽر علͬ باشند. مͬ جالب بسیار و مستقل که است دیͽر مسأله دو

کرد. خلاصه ذیل صورت به توان مͬ را نامه پایان این اصلͬ نتایج است. آورده بدست

آل ایده ͷی در مشمول A سره بسته آل ایده هر که طوری به کراندار، تقریبی همانͬ با ،A باناخ جبر ازای به

اگر، تنها و اگر است، بسته مقادیر حوزه دارای T : A −→ A ضربͽر باشد؛ کراندار تقریبی همانͬ با سره بسته

شود. تجزیه وارونپذیر ضربͽر ͷی و خودتوان ضربͽر ͷی از عواملͬ صورت به T

تاوبرین جبر آرنز، های ضرب طیفگلفاند، پذیر، میانگین جبر کراندار، تقریبی همانͬ ضربͽر، کلیدی: واژه�های

43A22, 46J10, 47B48 ریاض٢٠١٠ͬ: موضوعͬ رده�بندی



ଓقدग़
است. زیر مسأله پیرامون بحث نامه پایان این اصلͬ هدف

ضربͽر ͷی حاصلضرب به میتوان را بسته مقادیر حوزه با T : A −→ A ضربͽر شرایطͬ چه تحت : (M)مسأله

کرد؟ تجزیه خودتوان ضربͽر ͷی و وارونپذیر

هستند. توجه مورد تنهایی به هرکدام که دارد بستگͬ زیر مسأله دو حلهای راه به مسأله این حل

T (A) آل ایده شرایطͬ چه تحت باشد. بسته مقادیر حوزه با یͷضربͽر T : A −→ A فرضکنیم : (A) مسأله

است؟ کراندار تقریبی همانͬ دارای

بود، خواهد کراندار تقریبی همانͬ دارای T (A) آنگاه باشد، بسته A در T (A) اگر باناخ، جبرهای برخͬ برای

کوهن تجزیه قضیه به بنا است. (M) مسأله حل از حاکͬ (A) مسأله حل باناخ، جبرهای این برای که طوری به

باشد، کراندار تقریبی همانͬ دارای T (A) اینکه برای لازم شرط است، بسته A در T (A) که زمانͬ ،[16, 32.22]

شود. مͬ زیر سؤال طرح موجب مطالعات این بررسͬ باشد. چͽال T (A) در T٢(A) که است این

T : ضربͽر هر برای که طوری به کنید، مشخص را کراندار تقریبی همانͬ دارای باناخ جبرهای : (B) مسأله

باشد. چͽال T (A) در T٢(A) بسته، مقادیر حوزه با A −→ A

این به ما اصلͬ توجه بعدی های بخش در است. (M) مسأله حل از حاکͬ (B) و (A) های مسأله های حل راه

بود. خواهد مسأله دو

١٩٣٨ سال در اسͺاندیناویایی ریاضیدانان نهم کنگره طͬ که است ١ برلینگ سخنرانͬ (M) مسأله شروع نقطه

موضعأ آبلͬ گروه ͷی Gرا مسأله، این توضیح برای ببینید.) را [3, 162] (همچنین .[4, 345-366] است داده ارائه

برای را µ ∈M(G) های اندازه : است بوده این برلینگ مسأله گیریم. مͬ نظر در اندازه جبر M(G)را و فشرده

این به حدودی تا که نتیجه اولین کنید. مشخص است، بسته L١(G) گروهͬ جبر در که µ ∗ L١(G) آل ایده

نمͬ برلینگ مسأله به مربوط ای مقاله هیچ ،١٩٧٠ سال از قبل تا است. آمده [9] مقاله در است، مربوط مسأله

شد. داده پیشنهاد ٣ گلیͺسبرگ به ٢ هیوویت توسط ١٩٧٠ دهه آغاز در مسأله این ، [12, 419] اساس بر شناسیم.

تحلیلͬ مسأله، حل علیرغم مقاله، این در گلیͺسبرگ است. [12] مقاله مسأله، این به مربوط مهم کار نخستین

ایده آنگاه باشد، بسته L١(G) در µ ∗ L١(G) آل ایده اگر که کند مͬ ثابت ویژه به دهد. مͬ ارائه خوب بسیار

ادامه در را ۶.٢.۴ است.(قضیه برلینگ مسأله حل ضروری قسمت این است. چͽال آن در µ ∗ µ ∗ L١(G) آل

شود، مͬ داده نشان آن در که است، [34] مقاله پذیرفت، انجام مسأله این پیرامون که مهمͬ کار ببینید.)دومین

١A.Beurling
٢E.Hewitt
٣I.Glicksberg



ت

اگر است کراندار تقریبی همانͬ دارای و است؛ بسته L١(G) در µ ∗ L١(G) آل ایده ، µ ∈ M(G) اندازه برای

توسط برلینگ مسأله باشد. خودتوان اندازه ͷی و وارونپذیر اندازه ͷی از حاصلضربی صورت به µ اگر فقط و

µ∗L١(G) آل ایده ،µ ∈M(G) اندازه برای که؛ است این نهایی نتیجه شد. حل [18] مقاله در ۵ پارو و ۴ هاست

ای اندازه و λ مانند وارونپذیر ای اندازه صورت به µ فاکتورهای اگر؛ تنها و اگر است؛ بسته L١(G) گروه جبر در

است. گلیͺسبرگ-هاست-پارو قضیه همان این .(µ = θ ∗ λ (یعنͬ باشد. θ مانند خودتوان

[23] و [21] و [2] در همͺارانش و ۶ لارسن توسط شد، ذکر بالا در که (M) مسأله یعنͬ برلینگ، مسأله مجرد بیان

اولͽر بیابد. را ٢٠٠٠ سال تا مسأله این مورد در بیشتر نتایج [23, 4-10] در تواند مͬ خواننده است. شده مطالعه

همه به گلیͺسبرگ-هاست-پارو قضیه [31] در است. کرده بررسͬ نیز را مسأله این [31] و [30] مقالات در ٧

کراندار تقریبی همانͬ با جایی جابه نیمساده باناخ جبرهای به همچنین و فشرده موضعأ پذیر میانگین های گروه

توجه یابد.با مͬ بسط است، A∗ از X زیرفضای دوگان فضای ͷی A از M(A) ضربͽر جبر آن در که A مانند

بررسͬ ادامه در آنچه است. محدود کاملأ فرضیه این نیست، دوگان فضای ͷی M(A) ضربͽر جبر هر اینکه به

اصطلاح از ما شد.تعریف مطرح (M) مسأله عنوان به اینجا در که است برلینگ مسأله عمومͬ بیان کرد، خواهیم

در اغلب ضربͽرها نوع این باشد. مͬ [21] مقاله همچنین و [20] لارسن کتاب در آمده تعریف همان ضربͽر” ”

جابه شرط که آنجا از دارند. معنͬ نیز جایی جابه غیر باناخ جبرهای زمینه در اما دهند، مͬ رخ جایی جابه حالت

کنیم. مͬ کار عمومͬ باناخ جبرهای با کند، نمͬ ایجاد (M) مسأله مطالعه در سادگͬ هیچ باناخ جبر بودن جایی

است: شرح این به فصول محتویات خلاصه که بوده فصل چهار شامل نامه پایان این

شد. خواهد استفاده آنها از بعد های فصل در که است نیاز مورد های قضیه و تعاریف بر مروری اول، فصل

مینیمال هنگ بین ارتباط ای قضیه در سپس کنیم. مͬ تعریف را یافته تحویل مینیمال هنگ ابتدا دوم، فصل در

و عملͽر ͷی یافته تعمیم وارون همچنین کنیم. مͬ بیان را کراندار خطͬ عملͽر ͷی مقادیر حوزه و یافته تحویل

کنیم. مͬ معرفͬ را آن خواص

ایم. داده قرار مطالعه مورد ضربͽرها روی را یافته تعمیم وارون خواص سوم، فصل در

شرایطͬ سپس و کرده بررسͬ را ضربͽر ͷی مقادیر حوزه در کراندار تقریبی همانͬ وجود ابتدا چهارم، فصل در

T ضربͽر مقادیر حوزه T (A) از (منظور است. چͽال T (A) در T٢(A) شرایط آن تحت که کنیم مͬ معرفͬ را

دهیم. مͬ پاسخ را نامه پایان اصلͬ مسأله آنها نتایج و قضیه چند ترکیب با نیز پایان در است.)

و اصلͬ مقاله عنوان به اول مقاله است. شده استفاده زیر مقالات از شده گفته مطالب و مفاهیم ارائه برای

۴B.Host
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١ فصل

نمادها و پیشنیازها

مͬ�کنیم. بیان را بعد فصول در نیاز مورد قضایای و تعاریف نمادها، فصل این در

اولیه تعاریف ١.١

اعداد مجموعه یا و R حقیقͬ اعداد مجموعه میتواند Φ که Φ میدان روی برداری فضای ͷی .١.١.١ تعریف

به عمل دو آن در و شوند مͬ نامیده بردار اعضایش که ،X مانند ای مجموعه از است عبارت باشد؛ C مختلط

برخوردارند: زیر جبری خواص از که اند شده تعریف اسͺالر ضرب و جمع نامهای

که چنان است نظیر x+ y مانند برداری ،x, y ∈ X بردارهای از زوج هر به .١

x+ (y + z) = (x+ y) + z و x+ y = y + x.

هر ازای به و x؛ + ٠ = x ،x ∈ X هر ازای به که دارد صفر) (بردار ٠ مانند بفردی منحصر بردار X ضمن در

.x+ (−x) = ٠ که دارد وجود −x بفرد منحصر بردار x ∈ X

که است نظیر αx مانند برداری x ∈ X و α ∈ Φ که (α, x) زوج هر به .٢

α(βx) = (αβ)x و ١x = x.

برقرارند: زیر پذیری پخش قانون دو همچنین و

(α+ β)x = αx+ βx و α(x+ y) = αx+ αy.

١



٢ نمادها و پیشنیازها .١ فصل

برداری فضای ͷی خود ،X اعمال به نسبت Y هرگاه نامیم Xمͬ زیرفضای را Y ⊆ X مجموعه تعریف٢.١.١.

،α, β اسͺالر هر ازای به هرگاه است X زیرفضای Y دیͽر بیانͬ باشد.به

αY + βY ⊆ Y.

را ∥ . ∥: X −→ [٠,∞[ تابع باشد. Φ مختلط میدان روی برداری فضای ͷی X کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط α ∈ C اسͺالر هر و x, y ∈ X هر برای هرگاه نامیم مͬ X روی یͷنرم

.x = ٠ اگر تنها و اگر ∥ x ∥= ٠ .١

.∥ αx ∥= |α|∥x∥ .٢

.∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥ .٣

دهیم. مͬ نمایش ∥ . ∥X نماد با را X روی نرم داریم برداری فضای ͷی از بیش که مواقعͬ در

مͬ�نامیم. ( نرمدار (فضای نرمدار برداری یͷفضای را ∥.∥ نرم با همراه X برداری فضای

دنباله هر یعنͬ باشد کامل فضای ͷی هرگاه �گوییم ١ باناخ یͷفضای را (X, ∥.∥) نرمدار فضای تعریف١.١.۴.

باشد. همͽرا X از عضوی به آن در کوشͬ ی

فضای صورت این در .١ 6 p <∞ کنیم فرض .١ .۵.١.١ مثال

ℓp(Z) := {(xn)n∈Z|xk ∈ C,
∑
n∈Z

| xn |p<∞}

است: باناخ فضای ͷی زیر نرم با

∥ x ∥p= (
∑
n∈Z

| xn |p)
١
p .

است: باناخ فضای ͷی زیر نرم با ℓ∞(N) := {(xn)n∈N|xk ∈ C, supn∈N | xn |<∞} فضای .٢

∥ x ∥= supn∈N | xn | .

A روی زیر صورت به ضرب عمل ͷی هرگاه شود مͬ نامیده باناخ جبر ͷی A باناخ فضای .۶.١.١ تعریف

شود: تعریف

(.) : A×A −→ A

١Banach



٣ نمادها و پیشنیازها .١ فصل

(x, y) −→ xy

باشد: زیر خواص دارای عمل این و

؛ α اسͺالر هر و A از x, y, z هر ازای به

x(yz)؛ = (xy)z .١

+x)؛ y)z = xz + yz و x(y + z) = xy + xz .٢

.α(xy) = (αx)y = x(αy) .٣

جبری نرم ͷی را نرمͬ چنین باشد. برقرار ∥ xy ∥≤∥ x ∥∥ y ∥ ضربی نابرابری x, y ∈ A هر ازای به همچنین

نامند. مͬ

A یͺه را e همانͬ عضو و .xe = ex = x ، x ∈ A هر برای هرگاه نامیم مͬ A همانͬ را e ∈ A عضو

.∥ e ∥= ١ که صورتͬ در خوانیم

.xy = yx ،x, y ∈ A هر ازای به هرگاه نامیم مͬ جایی جابه را A باناخ جبر

Φe زیرجبر با Φ میدان حالتͬ چنین در نامیم. مͬ یͺدار را آن باشد، داشته همانͬ عضو A باناخ جبر هرگاه

بود. خواهد یͺریخت

دهیم. مͬ نمایش Inv(A) با را ضرب) عمل به (نسبت A وارونپذیر اعضای همه مجموعه

خواص هرگاه شود مͬ نامیده یͷبرگشت کند، مͬ تبدیل x∗ به را x که ∗ : A −→ Aنگاشت .٧.١.١ تعریف

باشد: دارا را زیر

∗(∗x)؛ = x x ∈ A .١

∗(λx)؛ = λx∗ x ∈ A, λ ∈ C .٢

+x)؛ y)∗ = x∗ + y∗ x, y ∈ A .٣

.(xy)∗ = y∗x∗ x, y ∈ A .۴

نامیم. مͬ یͷ∗-جبر را (A, ∗) آنگاه کنیم، تعریف برگشت ͷی A باناخ جبر روی بتوانیم هرگاه .٨.١.١ تعریف

آنگاه ،∥ x∗x ∥= ∥ x ∥٢ x؛ ∈ A هر ازای به که؛ باشد خاصیت این دارای A ∗-جبر اگر [11] .٩.١.١ تعریف

نامیم. مͬ ∗C-جبر ͷی را A
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یͷهمریختͬ را h : A −→ B نگاشتخطͬ باشند. یͺدار باناخ جبرهای ،B Aو فرضکنیم تعریف١٠.١.١.

.h(ab) = h(a)h(b) b؛ ∈ B و a ∈ A هر برای اگر، نامیم مͬ

هرگاه نیست. صفر با متحد که باشد A بر خطͬ تابعک ͷی h و مختلط جبر ͷی A کنیم فرض .١١.١.١ مثال

دارد. نام A بر مختلط یͷهمریختͬ h : A −→ C آنگاه ،h(xy) = h(x)h(y) ، x, y ∈ A هر ازای به

شود. مͬ نامیده A روی یͷدرونریختͬ T : A −→ A همریختͬ .١٢.١.١ تعریف

نماد با که a طیف ، a ∈ A هر برای باشد. e همانͬ با یͺدار باناخ جبر ͷی A کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف

با: است برابر شود، مͬ داده نمایش σ(a)

σ(a) = {λ ∈ C : λe− a /∈ Inv(A)}.

کرد. خواهیم تصریح σA(a) با را A در aطیف

؛ کنیم فرض .١۴.١.١ مثال

A = ℓ∞(N) = {f : N −→ C : sup
n∈N

| f(n) |<∞}.

زیر حدود مجموعه S اگر ،f ∈ A هر برای و است باناخ جبر ͷی ها؛ دنباله معمولͬ ضرب و جمع اعمال با A

.σA(f) = f(N) = f(N) ∪ S آنگاه باشد، {f(n)}∞n=١ ای دنباله

کنیم. مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان ρ(a) نماد با را A حلال مجموعه .١۵.١.١ تعریف

ρ(a) = C \ σ(a).

کنیم. شناسایی را باناخ جبر ͷی وارونپذیر اعضای باید ابتدا σ(a) های ویژگͬ با بیشتر آشنایی منظور به

آنگاه ،∥ x ∥< ١ اگر باشد. e همانͬ عضو با یͺدار باناخ جبر ͷی A کنیم فرض [11, 1.1] .١۶.١.١ لم

است. موجود (e− x)−١

صورت این در باشد. A وارونپذیر اعضای همه مجموعه Inv(A) کنیم فرض [11, 1.2] .١٧.١.١ قضیه

است. باز Inv(A) .١

است. پیوسته Inv(A) روی x −→ x−١ نگاشت .٢

،a ∈ A هر برای σ(a) صورت این در باشد؛ یͺدار باناخ جبر ͷی A کنیم فرض [11, 1.4] .١٨.١.١ قضیه

است. C از فشرده و ناتهͬ ای زیرمجموعه
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اگر گوییم، چپ آل ایده ͷی را A از I زیرفضای باشد. یͺدار باناخ جبر ͷی A کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

چپ آل ایده هم اگر است، دوطرفه آل یͷایده I .IA ⊆ I اگر گوییم، راست آل ایده را I همچنین .AI ⊆ I

.I $ A اگر شود، مͬ نامیده سره آل ایده I راست. آل ایده هم و باشد

نباشد. دیͽری سره آل ایده هیچ در Mمشمول هرگاه خوانیم، ماکسیمال آل یͷایده Mرا سره آل ایده

شود، مͬ داده نمایش Rad(A) نماد با که A ژاکبسون رادیͺال باشند. جبر دو B و Aفرض .٢٠.١.١ تعریف

.A ماکسیمال های آل ایده همه اشتراک با است برابر

نامیم. مͬ رادیͺال غیر جبر را آن صورت این غیر در و رادیͺال یͷجبر را A ،Rad(A) = A هرگاه

.Rad(A) = (٠) اگر گوییم، نیمساده را A جبر

چپگوییم. اصلͬ آل یͷایده را a ∈ A توسط شده تولید چپ آل ایده .٢١.١.١ تعریف

با است برابر a توسط شده تولید چپ آل ایده a ∈ A هر ازای به باشد، C میدان روی باناخ جبر ͷی A هرگاه

< a >= Ca+Aa.

.< a >= Aa باشد، یͺدار A هرگاه و

چپ تقریبی همانͬ را A اعضای از (eα) تور باشد. نرمدار جبر ͷی (A, ∥ . ∥) کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف

.limα ∥ eαx− x ∥= ٠ باشیم؛ داشته x ∈ A هر برای هرگاه گوییم

راستخوانیم. تقریبی همانͬ را (eα) آنگاه ،limα ∥ xeα − x ∥= ٠ اگر و

M > ٠ وسیله به کراندار را آن و ، supα ∥ eα ∥< ∞ هرگاه گوییم، کراندار تقریبی همانͬ را (eα) همچنین

.supα ∥ eα ∥≤M اگر نامیم

برای زیرا .M ≥ ١ لزومأ آنگاه باشد؛ A ̸= ٠ Mبرای > ٠ کران با تقریبی همانͬ (eα) اگر که کنیم توجه

داریم؛ ٠ ̸= a ∈ A هر

∥ eαa ∥≤∥ eα ∥∥ a ∥≤M ∥ a ∥ .

میشود: نتیجه حدگیری به

∥ a ∥≤M ∥ a ∥ .

عضو ،ϵ > ٠ هر و a ∈ A هر برای حالت این در همچنین . M ≥ ١ که شود مͬ نتیجه ∥ a ∦= ٠ چون و

.∥ a− xa ∥< ϵ و ∥ x ∥≤M که دارد وجود x ∈ A

(x = eα٠ ، دهیم مͬ قرار حال . ∥ a− eα٠a ∥< ϵ که ∃α٠ واقع (در
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کراندار تقریبی همانͬ ، اما ندارد همانͬ عضو که است باناخ یͷجبر از مثالͬ کنیم مͬ بیان اینجا در که مثالͬ

دارد.

کنیم فرض .٢٣.١.١ مثال

C٠(R) = {f : R −→ R : است فشرده محمل دارای و پیوسته f}

.∥ f ∥∞ = supx∈R | f(x) | که شویم مͬ یادآور است. باناخ جبر ͷی ∥ . ∥∞ با C٠(R)

eλ توابع ،λ > ٠ برای اگر اما ندارد. فشرده محمل R بر e(x) = ثابت١ تابع زیرا نیست. یͺدار باناخ، جبر این

کنیم؛ تعریف صورت این به را

eλ(x) =


١ −λ ≤ x ≤ λ

٠ اینصورت غیر در

.eλf −→ f داریم؛ f ∈ C٠(R) هر ازای به و است C٠(R) در تور ͷی {eλ : λ > ٠} مجموعه آنگاه

داده نمایش ∆(A) نماد با که A گلفاند طیف باشد. جایی جابه باناخ جبر ͷی A کنیم فرض .٢۴.١.١ تعریف

است. A روی ضربی و خطͬ نابدیهͬ، های تابعک همه مجموعه شود، مͬ

.Mh = kerh دهیم. مͬ Mhنشان نماد با را h هسته آنگاه ،h ∈ ∆(A) ∪ {٠} اگر

اند. مقایسه قابل چنین A∗ و ∆(A) ؛ L(A,C) واقع در

L(A,C) = {f : A −→ C : ∀x, y ∈ A,∀λ ∈ C, f(λx+ y) = λf(x) + f(y)}.

∆(A) = {f ∈ L(A,C) : f ̸= ٠, f(xy) = f(x)f(y)}.

A∗ = {f ∈ L(A,C) : است .{fپیوسته

نامیم. مͬ A های مشخصه را ∆(A) عناصر

h صورت این در باشد. A جایی جابه باناخ جبر روی مشخصه ͷی h کنیم فرض [28, 10.7] .٢۵.١.١ قضیه

.∥ h ∥≤ ١ و است پیوسته

صورت؛ این در باشد. جایی جابه باناخ جبر ͷی A کنیم فرض .٢۶.١.١ قضیه

است. h ∈ ∆(A) همریختͬ ͷی هسته ،A ماکسیمال آل ایده هر .١

است. A ماکسیمال آل ایده ͷی دهیم، مͬ Mhنمایش با را آن که h هسته h؛ ∈ ∆(A) هر ازای به .٢

.h(x) ̸= ٠ ، h ∈ ∆(A) هر ازای به اگر؛ تنها و اگر است؛ وارونپذیر x ∈ A .٣
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a؛ ∈ A هر ازای به باشد. آن (A)∆طیفگلفاند و جایی جابه باناخ Aیͷجبر فرضکنیم [7] تعریف٢٧.١.١.

نگاشت

â : ∆(A) −→ C

ضابطه با

â(f) = f(a) =< a, f > (f ∈ ∆(A))

نامیم. مͬ a نظیر گلفاند تبدیل را

برای اگر چپگوییم یͷضربͽر را T : A −→ A خطͬ تبدیل باشد. جبر ͷی A کنیم فرض .٢٨.١.١ تعریف

.T (a.b) = a.T (b) هرگاه راستگوییم ضربͽر را T همچنین T (a.b) = T (a).b باشیم داشته a, b ∈ A هر

.T (ab) = T (a).b = a.T (b) ,a؛ b ∈ A هر ازای به هرگاه نامیم مͬ یͷضربͽر را T کلͬ طور به

دهیم. مͬ M(A)نمایش با را ها ضربͽر همه مجموعه

پوچساز راستو پوچساز چپ، صورتپوچساز این در باشد. باناخ جبر ͷی A کنیم فرض .٢٩.١.١ تعریف

کنیم. مͬ تعریف چنین ، ترتیب به را A جبر

Annl
(A) = {x ∈ A : xA = ٠}.

Annr(A) = {x ∈ A : Ax = ٠}.

Ann(A) = {x ∈ A : xA = Ax = ٠}.

اگر گوییم وفادار را A جبر

Ann(A) = {٠}.

است. معنͬ ͷی به دو هر که شود مͬ استفاده مرتبه بدون واژه از وفادار واژه جای به گاهͬ

اند. شده تعریف X ناتهͬ و ͷتوپولوژی فضای روی که باشد توابع از جبری A کنیم فرض [7] .٣٠.١.١ تعریف

از است عبارت f گاه تکیه یا محمل f؛ ∈ A هر برای

supp f = {x ∈ X : f(x) ̸= ٠}

شود؛ مͬ معرفͬ شͺل این به A اعضای از A٠٠ خانواده و

C٠٠(X) = A٠٠ = {f ∈ A : است فشرده Xدر supp f}
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صورت این در باشد. X از بسته ای مجموعه زیر S ⊆ X کنیم فرض اکنون است. A از آلͬ ایده A٠٠

J(S) = {f ∈ A٠٠ : f(S) = {٠}} = {f ∈ C٠٠(X) : (suppf) ∩ S = Φ}

و

I(S) = {f ∈ A : f(S) ⊆ {٠}}

.J(S) = I(S) اگر گوییم، A یͷترکیببرای را S مجموعه

A برای ترکیب مجموعه ͷی S ⊆ X بسته مجموعه زیر هر اگر .J(S) ̸= I(S) اگر گویند غیر-ترکیب را S

است. ترکیب طیف دارای A گوییم مͬ باشد،

.[7, 4.1.12] f ∈ f(J(S)) f؛ ∈ I(S) هر برای اگر گوییم، A ٢برای دتکین مجموعه را S مجموعه

تبدیل â و گلفاند طیف ∆(A) نیمساده، جایی جابه باناخ جبر ͷی A کنیم فرض [7, 4.1.16] .٣١.١.١ تعریف

کنیم فرض همچنین باشد. a نظیر گلفاند

I = {a ∈ A : است فشرده supp(â) ∩∆(A)}.

شود. مͬ نامیده ٣ تاوبرین باناخ جبر ͷی A باشد، چͽال نرم تحت A در I هرگاه

A باشد. X روی توابع از جبری A و ناتهͬ ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض [7, 4.1.16] .٣٢.١.١ تعریف

،g ∈ A مانند عضوی، x ∈ X \ S هر و S ⊆ X ی بسته مجموعه زیر هر برای که صورتͬ در گوییم، منظم را

.g(S) ⊆ {٠} و g(x) = ١ که چنان باشد موجود

زیر هر و K ⊆ X فشرده مجموعه زیر هر برای که صورتͬ در گوییم نرمال را A [7, 4.1.16] .٣٣.١.١ تعریف

و g(S) ⊂ {٠} که چنان باشد موجود ،g ∈ A مانند ، عضوی ؛ S ∩K = Φ شرط با S ⊆ X ی بسته مجموعه

.g(K) ⊂ {١}

یعنͬ، آن، گلفاند طیف که صورتͬ در گوییم، (نرمال) منظم را A جایی جابه جبر [7, 4.1.16] .٣۴.١.١ تعریف

باشد. (نرمال) منظم ∆(A) روی Â و باشد ناتهͬ ، ∆(A)

ابتدا غلافͬ. هسته- توپولوژی و گلفاند توپولوژی از عبارتند که است، توپولوژی دو دارای ∆(A) مجموعه

کنیم. مͬ معرفͬ را هسته-غلافͬ توپولوژی

٢Ditkin

٣Tauberian
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کنیم. مͬ تعریف زیر صورت به را E بستار ،E ⊆ ∆(A) هر برای توپولوژی این در

cl(E) = hul(ker(E)) = {Ψ ∈ ∆(A) : Ψ(T ) = ٠; ∀T ∈
∩
φ∈E

ker(φ)}.

مجموعه اگر است، باز O ⊆ ∆(A) مجموعه .cl(E) = E اگر است، بسته توپولوژی این در E گوییم، حال

باشد. بسته ای مجموعه E = ∆(A) \O

پیوسته a ∈ A هر ازای به â گلفاند تبدیل آن تحت که است ای توپولوژی ، ∆(A) روی گلفاند توپولوژی

است.

ازای به است ممͺن نتیجه در .[22] است تر ظریف هسته-غلافͬ توپولوژی از گلفاند توپولوژی کلͬ حالت در

پیوسته هسته-غلافͬ توپولوژی به نسبت اما باشد پیوسته گلفاند توپولوژی به نسبت â گلفاند تبدیل ، a ∈ Aͷی

نباشد.

باشد منظم باناخ جبر ͷی A ؛ اگر تنها و اگر هستند؛ ͬͺی∆(A) روی هسته-غلافͬ و گلفاند های توپولوژی

.[22]

عملͽرها ٢.١

خطͬ یͷعملͽر را T : X −→ Y نگاشت باشند. مختلط برداری فضای دو Y Xو فرضکنیم تعریف١.٢.١.

.T (αx+ y) = αT (x) + T (y) ،α ∈ C اسͺالر هر و x, y ∈ X هر ازای به اگر مͬ�نامیم

نشان ∥T∥ با را T خطͬ عملͽر صورتنرم این در باشند. نرم�دار فضای دو Y و X کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر �صورت به که مͬ�دهند

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ 6 ١} = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ = ١}

= sup{∥Tx∥
∥x∥

: x ∈ X,x ̸= ٠}

= inf{M > ٠ : ∥Tx∥ 6M∥x∥, ∀x ∈ X}.

بی�کران خطͬ عملͽر را آن� صورت این غیر در و ∥T∥ < ∞ که صورتͬ در نامیم کران�دار را T خطͬ عملͽر

نامیم.

عملͽری را T ،X = Y اگر مͬ�دهیم. نشان L(X,Y ) با را Y به X از کران�دار خطͬ تبدیلات تمام مجموعه

مͬ�دهیم. نشان L(X) با را L(X,X) و مͬ�نامیم X روی
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باشد، باناخ فضای Y اگر دهد. مͬ تشͺیل نرمدار فضای ͷی عملͽر نرم با L(X,Y ) ی مجموعه .٣.٢.١ قضیه

است. چنین نیز L(X,Y )

کران�دار و خطͬ تابعک�های تمام مجموعه و مͬ�گوییم خطͬ تابعک را T : X −→ C آن�گاه Y = C اگر

،x∗ ∈ X∗ و x ∈ X اگر که مͬ�کنیم قرارداد همچنین و مͬ�نامیم X دوگان فضای و داده نشان X∗ با را X روی

.⟨x, x∗⟩ := x∗(x) آن�گاه

پوچ فضای را Y Xو از ترتیب به R(T ) = {T (x) : x ∈ X} N(Tو ) = {x ∈ X : T (x) = ٠} زیرفضاهای

P (x+y) ≤ P (x)+P (y) هرگاه گوییم نرم نیم را P : X −→ R که کنیم مͬ یادآوری مͬ�نامیم. T برد فضای و

.P (tx) = tP (x) نامنفͬ، t هر ازای به و

ͷی P و X حقیقͬ برداری فضای از Mزیرفضایی کنیم فرض [28, 3.3] ۴ هان-باناخ) (قضیه .۴.٢.١ قضیه

داشته ،x ∈ M هر ازای به طوریͺه به Mباشد، بر خطͬ تابعک ͷی f کنیم فرض همچنین باشد. X بر نرم نیم

در x ∈ X هر ازای به که یابد مͬ توسیع X بر Λ خطͬ تابعک به f صورت، این در .| f(x) |≤ P (x) باشیم؛

کند. مͬ صدق | Λx |≤ P (x) شرط

به و Λx٠ =∥ x٠ ∥ که دارد وجود Λ ∈ X∗ آنگاه ،x٠ ∈ X و بوده نرمدار فضای ͷی X اگر .۵.٢.١ نتیجه

.∥ Λ ∥≤ ١ ،x ∈ X هر ازای

در x٠ هرگاه .x٠ ∈ X و باشد X محدب موضعأ فضای از Mزیرفضایی کنیم فرض [28, 3.5] .۶.٢.١ قضیه

.Λx = ٠ ،x ∈M هر ازای به و Λx٠ = ١ که دارد وجود Λ ∈ X∗ آنگاه Mنباشد، بستار

عملͽر باشد. پیوسته و خطͬ عملͽری T : A −→ B و باناخ، فضای دو B و A کنیم فرض .٧.٢.١ تعریف

شود؛ مͬ تعریف زیر صورت به y∗ ∈ B∗ هر و x ∈ A هر ازای به T ∗ : B∗ −→ A∗

T ∗(y∗)(x) = y∗(T (x)).

.[24] نامیم مͬ T (دوگان) مزدوج را T ∗

مͬ پذیر وارون را T ∈ L(X) عملͽر صورت این در باشد. X بر همانͬ عملͽر I کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف

.S = T−١ نویسیم مͬ و ST = I = TS که باشد موجود چنان S ∈ L(X) عملͽر اگر نامیم

نیست پذیر وارون T −λI که طوری به λ اسͺالرهای تمام ی مجموعه .T ∈ L(X) فرضکنیم تعریف٩.٢.١.

دهیم. مͬ نمایش σ(T ) نماد با و نامیم مͬ T طیفعملͽر را

۴Hahn-Banach



١١ نمادها و پیشنیازها .١ فصل

گوییم کران�دار پایین از هستند، نرم�دار فضای دو Y و X آن در که را T : X −→ Y عملͽر .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. T پایین کران ͷی را m و m∥x∥ 6 ∥Tx∥ ،x ∈ X هر ازای به �که چنان باشد موجود mای > ٠ اگر

T : X −→ Y عملͽر گوییم Xباشد. در باز یͺه گوی U و باناخ فضای دو Y Xو فرضکنیم تعریف١١.٢.١.

باشد. فشرده Y در T (U) بستار اگر است، فشرده

σ(T ) صورت این در باشد. A باناخ فضای روی فشرده عملͽر ͷی T کنیم فرض [28, 4.25] .١٢.٢.١ قضیه

است. σ(T ) برای تنها نقطه ͷی و T برای مقدار ویژه ͷی λ ∈ σ(T ) هر و شماراست،

خطͬ تبدیل T : X −→ Y و باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض [6, 12.1] باز) (نگاشت .١٣.٢.١ قضیه

است. باز Y در T (G) ،G ⊆ X مانند باز مجموعه هر ازای به صورت این در باشد. پوشا و پیوسته

و ͷی به ͷی پیوسته، خطͬ، عملͽری T : X −→ Y و باناخ فضاهایی Y و X کنیم فرض .١۴.٢.١ نتیجه

که طوری به موجودند a, b > ٠ های ثابت صورت این در باشد. پوشا

a ∥ x ∥≤∥ Tx ∥≤ b ∥ x ∥ (x ∈ X).


