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چکیده

مجموعه با جهت بدون و ساده گرافی را G اگر است. NP-کامل مسئله یک گراف باند پهنای مسئله
صورت به نگاشتی یافتن گراف، باند پهنای مسئله از هدف بگیریم نظر در عضو n شامل V رئوس
برای چند هر شود. مینیمم مجاور رأس دو بین فاصله بیشترین آن در که است ϕ : V −→ {۱ . . . n}
مسئله این دقیق مقدار تواند می که دارد وجود شدهای شناخته های الگوریتم ها گراف از خاصی خانواده
مسئله این برای ثابت تقریب یک آوردن بدست کلی حالت در اما کند، محاسبه چندجملهای زمان در را
ادبیات در اخیراً که گراف باند پهنای مسئله برای جدید کران دو نامه، پایان این در است. دشوار کاری
مسئله معین نیمه� آزادسازی اساس بر ها کران این می�دهیم. قرار بررسی مورد را است، شده ارائه موضوع
در پیشنهادی کرانهای این که میدهند نشان عددی بررسیهای میآیند. بدست دوم درجه تخصیص

می�کند. فراهم را بهتری نتایج موجود کران�های با مقایسه
درجه تخصیص مسئله معین، نیمه ریزی برنامه دوری، باند پهنای گراف، باند پهنای کلیدی: کلمات

دوم.
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پیشگفتار

برای لازم حافظه و زمان داشتند قصد پژوهشگران که هنگامی ۱۹۵۰ سال در گراف باند پهنای مسئله
در آن�ها شد. بیان دهند، کاهش را بزرگ اندازه با (Ax = b) تنک خطی معادلات دستگاه یک حل
اصلی قطر به امکان حد تا آن غیرصفر عناصر همه که بودند A از A′ جایگشت ماتریس یک جستجوی
می�نامند. گراف باند پهنای را آن که گردید مسئله�ای شدن فرموله به منجر نتایج این باشد. نزدیک
یال�های مجموعه� و V = |n| با V رئوس مجموعه با جهت� بدون و ساده گراف یک G کنید فرض
نامیده گراف رأسهای برای برچسب یک φ : V → {۱,۲, . . . , n} سویی دو نگاشت یک است. E
باند پهنای مسئله می�شود. تعریف bw(G,φ) = max

uv∈E
|φ(u)−φ(v)| برچسب این باند پهنای می�شود.

پهنای دیگر، عبارت به است گراف برچسب�های همه روی bw(G,φ) مینیمم آوردن بدست گراف یک
با: است برابر G گراف باند

bw(G) = min
φ

{bw(G,φ)| باشد G گراف برای برچسب یک φ }

دستگاههای حل به می�توان جمله آن از که است فراوانی کاربردهای دارای گراف باند پهنای مسئله
[۲۶] مرجع به زمینه این در بیشتر مطالعه کرد(برای اشاره موازی محاسبات ۱VLSIو بزرگ،طراحی خطی

کنید). مراجعه
چندجمله�ای زمان در گراف�ها از خاصی خانواده�ی برای می�توان را گراف باند پهنای مسئله چه اگر
به توجه با می�باشد. NP-کامل مسائل رده از مسئله این داد نشان [۱] در دیمتریو۲ پاپا امّا کرد، محاسبه
شدهاند ارائه مسئله این حل برای مختلف افراد توسط فراوانی الگوریتم�های باند، پهنای مسئله اهمیّت
است. نظر مورد مسئله این برای چندجملهای زمان در تنگ کران یک یافتن آنها همهی در تقریباً که
رأس نشاندن با گردید.آن�ها معرفی [۲۷] در همکاران و بلوم۳ توسط باند پهنای مسئله برای کران یک
[۲۲] در همکاران و رندل۴ آوردند. بدست مسئله این برای پایین کران یک Rn فضای در گراف های
برای پایین کران یک می�توان آن�گاه باشد مثبت برش مینیمم مسئله بهینه مقدار اگر دادند نشان نیز
همکاران دکلرک۵و توسط باند پهنای مسئله برای شده ارائه کران دیگر آورد. بدست باند پهنای مسئله
رئوس برای برچسب یک مجاورت، ماتریس هر که حقیقت این از استفاده با آن�ها شد. معرفی [۱۹] در
برای دوم درجه تخصیص مسئله معین نیمه آزادسازی اساس بر جدید کران دو می�کند، ارائه گراف
عددی نتایج قبلی کران دو با مقایسه در کران�ها این دادند نشان و کردند ارائه گراف باند پهنای مسئله

۱Very-large-scale integration
۲Papadimitriou
۳Blum
۴Rendl
۵de Klerk
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می�کند. فراهم را بهتری
پهنای مسئله برای [۱۹] در گرفته صورت معین نیمه آزادسازی ویژگی�های بررسی به پایان�نامه دراین

داریم: زیر ترتیب به را نامه پایان های فصل ساختار ، منظور این برای می�پردازیم. گراف باند
می�شود. داده شرح نیاز مورد تعاریف و پایه�ای مفاهیم اول، فصل در

این برای گرفته صورت معین نیمه آزادسازی�های و دوم درجه تخصیص مسئله بیان به دوم فصل در
می�شود. پرداخته مسئله

میکنیم، ارائه را گراف باند پهنای مسئله روی بر شده انجام کارهای از ای خلاصه ابتدا سوم، فصل در
میشود. بیان همکاران و رندل و همکاران و بلوم توسط شده معرفی کران دو سپس

می فرمول�بندی دوم درجه تخصیص مسئله یک صورت به گراف باند پهنای مسئله چهارم، فصل در
باند پهنای مسئله برای جدید کران دو تخصیص، مسئله معین نیمه آزادسازی از استفاده با سپس شود.
و دورها و کامل دوبخشی گراف�های برای جدید کران دو که میشود داده نشان می�شود. معرفی گراف

می�باشند. تنگ کران�های مسیرها
ارائه کران�های با مقایسه در [۱۹] کرانهای برتری دادن نشان برای را عددی نتایج نیز پنجم فصل در
می�کنیم. ارائه مکعب�ها و مستطیلی شبکه ، کامل -تایی t -سطح k درخت برای ، [۲۷] [۲۲]و در شده

یب



۱ فصل

تعریف�ها و نمادگذاری�ها

میگیرند، قرار استفاده مورد نامه پایان این در که را اولیه قضایای و تعاریف نمادگذاری�ها، فصل، این در
می�کنیم. بیان

نمادگذاری�ها ۱.۱

نمایش Sn با را متقارن ماتریس�های فضای و Rn×m با را n×m مرتبه از حقیقی ماتریس�های فضای
داده نمایش بزرگ حروف با ماتریس�ها و کوچک حروف با را اندیس�ها و اسکالر�ها بردار�ها، می�دهیم.
ماتریس درایه ,i)امین j) مشابه طور به و می�دهیم نشان xi با را x ∈ Rn بردار درایه iامین می�شوند.
Ai:s,: و Aماتریس jام تا tام های ستون بیان برای A:,t:j نماد از می�دهیم. نمایش aij با را A ∈ Rn×m

از مربعی ماتریس یک درایه�های همه اگر می�کنیم. استفاده Aماتریس sام تا iام سطر�های بیان برای را
همچنین می�دهیم. نمایش On با را آن باشد صفر آن درایه�ای همه اگر و Jn با را آن باشد یک n مرتبه
به Jn×m صورت، این در می�بریم. کار به نیز n ×m مرتبه از ماتریس�های برای را اخیر نمادگذاری
ماتریس دهنده نشان On×m و است یک ها درایه همه آن در که می�کند اشاره n×m مرتبه از ماتریس
را on و می�کنیم استفاده یک مؤلفههای با بردار نمایش برای un نماد از است. n ×m مرتبه از صفر
نظر در یک برابر iام درایه با استاندارد یکه بردار را ei می�بریم. کار به n مرتبه از صفر بردار بیان برای

. Eij = eiej همچنین، گیریم. می

اولیه تعاریف ۲.۱

قطری ماتریس یک به را n مرتبه از xبردار یک Diag(x) عملگر ([۱۹] قطری عملگر ) .۱.۲.۱ تعریف
می�آید. بدست ، Aماتریس قطری عناصر از که است برداری diag(A) عملگر مینگارد. n×n مرتبه از

۱
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می�شود: تعریف زیر صورت به Diag عملگر x = (x۱, x۲, . . . , xn)
T بردار برای دیگر عبارت به

Diag(x) =



x۱ ۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ x۲ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۰ .. . ۰ · · · ۰
... . . . ...
۰ ۰ ۰ · · · ۰ xn



داریم A =


a۱۱ a۱۲ · · · a۱n

a۲۱ a۲۲ · · · a۲n
... ...
an۱ an۲ · · · ann

ماتریس برای و

diag : Rn×n → R

diag(A) =


a۱۱

a۲۲
...
ann


برای آن�گاه باشد، V رأسهای مجموعه با گراف یک G(V,E) اگر ([۳۱] گراف قطر ) .۲.۲.۱ تعریف
با و شده نامیده رأس دو فاصله u و v رأس دو بین مسیر کوتاهترین طول u, v ∈ V دلخواه رأس دو هر
diam(G) با و می�نامند گراف قطر را گراف رأسهای بین فاصله بیشترین می�شود. داده نمایش d(u, v)

می�دهند. نشان

با وزن بدون و دار جهت غیر گراف یک G کنید فرض ([۲۹] مجاورت ماتریس ) .۳.۲.۱ تعریف
نمایش An×n با را گراف این مجاورت ماتریس صورت، این در است. |V | = n با V رأسهای مجموعه

می�شود: تعریف زیر صورت به و می�دهند

aij =


۱ باشد داشته وجود یالی jام رأس و iام رأس بین اگر

۰ صورت این غیر در

با V رأسهای مجموعه با گراف G کنید فرض ([۲۰] گراف لاپلاسی ماتریس ) .۴.۲.۱ تعریف
تعریف زیر صورت به G گراف لاپلاسی ماتریس صورت، این در است. A مجاورت ماتریس و |V | = n
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می�شود:

L(G) = Diag(r(A))−A

می�باشد. r(A) = Aun آن در که

vec(X)با را ماتریس این برداری عملگر ،X ماتریس یک برای برداری[۳۸]) عملگر ) .۵.۲.۱ تعریف
می�شود: تعریف زیر صورت به که می�دهیم نشان

vec(X) : Rn×n → Rn

vec(X) =



x۱۱

x۲۱
...
xn۱

x۱۲
...
xn۲
...
x۱n
...
xnn


نامیده ذوزنقهای ماتریس زیر کلی فرم به مربعی ماتریس هر ([۲۸] ذوزنقه ماتریس ) .۶.۲.۱ تعریف

می�شود.


a۰ a−۱ a−۲ . . . a−n+۱

a۱ a۰ a−۱
. . . ...

a۲ a۱ a۰
. . . ...

... . . .
...

an−۱ . . . a۲ a۱ a۰


داریم: آنگاه دهیم، نمایش Aij با را ذوزنقه ماتریس عناصر اگر

Aij = Ai+۱,j+۱ = ai−j
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{A۰, ..., Ad} ⊆ Rn×n دودویی ماتریس�های مجموعه ([۱۸] شرکت�پذیر های اسکیم ) .۷.۲.۱ تعریف
می�نامند. شرکت�پذیر اسکیم یک را می�کنند صدق زیر شرایط در که

۱. A۰ = I, A۰ + · · ·Ad = J

۲. AT
i ∈ {A۰, ..., Ad}, i = ۱,۲, ..., d

۳. AiAj = AjAi, i, j = ۰,۱, ..., d

۴. AiAj ∈ span{A۰, ..., Ad}, i, j = ۰, ..., d

Ai ماتریس�های همه�ی شرکت�پذیر اسکیم در اگر دارد. کلاس d ، {A۰, . . . , Ad} شرکت�پذیر اسکیم
میگویند. متقارن پذیر شرکت اسکیم آن به باشند متقارن

هستند. نظر مورد متقارن پذیر شرکت اسکیمهای نامه پایان این سراسر در است ذکر به لازم

این صفر غیر درایههای اندیس�های مجموعهی ،x ∈ Rn بردار حامل [۳۹] حامل) ) .۸.۲.۱ تعریف
پس می�دهند. نمایش supp (x) با و میکنند تعریف بردار

supp (x) = {i ∈ {۱,۲, . . . , n} : xi ̸= ۰}

می�شود: داده تعمیم زیر بهصورت مفهوم این ،X ∈ Rn×n ماتریس برای

supp (X) = ∪j supp (X:,j)

یک اثر An×n مانند مربعی ماتریس یک قطری درایههای مجموع .([۱۳] اثر (عملگر ۹.۲.۱ تعریف
پس میشود. داده نشان tr (A) نماد با و می�شود نامیده ماتریس

tr (A) =

n∑
i=۱

aii

نظر در را n×m مرتبه از A,B حقیقی ماتریس دو ([۱۳] ماتریس�ها داخلی ضرب ) .۱۰.۲.۱ تعریف
می�شود. تعریف زیر صورت به ماتریس دو این داخلی ضرب بگیرید،

⟨A,B⟩ = tr (ATB) =
∑
i,j

aijbij

ماتریس دو مؤلفهبهمؤلفه یا هادامارد ضرب ([۳۸] ماتریس�ها مؤلفه�ای ضرب ) .۱۱.۲.۱ تعریف
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می�شود: تعریف زیر صورت به A,B ∈ Rn×m

A ◦B =


a۱۱b۱۱ · · · a۱nb۱n

... . . . ...
an۱bn۱ · · · anmbnm


این کرونکر ضرب B ∈ Rr×s و A ∈ Rn×m ماتریس دو برای .([۱۳] کرونکر (ضرب ۱۲.۲.۱ تعریف

می�شود: تعریف زیر صورت به ماتریس دو

A⊗B =


a۱۱B · · · a۱mB
... · · ·

...
an۱B · · · anmB

 ∈ Rrn×sm

است. شده استفاده دفعات به آن از نامه پایان این در که است زیر ویژگی�های دارای کرونکر ضرب

(A⊗B)(U ⊗ V ) = AU ⊗BV (۱

vec(AY B) = (BT ⊗A) vec(Y ) (۲

(A⊗B)T = AT ⊗BT (۳

بردار متناظر هرگاه ،An×n مربعی ماتریس برای ([۳۳] ویژه بردارهای و ویژه (مقادیر .۱۳.۲.۱ تعریف
ماتریس ویژه بردار را x صورت این در Ax = λx که طوری به باشد موجود λ مانند عددی x صفر غیر

مینامند. x ویژه بردار با متناظر ویژه مقدار را λ و A

هرگاه است محدب C مجموعه ([۳۴] محدب (مجموعه .۱۴.۲.۱ تعریف

∀x۱, x۲ ∈ C, ∀λ ∈ [۰,۱], (۱− λ)x۱ + λ۲x۲ ∈ C

ترکیبات همه مجموعه صورت، این در باشد S ⊂ Rn فرضکنید ([۳۴] آفینی (پوسته .۱۵.۲.۱ تعریف
پس می�دهند. نمایش aff(S) با و نامند می S آفینی پوسته را S در نقاط متناهی آفینی

aff(S) = {
d∑

i=۱
λixi : xi ∈ S for i ∈ {۱, . . . , d},

d∑
i=۱

λi = ۱, d ≥ ۱}

پوسته را S شامل محدب مجموعه کوچکترین ،S ⊂ Rn برای .([۳۴] محدب (پوسته ۱۶.۲.۱ تعریف
نشان است. S شامل محدب مجموعههای تمام اشتراک ،Sمحدب پوسته واقع، در مینامند. S محدب
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از: است عبارت ،conv(S) یعنی ،S محدب پوسته که میشود داده

conv (S) = {
d∑

i=۱
λixi : xi ∈ S, λi ≥ ۰, for i ∈ {۱, . . . , d},

d∑
i=۱

λi = ۱, d ≥ ۱}

و میشود داده نمایش relint(S) با S مجموعه نسبی درون .([۴۰] نسبی۱ (درون ۱۷.۲.۱ تعریف
میشود. تعریف زیر صورت به

relint(S) = {x ∈ S | ∃ ϵ > ۰, Nϵ(x) ∩ aff(S) ⊆ S}

است. x مرکز به ϵ شعاع به گوی یک Nϵ(x) آن در که

شدهاند. آورده [۴۲،۱۳] مراجع از میشوند ارائه ادامه در که ومطالبی تعاریف

غیر بردار�های همهی ازای به An×n متقارن ماتریس اگر .( مثبت معین ماتریس ) ۱۸.۲.۱ تعریف
می مثبت معین نیمه ماتریس یک را ماتریس این آن�گاه کند صدق xTAx ≥ ۰ رابطه در x ∈ Rn صفر
ماتریس آن�گاه ،x > هر۰ برای xTAx > ۰ یعنی باشد، اکید نامساوی اخیر رابطه در اگر حال، نامند.
معین اگر و A ⪰ ۰ نماد از باشد مثبت معین نیمه A اگر ادامه، در می�نامند. مثبت معین ماتریس را A

مینماییم. استفاده A ≻ ۰ نماد از باشد مثبت

است. داخلی ضرب با V برداری فضای از ناتهی زیرمجموعه یک K کنید فرض .۱۹.۲.۱ تعریف
K مخروط .λx ∈ K باشیم داشته ،λ ≥ ۰ هر و x ∈ K هر برای هرگاه است مخروط یک K گوییم

یعنی باشد، بسته جمع عمل تحت هرگاه می�شود نامیده محدب

x, y ∈ K ⇒ x+ y ∈ K

باشد، ناتهی K مخروط درون اگر .K ∩ −K = {۰} هرگاه می�نامیم نوک�دار را K همچنین،مخروط
است. توپر مخروط یک K گوییم صورت این در ،intK ̸= ∅ یعنی

می�شود: تعریف زیر صورت به و است مخروط یک نیز K مخروط دوگان

K∗ = {x∗ ∈ V : ⟨x, x∗⟩ ≥ ۰, ∀x ∈ K}

محدب مخروط یک نیز K∗ ⊂ Rn آن�گاه باشد توپر و نوک�دار بسته، محدب، مخروط یک K ⊆ Rn اگر
.(K∗)∗ = K داریم و است توپر و نوک�دار ، بسته

۱Interior Relative
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است: زیر کلی �فرم دارای متقارن نامنفی مخروط نامنفی). (مخروط ۲۰.۲.۱ تعریف

Nn = {X ∈ Sn | xij ≥ ۰, ∀i, j}

می�شود: تعریف زیر صورت به و می�باشد نامنفی مخروط�های از مثالی R+
n

R+
n = {x ∈ Rn | x ≥ ۰}

.xi ≥ ۰,۱ ≤ i ≤ n هر برای که است معنی بدین x ≥ ۰ رابطه آن، در که

را مخروط یک مثبت معین نیمه ماتریس�های همه مجموعه مثبت). معین (مخروط ۲۱.۲.۱ تعریف
می�دهند: نشان S+

n نماد با و می�نامند مثبت معین نیمه مخروط را آن که می�آورند وجود به

S+
n := {A ∈ Sn | ∀x ∈ Rn xTAx ≥ ۰}

آن�گاه گردد جایگزین مثبت معین ماتریس�های با مثبت معین نیمه ماتریس�های فوق مجموعه در اگر
می�شود. داده نمایش S++

n نماد با و است مثبت معین مخروط حاصل مجموعه

S++
n = {A ∈ Sn | ∀x ∈ Rn xTAx > ۰}

معادلند: زیر وابط ر ، A ∈ Sn برای .۲۲.۲.۱ قضیه

A ∈ S+
n .۱

λmin(A) ≥ ۰ .۲

A = BTB که طوری به دارد وجود B ماتریس یک .۳

.detAII ≥ ۰ داریم ، (AII = ([aij ]i,j∈I , I ⊆ {۱, . . . , n}) اصلی زیرماتریس هر برای .۴

برقرارند: زیر وابط ر ، A ∈ S+
n ماتریس هر برای .۲۳.۲.۱ لم

.aii = max{|aij |, i, j ∈ {۱, . . . , n}} که طوری به دارد وجود i ∈ {۱, . . . , n} .۱

.Ai,: = A:,i = ۰ آن�گاه ،aii = ۰ باشیم داشته i اندیس یک برای اگر .۲

یک نیز A آن�گاه ، ⟨A,B⟩ ≥ ۰ باشیم داشته B مثبت معین نیمه ماتریس هر برای اگر .۲۴.۲.۱ لم
است. مثبت نیمه�معین ماتریس
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برای هرگاه می�شود نامیده هممثبت A ∈ Sn متقارن ماتریس هممثبت). (ماتریس�های ۲۵.۲.۱ تعریف
داشته ،x > ۰ هر برای هرگاه است اکید هممثبت A ماتریس .xTAx ≥ ۰ باشیم داشته ،x ≥ ۰ هر

. xTAx > باشیم:۰

به و شده داده نمایش Cn نماد با هممثبت ماتریس�های مخروط هممثبت). (مخروط ۲۶.۲.۱ تعریف
می�شوند: تعریف زیر صورت

Cn := {A ∈ Sn | xTAx ≥ ۰, ∀x ≥ ۰}

به و میدهند نشان C∗
n با را مثبت کاملاً ماتریس�های مخروط مثبت). کاملاً (مخروط ۲۷.۲.۱ تعریف

: است زیر صورت

C⋆
n =

{
X =

k∑
i=۱

yiy
T
i k ≥ ۱ , yi ∈ Rn

+ , ∀i = ۱, . . . , k
}

است. هممثبت ماتریسهای مخروط دوگان مثبت، کاملاً ماتریسهای مخروط میشود داده نشان

دوگان و اولیه مخروطی مسائل ۳.۱

توپر و بسته محدب، نوکدار، مخروط یک K ⊂ V و متناهی بعد با برداری فضای یک V کنید فرض
با: است برابر اولیه مخروطی بهینهسازی مسئله است.

inf ⟨C,X⟩

(PCP) s.t A(X) = b

X ∈ K

Ai ∈ V و ۱ ≤ i ≤ m برای که است خطی عملگر یک A : V → Rm و b ∈ Rm و C ∈ V آن در که
می�شود. تعریف A(X)i = ⟨Ai, X⟩ وسیلهی به

بیان زیر صورت به که است مخروطی بهینهسازی مسئله یک خود نیز PCP مسئله لاگرانژی دوگان
می�شود:

sup bT y

(DCP) s.t AT (y) + S = C

S ∈ K∗


