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چͺیده
موسوم قضیهای در شد.وی معرفͬ رابرتالیس١ توسط ͬͺدینامی سیستم از پوششͬ گروه نیم
در ما کار کرد. بیان را ͬͺتوپولوژی ͬͺدینامی سیستمهای اصلͬ اصول الیس توام پیوستگͬ به
پوششͬ های گروه نیم درباره ٢٠٠٧ سال در ٢ گلسنر الͬ تحقیقات اساس بر نامه پایان این

است. ͬͺتوپولوژی های متغیر از

آن پوششͬ گروه نیم با سیستم ͷی ارتباط نحوه ، ͬͺدینامی های سیستم معرفͬ از بعد
سیستم ͷی پوششͬ گروه نیم شرایطͬ تحت که دهیم مͬ نشان و داده قرار بررسͬ مورد را

بود. خواهد گروه ͷی

در آن نمایشخطͬ و ͬͺدینامی های سیستم از خواصͬ بررسͬ نامه پایان این در ما هدف
متری یGͷ-فضای X اگر که دهیم مͬ پاسخ سوال این به نهایت در است. باناخ فضای
از وبعد است؟ پذیر متری E(X) پوششͬ نیمگروه که گرفت نتیجه توان مͬ آیا باشد فشرده
رسید. خواهیم الیس توام پیوستگͬ قضیه از جدیدی صورت به سوال این به دادن جواب

١R. Ellis
٢Eli Glasner
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مقدمه

است. فصل سه بر مشتمل نامه پایان این

فصل در که مͬپردازد نکاتͬ و قضایا تعاریف، بیان به پایه مفاهیم عنوان تحت اول فصل

است. شده داده ارجاع [٢] به فصل این قضایای اکثر اثبات داریم. نیاز آنها به بعدی های

نیمگروههای مطالعهی به گذرا بهطور اول بخش در است. بخش سه بر مشتمل فصل این

به سوم بخش در و کرده معرفͬ را ͬͺدینامی سیستم دوم بخش در و پرداخته ͷتوپولوژی

مͬپردازیم. ͬͺدینامی سیستم روی پوششͬ نیمگروه معرفͬ

بخش در است. بخش سه بر مشتمل ،ͬͺدینامی های سیستم انواع عنوان تحت دوم فصل

از بسیاری که مͬکنیم مشاهده و پرداخته WAP و همپیوسته سیستمهای معرفͬ به اول

خواص کننده تعیین ( سیستم عمل از ناشͬ خواص یعنͬ ) سیستم ͷی ͬͺدینامی خواص

از توان پوچ گروه از استفاده با دوم بخش در است. سیستم آن پوششͬ نیمگروه جبری

(X, a) اگر که دید خواهیم و مͬپردازیم ٢ کلاس از سیستمهای پوچ مطالعهی به ٢ کلاس

(
N

Γ
, a) سیستم پوچ با آنگاه باشد، مینیمال و دورشونده خاصیعنͬ حدودی تا سیستم ͷی

است. ٢ کلاس از توان پوچ گروه ͷی نیز آن پوششͬ نیمگروه و بود خواهد ایزومورفیسم

نیمگروه که مͬدهیم نشان و کرده معرفͬ را BFT دوگانگͬ ͬͺدینامی مدل سوم بخش در

خ



از همئومورفیسم کپی ͷی شامل یا و روزنتال فشرده متری، ͬͺدینامی سیستم ͷی پوششͬ

ͬͺدینامی سیستم معرفͬ به سپس و است ( طبیعͬ اعداد از ͷاستون-چ سازی (فشرده βN

مͬپردازیم. منظم

در است. بخش سه بر مشتمل باناخ، فضای در ͬͺدینامی سیستم عنوان تحت سوم فصل

سیستم هر که مͬدهیم نشان و پرداخته انژکتیو ͬͺدینامی سیستم معرفͬ به ابتدا اول بخش

و کرده معرفͬ را HNS و NS های سیستم دوم بخش در است. انژکتیو منظم ͬͺدینامی

سیستمهای ادامه در مͬپردازیم. باناخ فضای در ͬͺدینامی سیستم از نمایشͬ بیان به سپس

در و مͬپردازیم. HNS سیستم با ارز هم شرایط بیان و مͬکنیم معرفͬ را RNapp و RN

کند صدق HNS ͬͺدینامی سیستم ارز هم شرایط در X اگر که مͬدهیم نشان سوم بخش

مͬدهیم پاسخ سوال این به نهایت در و است ۲N۰ مساوی یا کمتر کاردینالیتͬ دارای آنگاه

توام پیوستگͬ قضیه از جدیدی صورت همچنین است؟ پذیر متر پوششͬ نیمگروه این که

دید. خواهیم را الیس

د



١ فصل

پایه مفاهیم

١



ها نیمگروه ١.١

oو غیرتهͬ مجموعهی ͷی S آن در که (S, o) مرتب زوج ١ نیمگروه ͷی .١.١.١ تعریف

S طوریکه مͬباشد (s, t) → sot := st : S × S → Sبهصورت S روی دوتایی یͷعمل

همچنین r (st) = (rs) t ؛ r, s, t ∈ S هر برای یعنͬ است، پذیر شرکت عمل این به نسبت

e = e۲هرگاه گوییم ٢ خودتوان عنصر ͷی را e ∈ S عنصر

آنگاه: باشد S از غیرتهͬ زیرمجموعهی ͷی T و نیمگروه ͷی S فرضکه .٢.١.١ تعریف

رابطه با همراه نیمگروه ͷی T اگر یعنͬ T ۲ ⊂ T اگر است Sاز نیمگروه زیر ͷی T الف)

باشد S در ضرب

ST ⊂ T هرگاه است Sاز چپ آل ایده ͷی T ب)

TS ⊂ T هرگاه است S از راست آل ایده ͷی T ج)

باشد. چپ آل ایده هم و راست آل ایده هم اگر است دوطرفه آل ایده ͷی T د)

آل ایده هیچ شامل هرگاه نامیم ٣ مینیمال را S نیمگروه چپ آل ایده ͷی .٣.١.١ تعریف

تعریف مشابه طور به مینیمال (دوطرفه) آل ایده و مینیمال راست آل ایده نباشد. سره چپ

هیچ در مشمول هرگاه نامیم ۴ ماکسیمال را S نیمگروه از چپ آل ایده همچنین مͬشوند.

طور به ماکسیمال (دوطرفه) آل ایده و ماکسیمال راست آل ایده نباشد. سره چپ آل ایده

مͬشوند. تعریف مشابه

هیچ شامل هرگاه مͬشود نامیده راست) (ساده ۵ چپ ساده S نیمگروه .۴.١.١ تعریف

١Semigroup
٢Idempotent
٣Minimal
۴Maximal
۵Le Simple

٢



نباشد. سره آل ایده هیچ شامل هرگاه گوییم ساده را S نباشد. سره (راست) چپ آل ایده

احͺام صورت این در باشد، S نیمگروه در خودتوان عنصر ͷی e فرضکنید .۵.١.١ قضیه

معادلاند: زیر

است مینیمال چپ آل ایده Se(الف

است. مینیمال راست آل ایده eS(ب .

مͬباشد.) e شامل S از ماکسیمال زیرگروه بنابراین است(و یͷگروه eSe = (eS∩Se)(ج

شود. مراجعه [۲] از ۱ · ۲ · ۸ قضیه به برهان.

کند،خودتوان بالاصدق معادل های شرط از ͬͺی در که را S از یͷخودتوان تعریف١.١.۶.

گوییم. ۶ مینیمال

احͺام صورت این در باشد مینیمال خودتوان با نیمگروه ͷی S کنید فرض .٧.١.١ قضیه

اند: معادل زیر

مͬباشد. K := K(S) یͺتای و مینیمال آل ایده دارای S الف)

است. K خودتوانهای مجموعهی J(K) آن در که ،J(K) ̸= ب)∅

ترتیب به {eSe : e ∈ J(K)} و {eS : e ∈ J(K)} و {Se : e ∈ J(K)} ج)مجموعههای

مجموعهی و S مینیمال راست ایدهآلهای ،مجموعه S مینیمال چپ ایدهآلهای مجموعه

هستند. K ماکسیمال های زیرگروه

K = ∪{Se : e ∈ J(K)} = ∪{eS : e ∈ J(K)} = ∪{eSe : e ∈ J(K)} د)

شود. مراجعه از[۲] ۱ · ۲ · ۱۲ قضیه به برهان.

۶Minimal Idempotent

٣



λt و ρt نگاشتهای t ∈ S عنصر هر برای باشد نیمگروه ͷی S هرگاه .٨.١.١ تعریف

مͬشوند: تعریف زیر بهصورت

ρt : S → S ρt (s) = st

λt : S → S λt (s) = ts

صورت این در باشد ͷتوپولوژی فضای ͷی و نیمگروه ͷی S کنید فرض .٩.١.١ تعریف

،S

هرگاه مͬشود نامیده چپ) ͬͺتوپولوژی (نیمگروه ٧ راست ͬͺتوپولوژی الف)نیمگروه

باشد. پیوسته s ∈ S هر برای (λs : S → S)ρs : S → S

هر برای ρs : S → Sو λs : S → S هرگاه مͬشود نامیده ٨ ͷنیمتوپولوژی ب)نیمگروه

باشد.) ٩ مجزا پیوسته (s, t) → st : S × S → S ضرب باشد.(یعنͬ پیوسته s ∈ S

پیوسته (s, t) → st : S × S → S ضرب هرگاه مͬشود نامیده ١٠ ͬͺتوپولوژی ج)نیمگروه

باشد. ١١ توام

و بوده ͬͺتوپولوژی نیمگروه ͷی و گروه ͷی S هرگاه مͬشود نامیده ١٢ ͬͺتوپولوژی د)گروه

باشد. پیوسته s ∈ S هر برای s→ s−۱ : S → S نگاشت همچنین

نیمگروه ͷی نیز و گروه ͷی S هرگاه (چپ)گوییم راست ͬͺتوپولوژی گروه را S توجه:

٧Right topological
٨Semitopological semigroup
٩Separately continuous
١٠Topological semigroup
١١Jointly continuous
١٢Topological group

۴



هرگاه نامیم ͷنیمتوپولوژی گروه ͷی را S مشابه طور به باشد. (چپ) راست ͬͺتوپولوژی

باشد. ͷنیمتوپولوژی نیمگروه ͷی نیز و گروه ͷی S

مجموعه و گویا اعداد مجموعه مختلط، اعداد مجموعه ترتیب ،به R,Q,C فرضکه مثال.

جمع تحتعمل ها مجموعه اینصورتاین در باشند. معمولͬ) توپولوژی (با حقیقͬ اعداد

هستند. ͬͺتوپولوژی نیمگروه ضرب عمل تحت و ͬͺتوپولوژی گروه

مجموعههای زیر از ناتهͬ خانواده ͷی U و مجموعه ͷی X کنید فرض .١٠.١.١ تعریف

هرگاه: نامیم ١٣ یͺنواخت فضای ͷی را (X,U) زوج صورت این باشد.در X ×X

باشد. ∆ شامل U عضو ١)هر

.v−۱ ∈ U آنگاه v ∈ U اگر (٢

.v.v ⊂ U باشیم: داشته v ∈ U هر برای آنگاه w ∈ U اگر (٣

.v ∩ w ∈ U آنگاه v, w ∈ U اگر (۴

.w ∈ U آنگاه v ⊂ w ⊂ X ×X و v اگر (۵

٧ فصل به مͬتوانید آنها اثبات برای که مͬپردازیم توپولوژی از قضیه چند بیان به حال

کنید. مراجعه ( ١۵ و ١۴ ٩و های (قضیه [۱۵] از

یͺنواخت فضای توی به X ͷتوپولوژی فضای از پیوسته توابع تمام خانواده F کنید فرض

صورت: این در باشد. Y

این در Xباشد. روی ١۴ یͺنواخت همͽرای توپولوژی دارای F فرضکنید .١١.١.١ قضیه

است. پیوسته (f, x) نقطه هر در F ×X → Y : (f, x) 7→ f (x) صورت

١٣Uniform space
١۴Uniform convergence

۵



همͽرای توپولوژی صورت این در باشد همپیوسته خانواده ͷی F اگر .١٢.١.١ قضیه

دو ،X فشرده مجموعههای زیر روی همچنین است. توام پیوسته X روی F ١۵ نقطهوار

مͬشوند. منطبق هم بر یͺنواخت همͽرای و نقطهوار همͽرای توپولوژی

توپولوژی در F ١۶ بستار آنگاه باشند توابع از همپیوسته خانواده ͷی F اگر .١٣.١.١ قضیه

است. توابع از همپیوسته خانواده ͷی نیز نقطهوار همͽرای

توپولوژی در XX صورت این در باشد. ͬͺتوپولوژی فضای ͷی X که فرض مثال.

ͷی توابع ترکیب عمل تحت و ( X روی نقطهوار همͽرای توپولوژی (یعنͬ حاصلضربی

f ∈ XX به همͽرا XX در تور ͷی {fα} اگر چون مͬباشد. راست ͬͺتوپولوژی نیمگروه

.fαog → fog یعنͬ fα (g (x)) → f (g (x)) ، x ∈ X و g ∈ XX هر برای آنگاه باشد

ͷنیمتوپولوژی نیمگروه ͷی XX در پیوسته توابع نیمگروه زیر که است واضح همچنین

که XX نیمگروه زیر هر ، ١٢.١.١ قضیه بر بنا باشد یͺنواخت فضای ͷی X است.چنانچه

X چنانچه بالاخره و است ͷتوپولوژی نیمگروه ͷی باشد توابع از همپیوسته خانواده ͷی

،١١.١.١ قضیهی بر بنا و بوده راست ͬͺتوپولوژی نیمگروه ͷی XX و یͺنواخت فضای ͷی

است. ͷتوپولوژی نیمگروه ͷی ١٧ یͺنواخت پیوسته توابع تمام شامل نیمگروه زیر

و فشرده موضعا هاسدورف فضای ͷی X کنید فرض (١٨ آسͺولͬ (قضیه .١۴.١.١ قضیه

زیر مͬگیریم. نظر در فشرده-باز توپولوژی با را C(X,Y ) باشد. متری فضای ͷی (Y, d)

x هر ازای به و باشد اگرهمپیوسته تنها و اگر دارد فشرده بستار C(X, Y ) از F مجموعهی

باشد. فشرده بستار دارای Y از Fx = {f(x) : f ∈ F} مجموعهی زیر
١۵Pointwise convergence
١۶Closure
١٧Uniformly continuous
١٨Ascoli theorem

۶



تعریف زیر بهصورت و داده نشان Λ (S) با را S نیمگروه ͬͺتوپولوژی مرکز تعریف١.١.١۵.

باشد. پیوسته λs، s ∈ S هر برای که Λ (S) = {λs : S → S} مͬکنیم:

هر برای که این به توجه Λ،با (S) ̸= ∅ و راست ͬͺتوپولوژی نیمگروه ͷی S چنانچه

S از ͷنیمتوپولوژی نیمگروه زیر ͷی Λ (S) که مͬشود نتیجه s, t ∈ S λst = λsoλt

است.

ͷی را (ψ,X) زوج باشد. ͷنیمتوپولوژی نیمگروه ͷی S که فرض .١۶.١.١ تعریف

هاسدورف راست، ͬͺتوپولوژی نیمگروه ͷی X هرگاه نامیم S از نیمگروهͬ فشردهسازی

همچنین و ψ(S)− = X باشد.طوریکه پیوسته همریختͬ ͷی ψ : S → X و بوده وفشرده

ψ(S) ⊆ Λ(X)

باشد. توپولوژی فضای ͷی X و ͷتوپولوژی گروه ͷی S کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

نگاشت هرگاه مͬکند عمل X ͷتوپولوژی فضای بر چپ از S ͷتوپولوژی گروه گوییم

داشته وجود زیر خواص واجد (s, x) 7→ σ(s, x) که σ : S ×X → X چون: ای پیوسته

باشد.

۱)∀x ∈ X; σ(e, x) = x

۲)∀s۱, s۲ ∈ S,∀x ∈ X; σ(s۲, σ(s۱, x)) = σ(s۲s۱, x)

مͬکنیم. استفاده را sx نماد σ (s, x) نماد جای به

ͬͺتوپولوژی نیمگروه ͷی S ):فرضکنید ١٩ لاوسون الیس- توام (پیوستگͬ .١٨.١.١ قضیه

١٩Ellis-Lawson

٧



است. ٢١ کامل متریͷپذیر یا ٢٠ فشرده موضعا که باشد همانͬ عنصر با هاسدورف و چپ

مجزا پیوسته σ : S ×X → X عمل و S وارونپذیر عناصر گروه G کنید فرض همچنین

G×X از نقطه هر در σصورت این در است فشرده و هاسدورف Xفضایی آن در که باشد

است. پیوسته

شود. مراجعه از[۲] ۱ · ۴ · ۲ قضیه به برهان.

مͬباشد. S خود ،Sوارونپذیر عناصر آنگاه باشد گروه S اگر توجه:

است. آمده زیر لم در جبری ساختمان در کلیدی نکات از ͬͺی

همهی و هاسدورف فشرده نیمگروه ͷی L کنید ):فرض ٢٢ (الیس-ناماکارا .١٩.١.١ لم

است. خودتوان ͷی شامل L آنگاه باشند، پیوسته p→ pq نگاشتهای

رابطهی≥ به نسبت مرتب جزئͬ غیرتهͬ مجموعه ͷی S (اگر زورن لم به توجه با برهان.

بیشین عنصر ͷی حداقل S آنگاه باشد بالا کران دارای S از T زنجیر هر طوریͺه باشد

زیر ͷی Ke ،e ∈ K هر برای که است موجود K ⊂ L مینیمال فشرده نیمگروه دارد.)زیر

موجود k ∈ K حالتخاصحداقل در و .Ke = K جا آن از که Kاست از فشرده نیمگروه

.ke = e که است

K از غیرتهͬ بستهی نیمگروه زیر ͷی M = {l ∈ K : le = e} مجموعهی حال

ͷی برای حداقل که این از و است غیرتهͬ مجموعه این k ∈ K هر برای است.(زیرا

که گرفت نتیجه مͬتوان پس ( e ∈M لذا e ∈ K پس Ke = K و ke = e kداریم: ∈ K

.ee = e Mبویژه = K

٢٠Locally compact
٢١Complete metrizable
٢٢Ellis–Numakura

٨



ͬͺدینامی سیستم ٢.١

عمل چپ از X توپولوژی فضای بر G ͷتوپولوژی گروه که کنید فرض .١.٢.١ تعریف

x 7→ σg(x) = σ(g, x) : X → X نگاشت g ∈ G ثابت ولͬ دلخواه هرعنصر برای کند.

σg−۱ با برابر σg هر وارون و σgoσh = σgh مͬکند(زیرا تعریف G بر همئومورفیسم ͷی

نظر در نگاشتها ترکیب همان را Ǵ عمل و Ǵ = {σg : g ∈ G} دهیم قرار اگر حال است)

گروه ͷی فوق عمل با همراه Ǵ آنگاه (∀σg, σh ∈ Ǵ ; σgoφh = σgh:ͬیریم(یعنͽب

به است. σg−۱ ∈ Ǵعنصر σg ∈ Ǵ هر وارون و σe همان Ǵ همانͬ عنصر آن در که است

ͬͺتوپولوژی ͬͺدینامی سیستم ͷی اختصار به یا پیوسته تبدیلات گروه (Ǵ,X, σ) تایی سه

گوییم.

مجهز i(g) = ǧ که i : G→ Home(X) پیوستهی همئومورفیسم با G-عمل این همچنین

ǧx بجای را gx و گرفته ͬͺی ǧ با را g معمولا مͬشود. فرض یͺنواخت ͬͺتوپولوژی به

مͬنویسیم.

زیر ͷی محدود، عمل با Y ⊂ X غیرتهͬ بستهی پایای مجموعهی زیر ͷی تعریف٢.٢.١.

است. (X,G) از سیستم

باشد ͷتوپولوژی فضای ͷی X و ͷتوپولوژی گروه ͷی G که کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

در ثابت ولͬ دلخواه را x ∈ X عنصر مͬکند. عمل X بر چپ از G که کنید فرض نیز و

مͬکنیم: تعریف زیر بهصورت را σx نگاشت و میͽیریم نظر

σx : G→ X σx (g) = σ (g, x) = gx

٩



Oنمایشمͬدهیم. (x) با و خوانیم x ∈ X نقطهی مدار را σx نگاشت Gتحت گروه تصویر

ŌG (x) = cls {gx s.t g ∈ G} و O (x) = σx (G) = {gx s.t g ∈ G} لذا

و x مدار را Gx مجموعهی باشد، x ∈ X و سیستم ͷی (X,G) چنانچه صورت این در

مͬنامیم. x مدار بستار را (Gx)−

هرگاه نامیم ترایا) خلاصه طور به (یا ٢٣ نقطهای ترایای را (X,G) سیستم .۴.٢.١ تعریف

این در باشد. چͽال X در OG(x۰) = {gx۰ : g ∈ G} که باشد موجود x۰ ∈ X نقطهی

مͬدهیم. نمایش Xtr با را (X,G) ترایایی نقاط تمام مجموعه صورت

آن نقطه هر یعنͬ X = Xtr اگر تنها و اگر است ٢۴ مینیمال سیستم ͷی خاص حالت در

سیستم زیر ŌG(x) اگر تنها و اگر است مینیمال x ∈ X نقطه (X,G) سیستم در باشد. ترایا

باشد. (X,G) از مینیمال

اگر است ٢۵ نقطهای عموما (X, x◦, G)نقطهای ͬͺدینامی سیستم گوییم .۵.٢.١ تعریف

باشد. موجود πx : (X, x◦) → (ŌG(x), x) همئومورفیسم ͷی x ∈ X هر برای

صورت این در باشند. ͬͺدینامی سیستم دو (Y, T ) و (X,G) کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

،x ∈ X و g ∈ G هر برای هرگاه نامیم (Y, T ) به (X,G) از همریختͬ ͷی را (ψ, θ) زوج

پیوسته تابع ͷی θ و T توی به G از پیوسته همریختͬ ͷی ψ آن در که θ(gx) = ψ(g)θ(x)

است. Y به X از

نامیم (Y,G) بروی (X,G) از همریختͬ ͷی را θصورت این در G = T هرگاه توجه:

بروی X از پیوسته تابع ͷی θ آن در که θ(gx) = gθ(x) ،x ∈ X و g ∈ G هر برای هرگاه

٢٣point transitive
٢۴Minimal system
٢۵Point-universal

١٠


