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الف�

وردگارا...
او بر را دیͽر شͺری تو ͬͺنی و احساس که این مͽر نمͬ�رسد، تو شͺرگزاری نهایت و پایان به کس
تو بی�انتهای احسان و فضل خاطر به باز کند، کوشش تو فرمانبرداری و طاعت در چقدر هر و نماید واجب

. است ناتوان و عاجز

پشت در تو که باشد آزمایشͬ همان این شاید مͬ�گویم: خود با زندگیم لحظاتسخت در همیشه خدایا،
بیازما توانم اندازه�ی به مرا خدا ای پس بسازی، برایم زندگͬ از زیبایی تصویر مͬ�خواهͬ ͷتاری پرده�ی این

بیاموز. صبوری و

بدانم و نیست بیش ندانستنͬ تو لایتناهͬ دانش مقابل در دانسته�هایم کنم، قبول تا کن ͷکم من به
دانستن تو، یاری به جز قطره ͷی اندازه�ی به حتͬ را همه آن و مͬ�دانم من که آنͬ از بیشتر تو دانایی که

نمͬ�توانم.

ඵزدارمو ৯دارم...ૡঙه وਠमی೯ච໔دا
ඵزدارم...৯دارم. ૡঙه وਠमی೯ච໔دا



චاری... ণپاس໋�
و داشته�ها تمام نکنم، فراموش و باشم شͺرگزار شادی لحظه�های در آموخت من به که را خداوندی سپاس
رفتنͬ غم�ها همه�ی که باشم صبور اندوهم لحظه�های در که آموخت و اوست بی�منت لطف از دانسته�هایم

باشد. الهͬ حͺمت و تقدیر مطیع که است کسͬ سربلند و است

وکیلͬ وریا
تیرماه١٣٩١



چͺیده

چون علم مختلف شاخه�های در که است کاربردی ریاضͬ از شاخه�ای سازی) (بهینه ریاضͬ برنامه�ریزی
آن روی مسئله که ناحیه�ای و هدف تابع ͷی با ریاضͬ برنامه�ریزی در دارد. کاربرد و...، اقتصاد صنعت،
این روی هدف تابع کردن کمینه یا بیشینه هدف که هستیم، روبرو مسئله) جواب است(ناحیه شده تعریف
نیز ما مسئله�ی خطͬ، غیر یا باشند خطͬ مسئله جواب ناحیه یا هدف تابع اینکه با متناظر اما است. ناحیه

مͬ�شود. خوانده متناظر، طور به غیرخطͬ، و خطͬ برنامه�ریزی
در را مبنا هستند، تر مناسب روش�ها تفسیر و بیان برای تئوری لحاظ از که برنامه�ریزی خواصمسائل دلیل به
طور به پرداخت. خواهیم غیرخطͬ برنامه�ریزی به خلاصه�تر طور به و مͬ�گیریم، خطͬ برنامه�ریزی رساله این
تکرار�های خود الͽوریتم در روندی اتخاذ با که مͬ�شود اطلاق روش�هایی به نقطه�درونͬ روش�های خلاصه
و ١٩٨۴ سال در که روش این مͬ�کنند. حفظ شدنͬ ناحیه�ی درون را الͽوریتم محاسبات از شده حاصل
برنامه�ریزی به�خصوص و ریاضͬ مختلف شاخه�های در گسترده�ای به�طور شد، معرفͬ کارمارکار مقاله�ی با
این اقتضای به هم نقطه�درونͬ روش�های مسائل، از مختلف وضعیت�های به نسبت یافت. گسترش ریاضͬ
مسائلͬ به نقطه�ثابت مسائل کردند. پیدا طیفگسترده�تری نقطه�درونͬ روش�های و کردند تغییر وضعیت�ها
f(x) = x خاصیت با ای نقطه ،f : A −→ B چون تابعͬ برای اینکه فرض با آنها در که مͬ�شود اطلاق

هستیم. نقاطͬ) نقطه�ای(یا چنین یافتن پی در دارد، وجود
رساله از هرکجا دارد، وجود شود مͬ تعریف آنها روی تابع که نواحͬ و نقطه�ثابت برای هم خاصͬ حالتهای

مͬ�شود. بررسͬ آنها با متناظر روشهای و آنها خواص و خاص حالت�های این باشد نیاز که
ریاضͬ، برنامه�ریزی مسائل حل روش�های در مشترک خواص و روابط یافتن رساله این در اصلͬ هدف اما

است. خاصیتͬ، چنین با توابع نقطه�ثابت یافتن متناظر روش�های و نقطه�ثابت مسائل با
درونͬ نقطه الͽوریتم�های قالب در ریاضͬ برنامه�ریزی مسائل برای هم که هموتوپی روش چون روش�هایی
خط دارای شوند مͬ بسته کار به توابع، نقطه�ثابت یافتن برای هم و مͬ�شوند)، داده شرح ادامه در (که

هستند. نقطه�ثابت یافتن مسئله و ریاضͬ برنامه�ریزی در متشابه بسیار سیرهای
روشهموتوپی خطسیر آن با موازی و درونͬ، نقطه الͽوریتم خاصیتنقطه�ثابتدر دیͽریچون مفهوم�های
تکرارها بودن درونͬ حفظ خاصیت دارای مͬ�شود استفاده خاصیتͬ چنین با توابع نقطه�ثابت یافتن برای که

هستند. است، ریاضͬ برنامه�ریزی در درونͬ نقطه روش�های مدنظر که

پ



ت

روش�های نقطه�ثابت، مسئله خطͬ، غیر و خطͬ برنامه�ریزی ، درونͬ نقطه روش�های کلیدی: کلمات
هموتوپی



پیشͽفتار

عملیات در تحقیق از بخشͬ خود که است ریاضͬ برنامه�ریزی شاخه�های از ͬͺی خطͬ برنامه�ریزی مسئله
از سری ͷی از نسخه�ای کردن فرموله را مسئله این از اقتصادی بیان ͷی مͬ�توان است. کلͬ�تر حالتͬ در
مسئله، محدودیت�های از حاصل قیودی با گیرنده تصمیم انداز چشم با متناظر که دانست، اقتصادی اصول

هستیم. قیود این از حاصل جواب ناحیه�ی روی بر هدف تابع نام به تابعͬ کردن بیشینه یا کمینه پی در
ریاضͬ خود در چه کاربردی، ریاضͬ شاخه�های پر�کاربردترین از ͬͺی برنامه�ریزیخطͬ مسئله حاضر حال در
است. گشته مسائل از دسته این به محققان پیش از بیش توجه باعث که مͬ�باشد، علوم، سایر در چه و
جواب�های یافتن جهت در که ٢ فوریه و ١ فارکاس چون اشخاصͬ قدیمͬ بسیار کارهای از بخواهیم اگر
LP از مدرنͬ مفهوم کنیم، صرف�نظر برمͬ�گردد ٢٠ قرن اوایل و ١٩ قرن به و شده انجام خطͬ سیستم�های
او کارهای دوم جهانͬ جنگ شروع دلیل به که مͬ�گردد[٣]، بر ١٩٣٩ سال در ٣ کانتورویچ کارهای به
بررسͬ ۵مورد کوپمنز و ۴دانتزی توسط صورتجدی�تر به مسئله این ١٩۴٧ سال در بعدها ماند. ناشناخته
در شͽرفͬ تحول خطͬ برنامه�ریزی مسائل حل برای خود سادک روش معرفͬ با دانتزی و گرفت، قرار
.[۶ گردید[٣، ریاضͬ از شاخه این به محققان پیش از بیش توجه باعث که کرد ایجاد ریاضͬ برنامه�ریزی
ابتدا که داریم خطͬ برنامه�ریزی مسئله دوگان نام به دیͽری مسئله خطͬ برنامه�ریزی مسئله هر با متناظر
در شد[۶]. بیان گال-کاهن-تاکر٧ توسط بعدها دوگانͬ کلͬ�تر قضایای گردید، معرفͬ ۶ نیومن فون توسط
توانند مͬ نیز مسئله متغیر�های باشند. نامعادله یا معادله صورت به مͬ�توانند قیود خطͬ برنامه�ریزی مسئله

باشند. بودن نامقید یا بودن نامنفͬ شرط دارای
مͬ�داریم: بیان ریاضͬ قالب در زیر صورت به را آن� دوگان و خطͬ برنامه�ریزی مسئله

(P ) min{ctx : Ax = b, x ≥ ٠}
(D) max{bty : Aty + s = c, s ≥ ٠}

Farkas١
Fourier٢

Kantorovich٣
Dantzig۴

Koopmans۵
Von Neumann۶

Gale-Kuhn-Tucker٧

ث
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تفاوت این با دارد خطͬ برنامه�ریزی تعریفمسئله قالب به متشابه قالبی نیز غیرخطͬ برنامه�ریزی مسئله
مسئله هستند. غیر�خطͬ توابعͬ صورت به دو هر یا و مسئله قیود یا هدف تابع غیرخطͬ، حالت در که
حل روی بر زیادی محققان و دارد، علوم وسایر ریاضͬ در ای ویژه کاربرد�های نیز غیر�خطͬ برنامه�ریزی
و پرداخت خواهیم نیز ریاضͬ برنامه�ریزی مسائل از فرم این به رساله این در مͬ�کنند. کار مسائلͬ چنین

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را آن از ویژه�ای حالت�های
گرایش میزان روز به روز که است تابعͬ آنالیز در مسائل مهمترین از ͬͺی تابع ͷی نقطه�ثابت یافتن مسئله
با ریاضیات از قسمت این ارتباط آن، حل جهت جدید روش�های یافتن آن، روی بر کار جهت محققان
به کلͬ حالت در نقطه�ثابت مسئله�ی است. افزایش حال در ، . . و. علوم سایر و ریاضͬ دیͽر شاخه�های
ͷی نقطه�ثابت .f(x) = x که به�طوری مͬ�شود، گفته f : A −→ B تابع دامنه�ی در x چون نقطه�ای یافتن

باشد. داشته نقطه�ثابت بی�نهایت تابع ͷی اینکه یا باشد، فرد به منحصر مͬ�تواند تابع
روشͬ و دادند، ارائه براوئر٩ نقطه�ثابت قضیه برای ساختاری اثباتͬ همͺاران، و کیلاگ٨ ١٩٧۶ سال در
کردند[١۶]. پیشنهاد مͬ�کنند، صدق قضیه این فرض�های در که توابعͬ نقطه�ثابت یافتن جهت هموتوپی
دانست، Hچون تابعͬ تعریف صورت به φ خود-نگاشت تابع برای را هموتوپی خلاصه طور به مͬ�توان
دو حالت (در f(x) = x تابع با همراه شده، تعریف آن بر تابع که شدنͬ ناحیه از است ادغامͬ تابع این
نقطه ابتدایی، نقطه�ای از حرکت با که مͬ�شود تعریف طوری H ، تابع خود و سوم) اول ربع نیمساز بعدی
نقطه�ثابت هموتوپی روش اعمال از حاصل نهایی نقطه�ی بیابد. وجود) صورت (در را تابع دو این اشتراک
مͬ�دهد. تقریبی جوابی حالات بیشتر در نیز روش این ریاضͬ برنامه�ریزی روش�های مانند است. φ تابع

دادند، ارائه را زیر هموتوپی همͺاران و چاو١٠ ،Ω کراندار و محدب و بسته مجموعه برای ١٩٧٨ سال در

(١− µ)(x− φ(x)) + µ(x− x٠)

مورد غیر�خطͬ، سیستم�های جواب�های و توابع نقطه�ثابت یافتن جهت زیادی محققان توسط هموتوپی این
است. گرفته قرار استفاده

توجه باعث که داد ارائه خطͬ برنامه�ریزی مسائل جهتحل در را ١٩۴٧دانتزیͷروشسادکخود سال در
و تکنولوژی رشد با هم�زمان شد. علوم سایر در آن از استفاده و خطͬ برنامه�ریزی مسائل به بیشتر هرچه
طͬ مسئله ͷی جواب به رسیدن تا الͽوریتم ͷی نیاز مورد زمان سرعت، مبحث بروز و کامپیوترها پیدایش
خطͬ برنامه�ریزی زمینه�ی در محققان مسئله این با همزمان کرد. پیدا زیادی اهمیت الͽوریتم، ͷی روند
برای پیچیدگͬ مسئله بر بود آغازی این پرداختند. اجرا زمان به نسبت سادک روش ویژگͬ�های بررسͬ به

ریاضͬ[١٨]. مسائل حل جهت شده طراحͬ الͽوریتم�های
خطͬ ریزی برنامه مسئله ͷی بعد افزایش با که دادند نشان مثالͬ ارائه با مینت١١ͬ، و کلͬ ١٩٧٢ سال در

Kellogg٨
Brouwer ٩
Chow١٠

Klee and Minty١١
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نمایی صورت به مسئله اندازه با متناظر که دارد نیاز تکرار�های به نوع این از مثال�هایی برای سادک الͽوریتم
احتمالا و جمله�ای چند پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ یافتن عنوان تحت مسئله�ای بروز باعث این مͬ�کنند. رشد

یافت[٣]. مͬ�توان الͽوریتمͬ چنین آیا واینکه گردید، سادک از کاراتر عمل در
خیلͬ اما داد، ارائه بود جمله�ای چند نوع از تئوری نظر از که الͽوریتمͬ ارائه با خاچیان١٢ را پاسخ اولین
با اما بود، سریعتر سادک از روش این مسئله اندازه افزایش با تئوری در گرچه زیرا شد رد روش این زود
سادک روش از خاچیان روش حالات بیشتر در که شد مشخص مختلف مثال�های برای روش این اجرای

دارد[١٨]. کندتری عملͺرد
این داد، ارائه خود نقطه�درونͬ نوع از البته و چندجمله�ای الͽوریتم با کارمارکار١٣ را سوال این به بهتر پاسخ
ضمن مͬ�کرد[٨]، عمل بهتر مراتب به سادک از اجرا حین در کارایی لحاظ از چه و تئوری لحاظ از روشچه
برنامه�ریزی مسائل برای چندجمله�ای پیچیدگͬ با و نقطه�درونͬ روش�های بر بود سرآغازی روش این اینکه
بررسͬ مورد ریاضͬ از شاخه این در فعال محققان از زیادی تعداد روشتوسط این کارمارکار از بعد ریاضͬ،

است. ریاضͬ دیͽر شاخه�های به بیشتر هرچه وتوسیع حصول حال در همچنان نتایج و گرفت قرار
نیز غیر�خطͬ حالتهای به و شد ارائه خطͬ برنامه�ریزی مسائل حل جهت ١٩٨۴ سال در که کارمارکار ایده
نقطه�ای از شروع با بهینه نقطه�ای یافتن و مسئله حل جهت اجرا حین در که است الͽوریتمͬ یافت، توسیع
به�دست نقاط که مͬ�شوند محاسبه نحوی به الͽوریتم تکرارهای دارد، قرار شدنͬ ناحیه�ی درون که اولیه
تابعͬ آنالیز در کنند. حرکت بهینگͬ به شرط این حفظ با و مͬ��مانند باقͬ شدنͬ ناحیه درون همچنان آمده
جواب، به رسیدن تا آن حرکت نحوه�ی کارمارکار، روش و ریاضͬ برنامه�ریزی در نقطه�درونͬ مفاهیم از نیز
توجه مورد تابع ͷی نقطه�ثابت یافتن مسئله�ی تابعͬ آنالیز در موجود مسائل این میان در مͬ�کنند. استفاده

.[١۶] است رساله این در
بسته کار به نقطه�ثابت مسائل حل برای همͺاران و سو١۴ منلونگ توسط تغییر کمͬ با کارمارکار ایده�ی
از حاصل ناحیه�ای درون تکرارها تمام که مͬ�کند عمل طوری مسئله بر شده اعمال هموتوپی آن در که شد

مͬ��مانند[١۶]. باقͬ جواب، ناحیه�ی توسیع
همراه نقطه�ثابت مسائل و نقطه�درونͬ روش�های بین موجود ارتباط�های یافتن رساله این در ما اصلͬ هدف
مورد شاخه هردو در که زیادی روش�های از رساله در راستا این در است. نقطه�ثابت مسائل حل روش�های با
تحقیقات این از که نتایجͬ پرداخت. خواهیم روابط این تحقیق به و مͬ�کنیم یاد است، گرفته قرار استفاده

مͬ�دهیم. ارائه رساله، از فصلͬ عنوان تحت را مͬ�شود حاصل
این بر اعمالͬ تعریفروش�های در که مͬ�کنیم، برخورد بسیار مسئله دو هر در هموتوپی واژه با رساله این در
باید نقطه�درونͬ روش�های برای واژه این از ریشه�یابی عنوان به است، گرفته قرار استفاده مورد بسیار مسائل

Khachian١٢
Karmarkar١٣

Menglong Su ١۴



ح

شده�اند[٧]. عنوان میلادی ۶٠,٧٠ ده�های در که کرد اشاره فریش١٧ و ١۶ͷرمیͺͺم فیاکو١۵، کار�های به
در خواصش به توجه با که باشد لͽاریتمͬ ممانعت تابع مͬ�تواند عنوان این در مفاهیم ترین اصلͬ از ͬͺی
اساسͬ مفاهیم از که مرکزی، مسیر مفهوم همچنین است، برخوردار ویژه�ای جایͽاه از ریاضͬ برنامه�ریزی
باید مͬ�سازند الͽوریتم�ها که تکرار�هایی روند مسیر این تعریف با است. نقطه�درونͬ روش�های معرفͬ در
گفت مͬ�توان نحوی به بمانند، باقͬ شده تعریف مسیر این اطراف در آمده به�دست نقاط که باشد به�نحوی
مرکزی روش مفهوم مͬ�کند. اعمال الͽوریتم تکرار�های به را بودن درونͬ قید هم و بهینگͬ هم مسیر این که
شد. تحقیق آن روی بر و یافت توسیع سایرین توسط و گردید ارائه درسال١٩۶٧ هوارد١٨ توسط، ابتدا
سرآغازی خود و مͬ�برد بهره عنوان این از شد ارائه ١٩۶٧ سال در که دیͺین١٩ آفینͬ مقیاس روش همچنین

بود[٧]. بیضͬ روش�های بر
به این و نمͬ�شود، پرداخته پیچیدگͬ مفهوم به چندان تابع، ͷی نقطه�ثابت یافتن برای موجود روش�های در
برای کرانͬ توقف، معیار�های و آن در موجود پارامتر�های به نسبت نمͬ�توان که است الͽوریتم ساختار دلیل

یافت. دارد، وجود درونͬ نقطه روش�های در که صورت آن به تکرار�ها
کدام هر که برخورداند زیادی گستردگͬ و انواع از ریاضͬ برنامه�ریزی مسائل همانند نیز نقطه�ثابت مسائل
مسائل این پیچیدگͬ مسئله�ی برای نتایجͬ یافتن است مشخص آنچه دارند. را خود خاص کاربرد�های
تقریبی نقطه�ی بهترین و مشترک نقطه�ثابت چون حالت�هایی است، گسترده�تری حالت�های به توسیع قابل
نقطه�ثابت یافتن مسئله�ی با تابع، ͷثابتی نقطه مسئله برای جوابی یافتن جای به مورد دو این در مشترککه

هستیم. روبرو تابع چند مشترک
برنامه�ریزی مسائل از نیاز مورد تعاریف اول فصل در مͬ�کنیم، تعریف ترتیب این به را پایان�نامه ساختار
مختصر به�صورت را مسائل این حل برای موجود روش�های ادامه در مͬ�کنیم، عنوان را غیرخطͬ و خطͬ
و خطͬ حالت برای هستند، بررسͬ�ها اساس که را هموتوپی نقطه�درونͬ روش چند دوم فصل در مͬ�آوریم.
هموتوپی روش�های مͬ�گردند، معرفͬ نقطه�ثابت مسائل سه فصل در مͬ�کنیم. تفسیر و معرفͬ خطͬ، غیر
بررسͬ�ها حاصل چهار فصل در مͬ�پردازیم. روش�ها این عملͺرد نحوه�ی به و توضیح را مسائل این حل برای
حل روش در موجود اشتراکات همچنین نقطه�ثابت، مسائل و ریاضͬ برنامه�ریزی مسائل ارتباط مورد در را
رساله در که را مراجعͬ نهایت در است. شده آورده ادامه در واژگان فهرست مͬ�آوریم. را مسئله دو هر

مͬ�آوریم. اند گرفته قرار استفاده مورد

Fiacco١۵
McCormick١۶

Frisch١٧
Huard١٨
Dikin١٩
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١ فصل

آنها حل روش�های و ریاضͬ برنامه�ریزی مسائل

مقدمه ١.١

این خطͬ، برنامه�ریزی خاصمسائل جایͽاه به توجه با رساله در نیاز مورد قضایای و اولیه مفاهیم بیان برای
توصیف نیز را غیر�خطͬ برنامه�ریزی ادامه در و مͬ�کنیم شروع خطͬ برنامه�ریزی مساله بر مرور با را فصل
برنامه�ریزی مساله برای موجود روش�های بین نهایتروابط در مͬ�کنیم. مرور نیز را آنها روش�هایحل و کرده

مͬ�شوند. بیان غیر�خطͬ و خطͬ
اقتصادی، مسئله�ی ͷی در موجود انتخاب�های میان در انتخاب بهترین را ریاضͬ برنامه�ریزی بخواهیم اگر
تابع ͷی بیشینه یا کمینه یافتن مسئله بدانیم. ، . . و. ریاضیات مختلف شاخه�های ،ͬͺپزش مهندسͬ، علوم
حل ریاضͬ برنامه�ریزی در هدف مͬ�آید، دست به مسئله بر شده اعمال فرض�های از که است ناحیه�ای روی
طول در گیرد. صورت انتخاب بهترین تا است شده فرموله مسئله ریاضͬ جواب بهترین یافتن مسئله کردن
بسیاری و روابطشان، ،ͷی هر محاسن و معایب که است شده ارائه زیادی الͽوریتم�های و روش�ها سالیان
کار�هایی و روش�ها این تمام در مشخصاست آنچه است. گرفته قرار بررسͬ مورد خواصروش�ها، از دیͽر
بهینه�ی نقطه�ی یافتن آن و دارد وجود مشترک هدف ͷی است گرفته صورت آنها عملͺرد بهبود برای که
زمان و اصلͬ جواب به تقریب ͬͺنزدی نیست، روش�ها سنجیدن معیار تنها نقطه این یافتن است. مسئله
تلاش و الͽوریتم�ها سنجیدن برای دیͽری مناسب معیار�های جمله از جواب، این به رسیدن تا نیاز مورد

است. بهتر الͽوریتم�های یافتن برای
قرار بررسͬ مورد مختلف مثال�های بر اعمال با عملͬ حالت در چه و تئوری حالت در چه ویژگͬ�ها این تمام
خواص دلیل به غیر�خطͬ، حالت از مجزا کاملا ریاضͬ برنامه�ریزی مسئله ͷی خطͬ حالت اما گرفته�اند.
مͬ�توان جمله آن از دارد، وجود خطͬ حالت به بیشتر توجه برای زیادی دلایل است. شده بررسͬ خوبش،
مرحله به مرحله توضیح و بیان از اول نگاه در که کرد عنوان را خطͬ حالت برای شده پیشنهاد الͽوریتم�های
حالت این بودن محدب چون دیͽر ویژگͬ�های هستند. برخوردار خوانندگان برای ساده فهم جهت خوبی
شͺل به خطͬ از حاصل نتایج بودن توسیع قابل جواب، به رسیدن خط�سیر در خاصیت این از استفاده و

١



٢ آنها حل روش�های و ریاضͬ برنامه�ریزی مسائل .١ فصل

باعث خواص از دیͽر بسیاری و شده[١٢]، پیشنهاد الͽوریتم اصلͬ قالب در اندکͬ تغییرات با غیر�خطͬ
شود. بیشتری توجه ریاضͬ برنامه�ریزی از قالب این به که است شده

خطͬ برنامه�ریزی ٢.١

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را خطͬ برنامه�ریزی مسئله

min {ctx : Ax = b, x ≥ ٠}. (١.١)

: مͬ�کنیم عنوان زیر صورت به را مسئله این دوگان

max{bty : Aty + s = c, s ≥ ٠}. (٢.١)

. x, s, c ∈ Rn, b, y ∈ Rm, A ∈ Rm×n که به�طوری
که هستند روش�هایی اول دسته مͬ�کنیم. تقسیم دسته دو به را بهینه�سازی مساله ͷی حل روش�های
فرم ͷی از که هستند روش�های دو دسته مͬ�کنند، عمل دوگان یا اولیه مسئله دو از ͬͺی روی تنها
متغیر�های از مرکب جوابی به رسیدن هدف آن در که مͬ�کنند استفاده مسئله دو این از شده ادغام
هر برای ممͺن جواب بهترین نیز و کند صدق دوگان هم و اولیه قیود در هم که است دوگان و اولیه
بهینه برای کمتری متغیر�های با هستیم روبرو مسئله از فرم ͷی با فقط که حالتͬ در کند. تولید را دو
به رسیدن تا بیشتری همͽرای سرعت باید حالت این در که برسد به�نظر شاید داریم، سروکار کردن
و ادامه در نیست، اینگونه عملͬ حالت در چه و تئوری درحالت چه واقع در اما باشیم، داشته جواب
آن به بیشتر و ماست توجه مورد آنچه مͬ�شود. روشن پیش از بیشتر مورد این الͽوریتم�ها تعریف با
به و همزمان را دوگان و اولیه مساله�ی دو هر که است اولیه-دوگان الͽوریتم�های پرداخت خواهیم
جهت مسئله امͺانات تمام از گفت مͬ�توان نحوی به و مͬ�گیرند نظر در شده ͬͺی مساله�ای صورت

مͬ�کنند. استفاده نتیجه مطلوب�ترین به رسیدن
مͬ�شود داده نشان زیر شͺل به که دوگان تابع و اولیه هدف تابع مقدار دو بین موجود فاصله�ی به

مͬ�گویند. دوگانͬ شͺاف

ctx− bty. (٣.١)

مͬ�کند: صدق زیر معادله�ی در دوگانͬ شͺاف که دید مͬ�توان سادگͬ به

ctx− bty = xts. (۴.١)



٣ آنها حل روش�های و ریاضͬ برنامه�ریزی مسائل .١ فصل

را دارد، نیاز ریاضͬ برنامه�ریزی مسئله ͷی حل برای الͽوریتم ͷی که مواردی از کلͬ قالبی ابتدا
مͬ�دهیم: شرح

را ما انتظار دیͽر بیانͬ به که باشد توقف ملاک مشخصکردن باید گام اولین .١١.١ تعریف
کمینه�ی ͷی به ،xk چون نقطه�ای در که مͬ�شود متوقف زمانͬ الͽوریتم مͬ�رساند. الͽوریتم از

این ،١.١ خطͬ تابع سازی کمینه حالت برای مثال عنوان به برسیم، هدف تابع از موضعͬ
مͬ�گردد. تعیین زیر صورت دو به خود معیار این است. ctx تابع موضعͬ کمینه توقف نقطه

نقطه جهت است، نظر مورد الͽوریتم�ها بیشتر در که است ملاکͬ این استاندارد: امتحان (الف)
مقادیر کوچͷباشد، ماست، مدنظر که کافͬ، اندازه�ی به xk در f(xk) اینکه مانند توقف،
هم به خیلͬ xk−١ و xk مقادیر اینکه یا باشند، ͷنزدی هم به خیلͬ f(xk−١) و f(xk)
نظر، مورد میزانͬ به دوگانͬ شͺاف کاهش مانند مشابه معیارهای دیͽر و باشند، ͷنزدی
آنچه مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد معیاری عنوان به بودن شدنͬ که نشدنͬ روش�های در یا
همͽرای ابزار�ها این از ترکیبی از استفاده که است این روش�ها در است شده مشخص

مͬ�دهد[۶]. نتیجه را بهتری

x٠, xk که مͬ�دهد رخ زمانͬ حالت این وضعیت) بدترین حالت استاندارد(یا غیر امتحان (ب)
نباشد. چنین xk−١ برای ولͬ باشند ͷنزدی موضعͬ کمینه به بسیار

.

میزان برای ضریبی و شدنͬ ناحیه در دست در نقطه از حرکت برای جستجو جهت محاسبه .٢
. بودن شدنͬ حفظ با هدف تابع مقدار بهبود جهت اولیه نقطه از شدن دور

تخمینͬ کمینه نقطه کردن به�روز .٣

بهینه نقطه یافتن جهت خطͬ برنامه�ریزی در که است الͽوریتم�های فرم از کلͬ قالبی شد گفته آنچه
مͬ�شود[۶]. بسته کار به

مͬ�کنیم. بیان را پیچیدگͬ مفهوم ادامه در

پیچیدگͬ ١.٢.١

عامل�های به زمان این دارد، نیاز زمانͬ به جواب به رسیدن برای بهینه�سازی مسئله�ی حل روش هر
درون مسئله حرکت نحوه�ی مسئله، اندازه�ی مͬ�توان عامل�ها این جمله�ی از دارد، بستگͬ زیادی
نام را . . . و مسئله نیاز مورد محاسباتͬ عملͽرهای تعداد جواب، به شدن همͽرا برای شدنͬ ناحیه�ی
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حل را بهینه�سازی مسائل آن با که است الͽوریتمͬ برای عامل�ها این بررسͬ پیچیدگͬ از منظور برد.
بالایی کران یافتن مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد مقالات اکثر در که پیچیدگͬ از دیͽر بیانͬ مͬ�کنیم.

است[١٨]. خاصͬ مسئله�ی برای جواب، به تارسیدن نیاز مورد تکرار�های تعداد برای
یافتن جهت الͽوریتم ͷی تکرارهای تعداد شمارنده تابع مͬ�تواند که تابع ͷی مرتبه از تعریفͬ برای
مجموعه�ی از اعضایی n,N کنید فرض . مͬ�داریم عنوان را زیر تعریف باشد مسئله ͷی جواب

باشند. حقیقͬ تابع�هایی fg و باشند طبیعͬ اعداد

f(x) = O(g(x)) if ∃n,N ∃c s.t∀ N ≥ n f(n) ≤ c(g(n))

روش�های تمام در آنچه است. مسئله ضرایب نوع الͽوریتم�ها، پیچیدگͬ بررسͬ در توجه قابل نکته
تمامͬ بودن صحیح اولیه�ی فرض با پیچیدگͬ بررسͬ مͬ�گیرد، قرار توجه مورد ریاضͬ برنامه�ریزی
درج برای نیاز مورد فضای اگر مͬ�نامند. بیتͬ پیچیدگͬ را پیچیدگͬ از نوع این است، مسئله ضرایبدر
مورد فضای کل خطͬ حالت برای ،⌈log|x|٢ ⌉+ ١ با باشد برابر کامپیوتر حافظه در صحیح عدد ͷی
Lمحاسبه = L٠+(mn+m+n)، صورت به مسئله در صحیح اعداد تعداد به توجه با مͬ�توان را نیاز
الͽوریتم�های یافتن و مͬ�گویند، جبری پیچیدگͬ را حقیقͬ اعداد با متناظر پیچیدگͬ بررسͬ کرد.

است[١٨]. ریاضͬ در باز مسئله�ی ͷی همچنان جبری نوع از پیچیدگͬ با چند�جمله�ای

اعدادیصحیح همه که باشند، (A, b, c) خطͬ برنامه�ریزی مسئله�ی ضرایب فرضکنید ١.١ قضیه
مͬ�کنیم محاسبه زیر صورت به و مͬ�نامیم L را مساله این طول هستند.

L = L٠ + (mn+m+ n)

(mn+ و است صحیح اعداد خود کردن ذخیره برای نیاز مورد بیتͬ فضای L٠مقدار بالا معادله در
ضرایب) بین علامت�های (شامل مسئله تعریف برای حافظه از نیاز مورد بیت�های تعداد m + n)

تعریف زیر در که است جواب فضای از مجموعه�ای زیر دوگان و اولیه شدنͬ نواحͬ راس�های است.
کرده�ایم.

{(y, s)|Aty + s = c, s ≥ ٠} ، {x|Ax = b, x ≥ ٠}

مولفه�های توصیفات این با هستند. گویا نیز راسͬ نقاط این ضرایب، بودن صحیح به توجه با
هستند. کراندار ٢−L به پایین از راس�ها این برای x, s غیر�صفر
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مͬ�کند، صدق قیود همه در که شدنͬ ناحیه�ی از xB چون نقطه�ای با است برابر پایه جواب : برهان
ماتریس هستند. خطͬ مستقل صادق�اند، تساوی شرط در مقدار این ازای به که قید�هایی تمام و
پایه جواب ͷی راسͬ نقطه�ی هر که مͬ�کنیم اذعان مͬ�دهیم. نشان B با را پایه جواب این ضرایب
بیت�های تعداد حداکثر مͬ�شود، BxBحاصل = b حل از که است جوابی xB فرضکنید است[۶].
مقسوم�علیه با هستند، گویا اعدادی xB مولفه�های .L٠ با است برابر (B, b) ذخیره�ی برای نیاز مورد
ͷی xB از مولفه هر .[١٧] ٢(L٠+m log) با باشد برابر حداکثر مͬ�تواند مقدار این که ∆ مشترک
که آنجا از است. کراندار ٢−(L٠+m logm) به پایین از مقدار این که است ١/∆ از صحیح ضریب

داریم. ،m ≤ n

L٠ +m logm ≤ L٠ + (mn+m+ n) = L

صورت به دوگان مسئله�ی برای راس�ها همچنین مͬ�کند. اثبات را قضیه اولیه مسئله�ی برای این و
مͬ�شوند. تعریف زیر

y = B−tcB, s =
∏[

٠
cN −N ty

]
(۵.١)

بردار از افرازی cB, cN و نیستند. B به متعلق که است Aماتریس از ستون�هایی شامل N آن در که
شده�ی ͷتفکی صورت به متغییر�هاست کردن جدا برای نیاز مورد جایͽشت ماتریس

∏
و هستند c

گویا برداری کند صدق (۵.١) شرط در که yی شد، گفته اولیه مسئله�ی برای آنچه از استفاده با بالا.
صحیح cN , N درایه�های آنجا�که از . |∆| ≤ ٢L با دارند ∆ مشترک مخرج درایه�هایش که است
که گرفت نتیجه مͬ�توان شد گفته x برای آنچه مشابه هستند. ١/∆ از ضرایبی s درایه�های هستند،
� هستند. کراندار ٢−L به پایین از s مولفه�های
مقدار با متناسب پایینͬ کران دارای نیز ماتریس دو درایه�ی به درایه حاصلضرب ۵.١ قضیه�ی توجه با
مقدار این از ضریبی را توقف معیار که مͬ�شود سعͬ پیچیدگͬ�ها بررسͬ در بنابراین است. ٢−L

نظر از را الͽوریتم هر کلͬ حالت در مͬ�توان مسئله، اندازه به ٢−L مقدار وابستگͬ به توجه با بͽیرند.
به نسبت الͽوریتم عملͺرد نحوه�ی از کامل درکͬ به و سنجید مختلف مسائل به نسبت آن پیچیدگͬ

یافت. دست مسئله اندازه تغییر
افزایش با الͽوریتم�ها از دسته�ای کرد، تقسیم�بندی را الͽوریتم�ها مͬ�توان شد گفته آنچه از استفاده با
به�صورت جواب، به رسیدن تا آن�ها نیاز مورد تکرار�های تعداد ،m,nافزایش با متناظر مسئله اندازه
گسترده�ای دسته برای الͽوریتمͬ است ممͺن گرچه که است معنͬ بدین این مͬ�کند. رشد نمایی
روش�هایی کلͬ حالت در ولͬ باشد، داشته مساله اندازه با متناسب نمایی تکرار�هایی مسائل از
مͬ�کند. رشد مسئله اندازه�ی به نسبت نمایی نوع از تکرار�هایشان الͽوریتم�ها این که دارند وجود


