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  چكيده
  

براي حل معادلات تـابعي پيشـنهاد   ) 1920-1996(توسط جورج آدومين  1980ي   روش تجزيه آدومين در اوايل دهه

ران بــه تحقيــق در اي از پژوهشــگي رياضي مورد توجه قرار گرفت و عده  اين روش خيلي زود در جامعه. شده است

نظر تئوريك، جستجو براي پيدا كردن كاريردهاي بيشـتر بـراي     تجزيه و تحليل اين روش از نقطه. اين روش پرداختند

اي كه براي بعضي از معادلات تابعي وجـود دارد،    هاي كلاسيك و شناخته شده  اين روش و مقايسه اين روش با روش

  .راهم كرده استميدان پژوهشي وسيعي را براي پژوهشگران ف

هاي تحليلي، حل عددي مسائل رياضي از ديرباز مورد توجه بوده و برحسب ضـرورت    هاي روش  به دليل محدوديت

ــادلات    توان به روش  ها ميي اين روش  از جمله. هايي نيز ارائه شده است  و نياز روش ــل مع ــراي ح ــددي ب ــاي ع ه

دلات ديفرانسيل بـا مشـتقات جزئـي بـا شـرايط اوليـه ومـرزي        نامه به حل عددي معا  اين پايان. ديفرانسيل اشاره كرد

  .صورت زير است  مختلف با روش تجزيه آدومين پرداخته و شامل سه فصل به

در فصل اول مفاهيم وتعاريف اوليه در معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي را بيان و در ادامه سه روش مهـم شـامل   

ي اول با شرط اوليه خاص،  روش جداسـازي    ل با مشتقات جزئي مرتبهها براي حل معادلات ديفرانسيروش مشخصه

  .ايمي دوم   را ارائه كرده  متغيرها و روش تبديلات انتگرال را براي حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه

ه روش براي همچنين در اين فصل س. شويم  در فصل دوم روش تجزيه آدومين را معرفي و با ساختار كلي آن آشنا مي

  .هاي آدومين ارائه شده استاي  ي چندجمله  محاسبه

ي اول و دوم با       شـرايط    در فصل سوم روش تجزيه آدومين براي حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي مرتبه

  .  هايي كارايي روش نشان داده شده است  ي مثال  اوليه و مرزي مختلف به كار رفته و با ارائه
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  گفتارپيش
ــط     هاي واقعي وعيني مسائل مختلط فيزيكي با دستگاهبه طور معمول براي محاسبه جواب ــه توس ــاميكي ك ــاي دين ه

شوند، سروكار انتگرو ديفرانسيل مدل سازي مي عادلات انتگرال ويا م معادلات ديفرانسيل معمولي، جزئي، تصادفي و

ها شامل جملات غيرخطي پيچيده، پارامترهاي تصادفي، بديهي است كه در حالت كلي ممكن است اين دستگاه. داريم

ته مهـم  لذا يك نك. كند  له را در حالت كلي با مشكل مواجه      ميشرايط مرزي خاصي باشند كه حل مسئ ها وياداده

ست از اصلاح فيزيكـي جـوابي از ايـن دسـتگاههاي دينـاميكي كـه توسـط چنـين         ا واساسي در علوم رياضي عبارت

  . واب واقعي مساله باشدتقريبي خوب از ج اند، به صورتي كه اين جواب،معادلاتي مدل سازي شده

مسائل كاربردي در رياضي فيزيك  اي ازحل مسائل غيرخطي در معادلات ديفرانسيل معمولي و جزئي و همچنين پاره

ي گذشته براي حل مسائل غيرخطـي مـورد   اكثر روشهايي كه در دو دهه. از ديرباز مورد توجه رياضيدانان بوده است

ــافه روي    سازي و يا محدوديتگسسته سازي، اختلالات جزئي،  اند، بر مبناي اصول خطي  استفاده قرار گرفته ــاي اض ه

اختلالات جزئي روشهاي معقولي هستند، اما اسـتفاده مـدوام از آنهـا     سازي وهاي خطي  نيكتك. ه اوليه استوارندمسئل

له فيزيكي را بدسـت  م، نمايش درستي از جواب واقعي مسئبراي حل مسائل غيرخطي ممكن است در تعداد مراحل ك

  .اشيمله داشته بكي واقعي مسئندهند و به عبارتي ديگر ممكن است جوابي متفاوت با رفتار فيزي

ــددي و  هايي كه براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي وجود دارند، به دو دسته روشبه طور كلي روش ــاي ع روش ه

 و درانـــــــد   شده دوهاي ساده محد  هاي تحليلي به حل معادلات متعارف با دامنه  روش. شوند  هاي تحليلي تقسيم مي

مسـائل متعـدد واقعـي مـورد     توانند به منظور حل نمي ودر بيشتر مواقع گيرند  هاي خاص مورد استفاده قرار ميحالت

متغيــر مجهــول بــه صــورت عبــارتي رياضــي حليلــي، هــاي ت  از روش هاي بدست آمدهجواب در .استفاده قرار گيرند

روش . شــــــــونداند، داده مي  اهي يا انتگرالكه معمولاً سري نامتن ،پارامترهاي معادلات برحسب متغيرهاي مستقل و

عمومــاً معــادلات بــا ضــرايب متغيــر، . انــد  هاي تحليليترين روش  روش تبديلات انتگرال از مهم ها وجداسازي متغير

مـا يـك   حتي هنگـامي كـه   . باشند  هاي پيچيده و معادلات غيرخطي به صورت تحليلي قابل حل نميمعادلات با دامنه

ــه از    ، اگرچه محاسبهبدتر اينكه. باشد  اغلب به صورت سري نامتناهي ميآوريم جواب دقيق بدست مي ــر جملـ ي هـ

  .  كننده است وعلاوه براين ممكن است همگرايي سري بسيار كند باشد  باشد اما اصولاً اين كاري كسلسري عملي مي



ــا   اين روش. شوند  هاي عددي بر اين اساس هستند كه متغيرهاي پيوسته با متغيرهاي گسسته جايگزين ميروش هــــ

يـك دسـتگاه   يك معادله ديفرانسيل جزئـي را بـه   ...)ضمني،  روش تفاضل متناهي  مانند روش تفاضل متناهي صريح،(

در بســيار از حـالات، ايــن  . دهنـد   تغيير مي هاي مكرّر در كامپيوتر حل كرد،  آن را با تكنيك معادلات تفاضلي كه بتوان

جزئـي   ديفرانسيل  لةاب معادآيند، درواقع جو  ها بدست ميجوابهايي كه از اين روش. كند  تنها تكنيكي است كه كار مي

ير مختلفـي از متغيرهـاي مسـتقل    زند و نتيجه معمولاً، جدولي از اعداد است كه جواب را به ازاي مقـاد را تقريب مي

هاي عددي حل   توان با روش  را ميباشند   ي كه داراي جواب تحليلي معين نميهر چند بسياري از مسائل .كندمي عيينت

معمـولاً   كند و  ما را با مشكلاتي مانند ميزان محاسبات مورد نياز مواجه مي رد استفاده نيزهاي عددي مو  اما روش ،كرد

  . شودد كردن باعث از دست دادن دقت ميرگخطاي 

را بـراي حـل    -كه به نام خودش منسـوب اسـت   – اي ، روش تجزيه1981در سال ) 192-1996(  1جورج آدومين

اي  سـرعت بـراي حـل پـاره      بـه  1981 -1992هـاي   اين روش بين سال. ي خطي تصادفي ارائه نمودمعادلات عملگر

روش تجزيـه  . روند تاريخي روش ومفاهيم كلي آن در فصل دوم ذكـر گرديـده اسـت    .ازمسائل غيرخطي فراگير شد

به صـورت يـك    را اين روش جواب . يك ابزار قدرتمند براي حل معادلات تابعي است آدومين يك روش عددي و

يافته سري تيلور دانست، با اين تفاوت كه سري تيلور   توان آن را تعميمو مي كند  سري با نرخ همگرايي نسبتاً بالايي بيان مي

  ].18[باشدمي 0uبوده اما جملات سري مذكور حول تابعي مانند 0xيحول نقطه

لـذا  . شود، بايد همگرايي سري به اثبـات برسـد  وش جواب را به صورت جملات يك سري بيان مياز آنجا كه اين ر

و  2پرفسـور شـقو  توان قضاياي اثبـات شـده توسـط    كارهايي حول اين موضوع صورت گرفته است كه از آن ميان مي

ســـازي، گسســـته   يروش يك طرح مستقيم براي حل مسائل ، بدون نياز به خطاين . ]16-17[همكاران را نام برد

توان گفـت كـه ايـن    ي مزاياي اصلي اين روش مي  درباره. هاي محدود كننده است  ئي ويا فرضسازي،  اختلالات جز

روش به طور مستقيم براي همه نوع از معادلات ديفرانسيل يـا معـادلات انتگـرال ، خطـي يـا غيرخطـي، همگـن يـا         

ديگـر ايـن اسـت كـه ايـن روش ميـزان       مزيت مهم . شود  ه ميغيرهمگن، با ضرايب ثابت يا ضرايب متغير به كار برد

ــدمي    اي كاهشبه طور قابل ملاحظه ه هنوز دقت جواب عددي حفظ شود،اي ك  را به گونه محاسبات آنچــه در . ده
                                                 

١George Adomian  
٢Yves Cheruault   



پردازيم استفاده از اين روش براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي و مقايسه نتـايج عـددي ايـن      نامه به آن مي  اين پايان

اند كـه    اجرا شده 3افزار متمتيكا  هاي نوشته شده با نرم  نامه يا برنامه  تمام محاسبات اين پايان. ش با جواب دقيق استرو

  اند به شرح زير است  ها در آن اجرا شده  مشخصات كامپيوتري كه برنامه .اند  نامه آمده  ي پايانضميمه ها در  اين برنامه
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  ومفاهيم اوليهتعاريف 1-2`
متغيـر وابسـته   مشتقات جزئي يـك يـا چنـد     غير مستقل همراه بامت متشكل از دو يا چند يك معادله .تعريف 1-2-1

  . شودجزئي ناميده ميي ديفرانسيل با مشتقات   نسبت به متغيرهاي مستقل، يك معادله

  مشتقات جزئي به صورت زير استي ديفرانسيل با صورت كلي معادله
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يم uمشتقات جزئي از ..., 

  .باشند

كه در معادلـه   ي مشتق  است با بالاترين مرتبه ي ديفرانسيل با مشتقات جزئي برابر  ي يك معادلهمرتبه .عريفت 1-2-2

  .شودظاهر مي

فضـاي توابـع بـه طـور     kC)(باشـد و nRبعـدي  nدسيي باز وهمبند در فضاي اقلي  جموعهيك م فرض كنيد 

ــورت mياز مرتبه) 1-1(ي  كه معادله فرص كنيد. باشد kي  پذير حداكثر تا مرتبهپيوسته مشتق اســـت، در ايـــن صـ

  .ريف زير را داريماتع

)(تابعي مانند) 1-1(ي منظور از يك جواب براي معادله .تعريف 1-2-3 mCu    است، بـه طـوري كـه اگـرu  و

),..,(گذاري كنيم، يك اتحاد درجاي) 1-1(ي   را در معادله mي  مشتقاتش تا حداكثر مرتبه 1 nxx بدست آوريم.  

    فرض كنيد .تعريف 1-2-4

 )1-2(                                                        ,...),...,,,,...,(:),...,(
111 ji xxxnn uuuxxFLuxxu    

وهر ثابت 2uو 1uرا خطي گوييم اگر وتنها اگر به ازاي هر تابعLعملگر
1

c2وcداشته باشيم  

)1-3                  (                                                         )()()( 22112211 uLcuLcucucL    

ــ .تعريــف 1-2-5 ــاه  يــك معادل ــاً خطــي گــوييم، هرگ ــه صــورت ه را تقريب ),(0ب  uxfLu  ــه در باشــد، ك

),(آن uxfيك تابع غيرخطي نسبت بهu باشدمي.   

03ي موج به صورت  معادله  uuu xxtt ديفرانسيل تقريباً خطي است ييك معادله.   
  . خطي باشد ي مشتق،  نسبت به بالاترين مرتبه خطي گوييم اگرك معادله را شبهي .تعريف 1-2-6



  

  باشندخطي ميمعادلات زير همگي شبه .مثال 1-2-7

0                         )1: مرتبه؛ اي  هاي ضربهي موج  معادله(                                                 yx uuu  

xxxt)                             2: ي برگر؛ مرتبهمعادله(                                                  ucuuu 4  

0)                          3:؛ مرتبه kdv4ي   معادله(                                                 xxxxt ucuuu   

  .ي مشتق غيرخطي باشدنسبت به بالاترين مرتبه له را كاملاً غيرخطي گوييم اگريك معاد .تعريف 1-2-8
  باشندمعادلات زير غيرخطي مي .مثال 1-2-9

222),(                            1: مرتبه                                                                       yxfuu yx    

2),(                        2: مرتبه                                                                       yxfuuu yyxxxy   

ي همگـــــــــــن                     را معادله 0Luي باشد، آنگاه معادله)  2-1( عملگر تعريف شده در Lاگر. تعريف 1-2-10

fLuو اگر  0وfنامند  آنگاه معادله را ناهمگن مي .  

جواب يكتا داشته باشد بايد شرايطي را كه معمولاً شرايط جنبي رانسيل با مشتقات جزئي ي ديف  معادله براي اينكه يك

اين شرايط معمولاً به صورت شرايط اوليه يا شرايط مرزي ويا تركيبي از اين . شود را بر جواب تحميل كنيمه ميناميد

و تعداد مناسبي از مشـتقاتش در زمـان اوليـه اسـت و      uمنظور از شرايط اوليه، مقدارهايي از تابع مجهول .دو هستند

هم از شـرايط مـرزي   نوع م سه. باشدمي Dيروي مرز از دامنه uمنظور  از شرايط مرزي مقدارهايي از تابع مجهول

   عبارت هستند از

يمــ        را مشــخص Dياز دامنه را در هر نقطه از مرز uرهايي ازمقدا شرايط ديريكله يا شرايط مرزي نوع اول
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  .كنندرا مشخص مي Dي  از دامنه نقطه از مرز

  .شودي مقدار اوليه ناميده مي  رانسيل جزئي همراه با شرايط اوليه، مسئلهي ديفيك معادله .تعريف 1-2-11

   .شودي مقدار مرزي ناميده ميي ديفرانسيل جزئي همراه با شرايط مرزي، مسئلهيك معادله. تعريف 1-2-12
مـرزي   ليـه و ي ديفرانسيل جزئي همراه با شرايط اوليه و شرايط مرزي، مسئله مقـدار او يك معادله .تعريف 1-2-13

   .شودمي ناميده
niيك عملگر خطي باشد و روابط زير به ازاي Lاگر. اصل انطباق ,...,2,1 برقرار باشد  
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  ي خطي موج معادله
                            ),,,(),,,(),,,(),,,(

2

2

2

2

2

2

2

2

tzyxD
z

u
tzyxC

y

u
tzyxB

x

u
tzyxA

t

u















    

  ي خطي گرمامعادله

                           ),,,(),,,(),,,(),,,(
2

2

2

2

2

22

tzyxD
z

u
tzyxC

y

u
tzyxB

x

u
tzyxA

t

u















  

    5گوردن -ي خطي كلينمعادله
                                           )c مقداري ثابت(      ),,,()(

1
2

2

2

2

2

2

22
tzyxg

z

u

y

u

x

u

ct

u















  

)              مقداري ثابتv(                                                  6ي برگرزمعادله
x

u
u

x

u
v

t

u












2

2

  

                                                 
٥Klein- Gordon   
٦Burgers 
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  اولي  مرتبه  جزئي خطي  ديفرانسيل  عمومي معادلات  جواب 1-3
  به صورت  uي  و متغير وابسته ,yxمستقل ي اول برحسب دو متغيري ديفرانسيل خطي مرتبه  معادله 
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cرا به صورتLاگر عملگر
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: توان به صورت خلاصه را مي) 4-1(ي در نظر بگيريم معادله  

dLu به فرم  عبارت است از همگن متناظر با آني   معادله نوشت كه  

)1-5                         (                                                                                           0Lu                           

اي است كه شامل يك تابع دلخواه ، رابطه)5-1(ي ديفرانسيل همگن ي معادلهمنظور از جواب عموم. تعريف 1-3-1

ي همگن جواب عمومي معادله huاگر. بدست آيد) 5-1(ي براي هر انتخاب تابع دلخواه جوابي از معادله بوده و

   صورته ب) 4-1( ينگاه جواب عمومي معادلهباشد، آ) 4-1(ي ناهمگنيك جواب خصوصي معادله puو

ph uu  خواهد بود .  

  .كنيمبه صورت زير عمل مي، )4-1(ي اول  ي ديفرانسيل خطي مرتبهبراي بدست آوردن جواب عمومي معادله

),(0كنيم كهبدون از دست دادن كليت مسئله فرض مي yxa .مي   ي زير را تشكيلعمولي ديفرانسيل ممعادله

  دهيم
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  گيريميد را به صورت زير در نظر ميآبدست مي) 6-1(يجواب عمومي كه از معادله

)1-7            (                                                                                                  kyx ),(  

  ثابت شده است كه اگر تبديل مختصات ]  32[در  .يك ثابت انتگرالگيري است kكه در آن
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)1-9                 (                                                                  ),(),(),(   ducua                

  .گرددي ديفرانسيل معمولي حل ميبه صورت معادله شود وناميده مي) 4-1(ي   كه فرم كانوني معادله

  ي زير را بدست آوريدمومي معادلهجواب ع. مثال 1-3-2

)1-10                                            (                                                 22 yuyyuxu yx    

  داريم )4-1(با توجه به معادله 

                                           2),( yyxd         ،2),( yyxc          ،yyxb ),(         ،xyxa ),(   
ي ديفرانسيل معمولي  ا معادلهابتد
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  آيدجواب آن از دستور زير بدست ميباشد ومي) خطي مرتبه اول( ي ديفرانسيل معمولي  كه يك معادله

                                                                                    








])([
3

2

3

2

3

2













defeu
dd

  



                                                                                    ])([
2

2

2

2

2
3

2
2 


 





defe 


  

                                                                                              ])([
2

2

2

2

22 








 efe  

                                                                                                      1)(
2

2

2  


 ef  

  به صورت زير خواهد بود) 10-1(ي ي بدست آمده جواب عمومي معادلهدر معادله) 11-1(با جايگذاري روابط 
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  .كنيم  را بيان مي با شرط اوليه خاص ي اولدر حل معادلات ديفرانسيل جزئي مرتبه ليكنون يك روش تحليا

  سازي  روش مشخصه 1-4
  ي اول به صورت زير استمرتبه خطيفرم كلي معادلات شبه

)1-13                                                                      (),,(),,(),,( uyxcuuyxbuuyxa yx     

  خطي بودن عملگري است به صورتاز شبه منظور

                                                       ),,(),,(),,(:),( uyxcuuyxbuuyxaLuyxu yx   

yxكه عملگر غيرخطي است اما نسبت به مشتقات  uu ــه صــورت )  13-1(ي يك جواب از معادله. باشدخطي مي , ب

),(ي انتگرال   يك رويه yxuu   است كه در فضاي اقليدسي),,( uyx شود  تعريف مي.  

  ، به صورت زير پارامتري شده باشد منحني) 13-1( فرض كنيد شرط اوليه براي مسئله

                                            ),(  Is                  ))(),(),(()( 000 susysxs   

),(صورته ب) 13-1(ي   يافتن جواب معادله ،مسئله .شود  منحني اوليه ناميده مي منحني yxu    است كـه از منحنـي

ــاميمي اول ميبهتخطي مري كشي براي معادلات شبه  اي را مسئلهچنين مسئله .بگذرد   يداده شده ــافتن  . ن ــراي ي ب

  در اين روش ابتدا دستگاه . كنيمسازي استفاده مياز روش مشخصه جواب
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ــين دســتگاهي را دســتگاه . باشــندي اول مياز معادلات ديفرانسيل معمولي مرتبهاهي دهيم كه دستگرا تشكيل مي چن

به منظور تعيـين يـك منحنـي مشخصـه      . ناميمجواب اين دستگاه را منحني مشخصه مي وناميم معادلات مشخصه مي

)),(),()((چون هر منحني . يك شرط اوليه نياز داريم tztytx ي  متفاوت از يك نقطه)(s آيد،بدست مي  

)),,(),,(),((به صراحت منحني را در فرمتوانيم يم tsustystx در نتيجــه شــرط اوليــه بــه صــورت زيــر  يمنويســب

  شود پارامتري مي

)1-15                        ()(),0( 0 susu        ,     )(),0( 0 sysy     ,   )(),0( 0 sxsx       :  

  .گردد  تعيين 0tدر روي مشخصه منحني  طوري انتخاب كرديم كه را tپارامترتوجه كنيد كه 

، چنـين عمـل مـي   باشد كه شامل منحني) جواب مسئله( Sي انتگرال  بدست آوردن رويهبه طور تحليلي به منظور 

)),(),()((را به صورت ابتدا. كنيم 000 susysx را با اسـتفاده از شـرايط   ) 14-1(سپس دستگاه  ،كنيمپارامتري مي

يك دستگاه خودمختار از معـادلات ديفرانسـيل معمـولي    ) 14-1(توجه داشته باشيد كه دستگاه  .كنيميحل م) 1-15(

 tكـه بـا پارامترهـاي    ،Sي انتگرال  رويهبدين ترتيب . وجود ندارد tباشد يعني وابستگي صريحي نسبت به پارامترمي

),(تنها كاري كه براي يافتن. آوريم  را بدست مي، پارامتري شده sو yxu  باقي مانده اين است كه  

ــوس  توان با استفاده از قضيه  ن كنيم اين كار را ميجايگزيyوxرا با عبارتي برحسب tو sمتغيرهاي ــابع معكـ ي تـ

  يعني وقتي اين كار قابل انجام است كه ماتريس ژاكوبي نامنفرد باشد ي تابع معكوس  با توجه به قضيه .انجام داد
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همچنين ممكـن اسـت    و ممكن است وجود نداشته باشد) 13-1(ي كشي براي معادلهي در حالت كلي جواب مساله

  .ي كشي بيان شده استي وجود ويكتايي جواب مسئله  در زير قضيه .نهايت جواب متمايز داشته باشديب

  

ــر  يتعريف شد، با دامنه) 13-1(ي اول را كه در خطي مرتبهي ديفرانسيل جزئي شبهمعادله .قضيه 1-4-1 در نظـ
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                                                                                .10  s             













)(

)(

)(

:

0

0

0

suu

syy

sxx

     



)),(),()(()),(),()((0اگر  000
0

000
0  susysxa

ds

dy
susysxb

ds

dx   آنگاه جواب يكتايي در همسايگي منحنـي
  . كندهم در شرط اوليه صدق مي و )13-1(ي   به طوري كه هم در معادله وجود دارد اوليه

  .ببينيدرا  ] 32[. برهان

ــاً  اما مي ي معادلات شبه خطي بيان كرديمبرااگر چه در اينجا اين روش را   تــوان آن را بــراي معــادلات خطــي، تقريب

  .معادلات غيرخطي نيز به كار بردحالتهاي خاص  خطي و

  خطي زير حل كنيدي شبهاي معادلهمساله كشي را بر. مثال 1-4-2
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),2,1(توان با را مي شرط اوليه ss      بـه  ) 15-1(يط و شـرا ) 14-1(پارامتري كـرد، طبـق روش مشخصـه، دسـتگاه

  صورت زير خواهد بود
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                           ssu 2)0,(            ,          1)0,( sy           ,           ssx )0,(  

tesCyداريم دستگاه فوق ي دوم  معادله گيري از  با انتگرال )(1 1با توجـه بـه شـرط     و)0,( sy  داريـمtey  

  داريم    و سوم دستگاه  از معادلات اولهمچنين با استفاده 
                tesCux )(2            )()( 2 sCtuxLn                  xu

dt

uxd
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dt

uxd

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  آيندبه صورت زير به دست مي ,xuي فوق  لذا با حل دستگاه متشكل از دو معادله
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ssxبا استفاده از شرايط اوليه  )0,( وssu 2)0,(  خواهيم داشت  


