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ণپاسࢂචاری
مͬ�نمایم. تشͺر کردند، یاری پایان�نامه این تهیه�ی در را من که کسانͬ تمام از



چͺیده

F۵(شبه الگوریتم برایدرستی اثباتجدید

(F۵

وسیله�ی: به
شهید فاطمه

توسط که است محاسباتͬ جبر اساسͬ قسمت�های از گروبنر، پایه توسط چندمتغیره چندجمله�ای دستگاه�های حل

برای مختلفͬ الͽوریتم�های اخیر سال چند طͬ شد. علمͬ عرصه وارد ،[۵] در ارائه با ١٩۶۵ سال در بوخ�برگر

این است. F۵ الͽوریتم موجود، الͽوریتم�های کاراترین و قویترین از ͬͺی که شد ارائه گروبنر پایه محاسبه�ی

مͬ�کند. جلوگیری مفید) غیر زوج�های حذف (با ضروری غیر محاسبات از قوی، مح�ͷهای داشتن با الͽوریتم

از جدیدی گونه�ی ارائه�ی با ،[٣٢] در وانگ و سان است. مشͺل کمͬ فهم و درک برای آن اصلͬ گونه�ی اما

مͬ�باشد. نیز آن اصلͬ گونه معادل جدید الͽوریتم که طوری به کردند، ساده را مفهوم این (F۵B) F۵ الͽوریتم

آن درستͬ اثبات ،F۵B الͽوریتم ارائه�ی از پس نامه پایان این در دادند. ارائه را آن درستͬ اثبات [٣۴] در سپس

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را است F۵ الͽوریتم اصلͬ گونه�ی درستͬ برای اثباتͬ همچنین که

.F۵B الͽوریتم ،F۵ الͽوریتم گروبنر، پایه کلیدی: های واژه

د
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پیشگفتار

وی شد. ارائه ١ بوخبرگر برونو نام به شخصͬ توسط ١٩۶۵ سال در بار اولین برای گروبنر پایه نظریه�ی

K[x١, . . . , xn]/I برداری فضای پایه�ی محاسبه�ی برای پایان�نامه�اش، روی بر کار حین را پایه این

ͷی I و x١, . . . , xn متغیرهای با چندجمله�ای�های حلقه�ی K[x١, . . . , xn] آن در که آورد بدست

است. حلقه دراین ٢ صفربعدی ایده�آل

به یافته�اند. دست آن از مهمͬ کاربردهای و نتایج به ٣ گروبنر پایه بیشتر مطالعه�ی با ریاضیدانان

و رمزنگاری بیوشیمͬ، ،ͷرباتی در چندمتغیره چندجمله�ای دستگاه�های حل به مͬ�توان مثال، عنوان

مͬ�توان چندمتغیره، چندجمله�ای دستگاه� هر برای گروبنر، پایه از استفاده با حقیقت در کرد. اشاره غیره

دارد. اصلͬ دستگاه به نسبت بهتری ویژگͬ�های که یافت آن معادل دستگاهͬ

بود. [۵] در بوخبرگر برونو توسط بوخبرگر الͽوریتم ارائه�ی گروبنر، پایه محاسبه�ی برای گام اولین

جهت در تلاش�هایی مͬ�باشد، بالایی زمانͬ پیچیدگͬ دارای اجرایی لحاظ از الͽوریتم این که آنجا از اما

در ١٩٧٩ سال در بوخبرگر توسط ،ͷمح دو ارائه�ی تلاش�ها این جمله�ی از گرفت. صورت آن بهبود

جلوگیری الͽوریتم این در ضروری غیر صفرهای به کاهش محاسبه�ی از زیادی حدود تا که مͬ�باشد [۶]

مͬ�کنند.

شدند. ارائه [٢٠ ،٢٢ ،٢۵ ،١٩ ،١۵ ،١۴ ،۶] در نیز دیͽری الͽوریتم�های بوخبرگر الͽوریتم از بعد

١Bronu Bouchberger

آید. بدست البعد ,K[x١متناهͬ ..., xn]/I برداری فضای پایه�ی هرگاه گوئیم صفربعدی را I٢

نهاد. نام گروبنر ١٩٧٩رسما سال در گروبنر، ولفگانگ راهنمایش استاد افتخار به را پایه این ٣بوخبرگر

١



۴ همͺارانش و کورتز توسط که ،XL الͽوریتم�های منظور، این برای شده ارائه الͽوریتم�های بین در

و [١۴] مقاله�های در ٢٠٠٢ و ١٩٩٩ سال�های در ترتیب به ۵ فوژر توسط که نیز F۵ و F۴ و [١٠] در

هستند. الͽوریتم�ها مشهورترین شدند، منتشر [١۵]

محاسبه�ی از تقریبا محͷسیزیجͬ و محͷبازنویسͬ نام به محͷقوی دو بͺارگیری F۵با الͽوریتم

و تابع چندین از الͽوریتم این که آنجا از مͬ�کند. جلوگیری ضروری غیر صفرهای به کاهش همه�ی

نظر به مشͺل کمͬ درک و فهم جهت از هم و اجرایی لحاظ از هم است، شده تشͺیل زیرالͽوریتم�

را الͽوریتم این از متفاوتͬ گونه�های و آمدند بر آن کردن ساده صدد در برخͬ دلیل همین به مͬ�آید.

به گونه�ای [٣] در ٨ باردت و F۵C نام به گونه�ای [٢٧] در ٧ پری و ۶ ادر مثال عنوان به کردند. معرفͬ

کردند. ارائه F۵M نام

الͽوریتم اصلͬ گونه�ی با معادل که مͬ�دهیم ارائه F۵B نام به جدید، الͽوریتم ͷی پایان�نامه این در

گونه�ی و F۵B الͽوریتم ٩ است. راحت�تر نیز اجرایی لحاظ از و دارد ساده�تر مفهومͬ اما است، F۵

.([٣٢] به کنید (رجوع دارند تفاوت بحرانͬ زوج�های انتخاب ͷتکنی در ،F۵ الͽوریتم اصلͬ

مͬ�دهیم. ارائه را F۵B الͽوریتم دو، و ͷی فصل در نیاز مورد تعاریف و پیش�نیازها معرفͬ از پس

هدف آن اساس بر که مͬ�کنیم مطرح را F۵M عنوان تحت آن، شده�ی بازبینͬ گونه��ی نیز سه فصل در

مͬ�توان را اثبات این مͬ�شود. دنبال F۵B الͽوریتم درستͬ قضیه�ی اثبات یعنͬ پایان�نامه این اصلͬ

استفاده اثبات این ارائه�ی در که تکنیͷجدیدی زیرا گرفت، نظر در نیز F۵ الͽوریتم درستͬ برای اثباتͬ

پایان�نامه، این پایانͬ مبحث عنوان به ندارد([٣۴]). بستگͬ بحرانͬ انتخابزوج�های شیوه�ی به مͬ�شود،

فصل در مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را (F۵ F۵(شبه الͽوریتم در رفته کار به مدولͬ ترتیب� تغییر تاثیر

مͬ�کنیم. ارائه را پایان�نامه این در موجود F۵B الͽوریتم� کد نیز چهار

۴Courtois et al.
۵Faugere
۶Eder
٧Perry
٨Bardet

مͬ�رود. کار به F۵ الͽوریتم درستͬ اثبات ارائه�ی برای تنها ندارد. را F۵ الͽوریتم اصلͬ کارایی که است ذکر به ٩لازم

٢



١ فصل

گروبنر پایه معرفی

مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد پایان�نامه سرتاسر در که مͬ�پردازیم مفاهیمͬ و مطالب بیان به فصل این در

جزئیات و اثبات�ها از بعضͬ بیان از باشد، داشته آشنایی مطالب این با خواننده مͬ�رود انتظار که آنجا از

است. شده استخراج [۴ ،٩] کتاب�های از فصل این مطالب اکثر مͬ�کنیم. خودداری

تک�جمله�ای ترتیب��های ١-١

این در که هستند گروبنر پایه ساختار در بنیادی مفاهیم چندمتغیره چندجمله�ای�های و تک�جمله�ای�ها

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را آن�ها بخش

برحسبمتغیرهای ١ یͷتک�جمله�ای آن�گاه باشند، نامنفͬ و ,α١اعدادیصحیح ..., αn فرضکنیم

xαنمایشمͬ�دهیم = xα١ ...xαn شͺل به را آن متغیرهاستو این از ٢ حاصل�ضربتوانͬ ،x١, ..., xn

|α| =
∑n

i=١ αi صورت به نیز را تک�جمله�ای این درجه�ی .α = (α١, ..., αn) ∈ Zn
≥٠ آن در که

مͬ�کنیم. تعریف

بود. خواهد صفر برابر نیز آن درجه و xα = ١ آن�گاه α = (٠, ...,٠) اگر

١Monomial
٢Power product

٣



با x١, ..., xn متغیرهای برحسب f چند�جمله�ای ͷی باشد. میدان ͷیK فرضکنیم تعریف١.١.١.

f =
∑

α∈Zn
≥٠

aαx
α صورت به را آن که مͬ�باشد تک�جمله�ای�ها از خطͬ ترکیب ͷی Kدر ضرایب

مͬ�دهیم. نمایش

تک�جمله�ای ضریب aα ̸= ٠ آن در که مͬ�نامیم جمله ͷی را f چندجمله�ای از aαxα جمعوند هر

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان deg(f) با را f درجه�ی مͬ�شود. نامیده xα

deg(f) = max{|α| | α ∈ Zn
≥٠, aα ̸= ٠}·

مجموعه این بͽیرید. نظر در Kرا در ضرایب با و x١, ..., xn حسب بر چندجمله�ای�های تمام مجموعه

نمایش K[X] نماد با را حلقه این مͬ�دهد. حلقه ͷی تشͺیل چندجمله�ای، ضرب و جمع عمل با

.X = x١, ..., xn آن در که مͬ�دهیم

N و باشد x١, ..., xn متغیرهای از K در ضرایب با چندجمله�ای�های حلقه�ی K[X] کنیم فرض

مجموعه�ی آن�گاه باشد. طبیعͬ اعداد مجموعه�ی نیز

PP (X) = {Xα|xα = xα١ ...xαn , αi ∈ N, i = ١, ..., n}

هستند. تک�جمله�ای آن اعضای که مͬ�نامیم x١, ..., xn متغیرهای با تک�جمله�ای�های مجموعه�ی را

نیست. برقرار آن عکس اما است جمله ͷی تک�جمله�ای هر .٢.١.١ تذکر

مͬ�پردازیم. تک�جمله�ای�ها روی ترتیب مفهوم بیان به ادامه در

رابطه�ی صورت این در باشد، Zn
≥٠ از متناهͬ مجموعه زیر ͷی A مجموعه کنیم فرض .٣.١.١ تذکر

باشد برقرار زیر خواص a, b, c ∈ A ازای به هرگاه بود خواهد کلͬ رابطه�ی ͷی <

a < a باشیم داشته a ∈ A هر ازای به یعنͬ باشد. انعکاسͬ خاصیت دارای .١

.a = b آن�گاه b < a و a < b اگر یعنͬ باشد. متقارن پاد .٢

.a < c آن�گاه b < c و a < b اگر یعنͬ باشد. تراگذر یا تعدی .٣

هرگاه مͬ�نامیم تک�جمله�ای ترتیب ͷیK[X]چندجمله�ای�های حلقه روی ترتیب>را تعریف١.١.۴.

باشیم داشته α, β ∈ Zn
≥٠ هر ازای به

۴



باشد. کلͬ رابطه ͷی Zn
≥٠ روی < .١

.α + γ < β + γ باشیم دارشته γ ∈ Zn
≥٠ ازای به آن�گاه α < β اگر .٢

عضو دارای Zn
≥٠ از متناهͬ مجموعه زیر هر عبارتͬ (به باشد. خوش�ترتیب Zn

≥٠ روی < .٣

باشد). مینیمم

که، نوشت مͬ�توان نیز اینطور فوق تعریف در سوم شرط معادل عنوان به

”.xα > ١ باشیم داشته ١ ̸= xα ∈ K[X] هر ازای ”به

توان اگر بͽیرید. نظر در را xα = xα١
١ ...xαn

n صورت به تک�جمله�ای�های تمام مجموعه .۵.١.١ تذکر

نظر در با مͬ�توان آن�گاه کنیم، فرض (α١, ..., αn) صورتn-تایی به را تک�جمله�ای�ها این از ͷی هر

به ͷی تناظر ͷی Zn
≥٠ مجموعه و مجموعه�ها این روی ترتیب این بین تک�جمله�ای، ترتیب ͷی گرفتن

بنابراین کرد. برقرار ͷی

α < β ⇐⇒ xα < xβ (١.١)

.xα, xβ ∈ K[X] آن در که

این از مͬ�کنیم. اشاره مͬ�روند، کار به تک�جمله�ای�ها روی که ترتیب�هایی از نمونه چند به ادامه در

مͬ�شود. استفاده نامه پایان این سرتاسر در ترتیب�ها

در α = (α١, ..., αn), β = (β١, ..., βn), γ = (γ١, ..., γn) ∈ Zn
≥٠ فرضکنید .۶.١.١ تعریف

گوئیم صورت این

صفر غیر β − α در چپ سمت از مؤلفه اولین اگر تنها و اگر α <lex β الفبایی) (ترتیب .١

مͬ�شود. نامیده الفبایی ترتیب <lex رابطه باشد.

آن�گاه |α| = |β| باشیم داشته اگر و |α| < |β| هرگاه α <grlex β مدرج) الفبایی (ترتیب .٢

مͬ�شود. نامیده مدرج الفبایی <grlex ترتیب باشد. برقرار α <lex β رابطه

آن�گاه |α| = |β| اگر و |α| < |β| هرگاه α <grevlex β مدرج) معکوس الفبایی (ترتیب .٣

مدرج معکوس grevlex>الفبایی ترتیب باشد. نامنفͬ β−αراست سمت ناصفر مؤلفه اولین

مͬ�شود. نامیده

۵



،X = x١, x٢, x٣ که K[X]باشند در x۵تک�جمله�ای�هایی
٢ x٢و

١x
٢
٣, x١x

٢
٢x٣ فرضکنید مثال٧.١.١.

تشͺیل را γ = (٠,۵,٠) و α = (٢,٠,٢), β = (١,٢,١) ٣-تایی ترتیب به ͷی هر برای اگر

داریم صورت این در دهیم،

(١.١) بنابر α − γ = (٢,−۵,٢) چون x٣ <lex x٢ <lex x١ با الفبایی ترتیب از استفاده با

مͬ�گیریم نتیجه

x٢
١x

٢
٣ >lex x۵

٢

.x٢
١x

٢
٣ >lex x١x

٢
٢x٣ مͬ�گیریم نتیجه (١.١) به توجه با که β − α = (٢,١−,١) داریم همچنین

زیرا x٢
١x

٢
٣ <grlex x۵

٢ مͬ�آوریم بدست ،x٣ <grlex x٢ <grlex x١ ترتیب از استفاده با

deg(x۵
٢) = ۵ > ۴ = deg(x٢

١x
٢
٣)·

لذا deg(x١x
٢
٢x٣) = ۴ = deg(x٢

١x
٢
٣) چون ،x٢

١x
٢
٣ و x١x

٢
٢x٣ تک�جمله�ای دو برای همچنین

عبارت

α− β = (٢,١−,١)

.x١x
٢
٢x٣ <grlex x٢

١x
٢
٣ بنابراین است. مثبت سمتچپ، از مؤلفه اولین آن در که مͬ�کنیم محاسبه را

K[X]++ چند�جمله�ای�های حلقه�های روی را x٣ <grevlex x٢ <grevlex x١ ترتیب اگر اکنون

زیرا x۵
٢ <grevlex x٢

١x
٢
٣ مͬ�آوریم بدست گیریم، کار به

deg(x۵
٢) = ۵ > ۴ = deg(x٢

١x
٢
٣)

عبارت در و deg(x٢
١x

٢
٣) = ۴ = deg(x١x

٢
٢x٣) زیرا x٢

١x
٢
٣ <gevrlex x١x

٢
٢x٣ همچنین و

β − α = (−١−,١,٢)

است. مثبت راست، سمت از مؤلفه اولین

K[X] چندجمله�ای�های حلقه�ی روی را آن که باشد دلخواه تک�جمله�ای ترتیب ͷی< فرضکنید

مانند بفردی منحصر نمایش ͷی ،f ∈ K[X] چندجمله�ای هر مͬ�گیریم. نظر در

f = c١x
α١ + ...+ csx

αs

۶



K[X] در تک�جمله�ای�هایی xαiها و ٠ ̸= ci ∈ K[X] داریم i = ١, ..., s ازای به آن در که دارد

جمله� و پیشرو ضریب پیشرو، تک�جمله�ای صورت این در .xα١ > ... > xαs که طوری به باشند
۴ lc(f) ٣ lpp(f) نمادهای با و مͬ�کنیم تعریف c١xα١ و c١ ،xα١ صورت به ترتیب به را f پیشروی

مͬ�دهیم. نمایش ۵lt(f) و

ترتیب گرفتن نظر در با .f = ۴xy٢z + ۴z٢ − ۵x٣ + ٧x٢z٢ کنید فرض مثال عنوان به

ضریب بود. خواهد lpp(f) همان که بدستمͬ�آید x٣ برابر f پیشروی تک�جمله�ای z <lex y <lex x

lt(f) = −۵x٣ ،f پیشروی جمله ترتیب بدین مͬ�باشد. lc(f) = −۵ برابر f در تک�جمله�ای این

بود. خواهد

مͬ�توان آن�ها ترتیبروی بیان و چندجمله�ای�هایچندمتغیره و تک�جمله�ای�ها مفاهیم معرفͬ با اکنون

ͷی چندجمله�ای تقسیم الͽوریتم تعمیم که داد ارائه چندمتغیره� چندجمله�ای�های برای را تقسیم الͽوریتم

مͬ�کنیم. دنبال را هدف این بعدی بخش در مͬ�باشد. متغیره

تقسیم الͽوریتم ١-٢

الͽوریتم بوسیله�ی گروبنر پایه�ی محاسبه�ی در اساسͬ مفاهیم از K[X] حلقه�ی در تقسیم الͽوریتم

مͬ�گیرد. انجام آن اساس بر کاهشͬ فرایند که است مͬ�گردد) معرفͬ بعدی بخش�های (در بوخبرگر

F = {f١, f٢, ..., fs} و تک�جمله�ای ترتیب ͷی < کنید فرض ( تقسیم (الͽوریتم .١.٢.١ قضیه

چندجمله�ای این آن�گاه f ∈ K[X] باشیم داشته اگر K[X]باشد. در چندجمله�ای�ها از زیرمجموعه�ای

نوشت زیر صورت به مͬ�توان را

f = a١f١ + a٢f٢ + ...+ asfs + r, (٢.١)

هیچ که است چندجمله�ای ͷی یا است صفر برابر r و ai, r ∈ K[X] ،i = ١, ..., s ازای به آن در که

بر f تقسیم باقیمانده r ) نیست بخش�پذیر lt(f١), ..., lt(fs) جمله�های از ͷی هیچ بر آن از جمله�ای

.lt(aifi) ≤ lt(f) همچنین مͬ�شود). نامیده F مجموعه�ی

٣ leading power product
۴ leading coefficient
۵ leading term

٧



مͬ�دهیم. نشان زیر الͽوریتم ارائه�ی با را a١, ..., as, r وجود برهان.

چندمتغیره تقسیم ١-١ الͽوریتم
Require: A set of Polynomials (f1, ..., fm) ⊂ K[X],, f ∈ K[X] and monomial
order <.

Ensure: a1, ..., as, r
a1, ..., as, r := 0
p := f
while p ̸= 0 do
i := 1
sw := false
while i ≤ s and sw = false do
if lt(fi) | lt(p) then

ai := ai +
lt(p)

lt(fi)

p := p− (
lt(p)

lt(fi)
)fi

sw := true
else
i := i+ 1

end if
end while
if sw = false then
r := r + lt(p)
p := p− lt(p)

end if
end while
return (a1, ..., as, r)

مͬ�کنیم. اشاره زیر نکته���ی به ابتدا قضیه، اثبات از قبل

مͬ�دهد. رخ زیر حالت�های از ͬͺی دقیقا ،while حلقه�ی اجرای بار هر در

،lt(fi)|lt(p) که طوری به باشد داشته وجود i ∈ {١, ..., s} مانند اندیسͬ اگر تقسیم) (گام •

مͬ�یابد. ادامه الͽوریتم آن�گاه

به lt(p) آن�گاه نکند، عاد را lt(p) ،i = ١, ..., s ازای به lt(fi)ها از ͷی هیچ اگر باقیمانده) (گام •

مͬ�شود. اضافه باقیمانده

مͬ�دهیم. نشان را الͽوریتم پایان�پذیری و درستͬ فوق، نکته�ی به توجه با اکنون

٨



معادله�ی مͬ�کنیم ادعا منظور، بدین مͬ�پردازیم. آن درستͬ به ابتدا

f = a١f١ + ...+ asfs + p+ r (∗)

است. برقرار بوضوح معادله این r و a١, ..., as, pاولیه�ی مقادیر برای است. برقرار الͽوریتم گام هر در

مانند اندیسͬ آن�گاه باشد، تقسیم گام بعدی، گام اگر قبلͬ، حالت در معادله�ی(∗) فرضبرقراری با

نخواهد تغییری تقسیم گام هر در aifi + p رابطه�ی و lt(fi)|lt(p) که دارد وجود i ∈ {١, ..., s}

زیرا کرد

aifi + p = (ai +
lt(p)

lt(p)
)fi + (p− (

lt(p)

lt(fi)
)fi)·

آن�گاه باشد، باقیمانده گام مرحله، این در بعدی گام اگر اما است. برقرار همچنان (∗) رابطه�ی نتیجه در

زیرا بود، خواهد تغییر قابل غیر p+ r

p+ r = (p− lt(p)) + (r + lt(p)),

است. برقرار (∗) معادله�ی همچنان نیز، حالت دراین که

مͬ�پردازیم. تقسیم الͽوریتم پایان�پذیری اثبات به اکنون

این مͬ�یابد. کاهش مرتب طور به آن پیشروی جمله�ی باشد p ̸= ٠ اگر الͽوریتم از مرحله هر در

مͬ�کنیم. بررسͬ اثبات ابتدای در مذکور حالات برای را کاهش

رابطه�ی بنابر .ṕ = p− lt(p)

lt(fi)
fi مͬ�آوریم بدست مرحله هر در باشیم، تقسیم گام در اگر

lt(
lt(p)

lt(fi)
fi) =

lt(p)

lt(fi)
lt(fi) = lt(p)

.lt(ṕ) < lt(p)پس هستند. یͺسانͬ پیشروی جمله�ی دارای lt(p)

lt(fi)
fi و p مͬ�گیریم نتیجه

مͬ�دانیم باقیمانده، گام طͬ طرفͬ از

ṕ = p− lt(p),

.lt(ṕ) < lt(p) و مͬ�یابد کاهش p پیشروی جمله�ی آن، در بوضوح که

برسیم. p = ٠ یعنͬ توقف شرط به اینکه تا مͬ�یابد کاهش pپیشروی جمله�ی مرحله هر در بنابراین

حالت این در

f = a١f١ + ...+ asfs + r·

٩



از نامتناهͬ نزولͬ دنباله�ی نشود، متوقف هرگز الͽوریتم اگر زیرا مͬ�شود، متوقف الͽوریتم سرانجام

است. تناقض در < رابطه�ی بودن ترتیب فرضخوش با که مͬ�آید بدست p پیشروی جمله�های

که خاصاست ویژگͬ�های با مولدهایی مجموعه تعیین متغیره، چند تقسیم الͽوریتم کاربردهای از

مͬ�پردازیم. مجموعه�ها از دسته این یافتن روش به ادامه در

مجموعه�ای در علیه مقسوم ترتیبچندجمله�ای�های همچنین و ترتیبتک�جمله�ای تغییر با .٢.٢.١ تذکر

مͬ�کند. تغییر نیز باقیمانده ،١.٢.١ قضیه�ی به بنا ،F مانند

در باشد. ⟨f١, f٢, ..., fs⟩ توسط شده تولید ایده�آل I و f١, f٢, ..., fs, f ∈ K[X] کنیم فرض

.I در f عضویت تعیین یعنͬ آل ایده ͷی عضویت مسئله�ی صورت این

نوشته I مولد�های ار خطͬ ترکیب صورت به آن�گاه باشد I ایده�آل عضو f اگر که است واضح

که �طوری به مͬ�شود،

f = a١f١ + ...+ asfs

از استفاده با ،K[X] حلقه�ی در ایده�آل ͷی ͷی ازای به را ایده�آل عضویت مسئله�ی بعد مثال در

مͬ�کنیم. بررسͬ تقسیم الͽوریتم

K[x, y] حلقه�ی در چندجمله�ای�هایی f٢ = y٢ − ١ و f١ = xy + ١ مͬ�کنیم فرض .٣.٢.١ مثال

تقسیم ،١.٢.١ قضیه�ی از استفاده با و x <lex y تک�جمله�ای ترتیب گرفتن نظر در با باشند.

مͬ�گیریم نتیجه F١ = {f١, f٢} بر f = xy٢ − x چندجمله�ای

xy٢ − x = y.(xy + ١) + ٠.(y٢ − ١) + (−x− y),

با است برابر F٢ = {f٢, f١} بر f چندجمله�ای تقسیم که حالͬ در

xy٢ − x = X.(y٢ − ١) + ٠.(xy + ١) + ٠·

نتیجه را آن عضویت نمͬ�توان اول تساوی از ولͬ است ایده�آل عضو f که مͬ�دهد نشان دوم تساوی

است. صفر مخالف باقیمانده زیرا گرفت،

توسط شده تولید ایده�آل بر f چندجمله�ای تقسیم باقیمانده چنانچه که مͬ�شود مشاهده فوق مثال در

نیست. برقرار مطلب این عکس اما بود. خواهد ایده�آل عضو f آید، بدست صفر ⟨f١, f٢⟩

١٠



در ایده�آل ͷی از مولدی مجموعه هر که هستند نکته این حاوی ٢.٢.١ تذکر و فوق توضیحات

مشͺل این رفع برای باشد. داشته عضویت مسئله�ی حل در را مطلوب شرایط K[X]نمͬ�تواند حلقه�ی

تک�جمله�ای، ترتیب ͷی گرفتن نظر در با که داریم F = {f١, ..., fs} مانند مولدی مجموعه�ی به نیاز

چندجمله�ای�های جایͽاه�های از ترتیبی هر به نسبت آن K[X]بر از چندجمله�ای هر تقسیم باقیمانده�ی

مسئله برای کافͬ و لازم شرط تقسیم، باقیمانده بودن صفر شرط همچنین آید. بدست یͺتا طور به ،F

باشد. F توسط شده تولید ایده�آل عضویت

ویژگͬ�های با مولدی مجموعه که مͬ�کنیم معرفͬ را گروبنر پایه نام به جدیدی مفهوم بعد بخش در

است. فوق

گروبنر پایه ١-٣

اساس بر گروبنر پایه ساختار مͬ�پردازیم. آن�ها خواص و تک�جمله�ای ایده�آل�های به ابتدا بخش این در

مͬ�آید. بدست ایده�آل�ها از نوع این

تک�جمله�ای ایده�آل

ضرایب با x١, ..., xn متغیرهای برحسب چندجمله�ای�های K[X]حلقه�ی فرضکنیم .١.٣.١ تعریف

مجموعه�ای بوسیله هرگاه نامیم تک�جمله�ای ایده�آل را آن� باشد حلقه این در ایده�آل ͷی I اگر Kباشد. در

شود. تولید باشد) نامتناهͬ یا متناهͬ است (ممͺن تک�جمله�ای�ها از

آن در که است تک�جمله�ای ایده�آل ͷی ⟨x۴y٢, x٣y۴, x٢y٢⟩ ⊂ K[X] ایده�آل مثال عنوان به

.X = x, y

ایده�آل�های خواصمهم از نکته این هستند. متناهͬ تولید حلقه�یK[X]با ایده�آل�هایتک�جمله�ایدر

پیش�نیازهایی و لم�ها به آن اثبات ارائه از قبل البته مͬ�پردازیم. آن به قسمت این در که است تک�جمله�ای

مͬ�کنیم. بیان ادامه در را آن�ها که داریم احتیاج

تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I و ( نامتناهͬ یا متناهͬ مجموعه�ی ͷی) A ⊂ Zn
≥٠ کنید فرض .٢.٣.١ لم

I ایده�آل در xβ مانند تک�جمله�ای ͷی این�صورت در مͬ�شود. تولید ⟨xα | α ∈ A⟩ توسط که باشد

.xβ|xα طوری�که به باشد داشته وجود α ∈ A اگر تنها و اگر مͬ�گیرد قرار

١١


