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نند و کوشندگان، حق او را گزاردن نتوانند ی را که سخنوران، در ستودن او بمانند و شمارندگان، شمردن نعمت های او ندا و . سپاس خدا
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 ...رستاخيزايشان تا روز 
گاه و منزلت معلم، اجّل از آن است که در مقام قدردانی از زحمات بی شائبه ی او، با زبان قاصر و دست  بدون شک جای

 .ناتوان، چيزی بنگاریم
از معلم، سپاس از انسانی است که هدف و غایت آفرینش را تامین می کند و سلامت امانت هایی را که به  جلیلت اما از آنجایی که 

 : "من لم يشکر المنعم من المخلوقین لم يشکر اللَّه عّز و جلّ " ستش سپرده اند، تضمین؛ بر حسب وظیفه و از باب د
که همواره بر کوتاهی و درشتی من، قلم عفو کشیده و کریمانه از کنار غفلت هایم گذشته ... اين دو معلم بزرگوارم...ازپدر و مادر عزیزم

 گی یار و یاوری بی چشم داشت برای من بوده اند؛اند و در تمام عرصه های زند
از استاد با کمالات و شايسته؛ جناب آقای دکتر حسین سهله  که در کمال سعه صدر، با حسن خلق و فروتنی، از هیچ کمکی در اين عرصه بر 

 من دریغ ننمودند و زحمت راهنمایی اين رساله را بر عهده گرفتند؛
که زحمت داوری اين رساله را متقبل    انصاری و دکتر عباس سهله لاسماعی ز؛ جناب آقایان دکتر فرزانه و دلسوان و از استاد 

 .شدند؛ کمال تشکر و قدردانی را دارم
 . باشد که اين خردترين، بخشی از زحمات آنان را سپاس گوید
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گروه توپولوژیک فشرده با استفاده از مفهوم نظریه ی خانواده ی زیر گروههای بسته ی یک در این رساله 

 .بررسی می شود  "فضای زیر گروهها  "ویژگیهای پایه ای این . ابر فضا توسعه یافته است  کیتوپولوژی
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A theory of the family of closed subgroups of a compact  topological group is developed, 

using the topological notion of a hyperspace. Basic properties of this “ space of subgroups “ 
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  :  مقدمه 

که بر اساس  در این پایان نامه    8 ی یک گروه گروههای بسته ی زیر یک روند جدید برای بررسی ساختار گردایه ،می باشد

ههای اگر چه این تئوری بیشتر برای گرو. ابر فضاها استفاده می گردد یدر این روش از مفهوم توپولوژیک .یک مطرح می شودلوژتوپو

 . نیز ثابت می شوند هم متناهی  نتایج آن برای گروههای فشرده بکار می رود اما بسیاری از

یک فضای توپولوژیک و Xفرض کنید  K Xگردایه ی همه ی زیر مجموعه های فشرده ی نا تهی ازXتوپولوژی . باشد

های مختلفی می توان روی K X توپولوژی استاندارد  ،یکی از این توپولوژیها. کند "ابر فضا  "تعریف کرد که آن را تبدیل به یک

برای جزئیات بیشتر به .ستا ویتوریس و دیگری توپولوژی 3 مراجعه شود.  

زیر فضاهای. را در نظر می گیریمG یک گروه توپولوژیک فشرده ی K Gزا دنترابع:  S Gهورگ ریز یاضف G، 

 C G یاه هتسدمه یاضفGو  N G لامرن یاههورگ ریز یاضف G.  

نمایش  ثابت های کاردینال وپایداری ،گروهنشاننده های فضاهای زیر :  مانند بعضی از نتایج بنیادی این فضاها در فصل اول        

خواص فضای زیر گروههای  گالوا و تئوری پونتری آگینبا استفاده از تناظر  در فصل دوم همچنین. بررسی شده اند ،های تصویری

شده از دو عد فضای زیر گروه تولید بٌ. بررسی می کنیم رابسته ی گروه آبلی فشرده بر حسب زیر گروههای گروههای آبلی گسسته 

  .می کنیممحاسبه  را از گروههای فشردهگروه بعضی  فضای زیر ه و تحلیل می کنیم و در پایانگروه را تجزی
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را دارد  دوگونجی گروههای فشرده ی توپولوژیک خاصیت خیلی قوی فشرده ی 9 .دو خاصیت، نتایج ،درفصل سوم 

 همئو مورفیسم های فضای زیر گروه های یک گروهروی  این نتایج. متریک پذیری را بررسی می کنیم -K و ی دوگونجیفشردگ

ساخته شده است و ناکامل اما گسترده طبقه بندی  اسمیتو گارتساید توسط  ،هم متناهی 9.  

در بخش  ،بعنوان مثال. ره ی متوالی دارندشما، این پایان نامه همه ی تعریف ها، لم ها، قضایا و نتایج لازم به ذکر است که در

 . می باشد 4-3-1چهارمین عنوان دارای شماره ی ،از فصل اول 3

 

 

 

 

 

 

 

 



 

پیش نیاز: صل صفرف  
 

 

 

 

 

 

 

  

 



 



                                                                                                                                                                                                                                                                        پیش نیاز     : فصل صفر 

 

 

3 
 

توپولوژی  همچنین و( profinite)مانند مشخصه، وزن، گروههای هم متناهی در این فصل تعاریف لازم برای فصول بعد

 . تبیان شده اس. . . ، زیر فضایی، (vietoris)، ویتوریس باز –فشرده : هایی مانند

 پیش نیاز    0-1

xیک فضای توپولوژیک باشد و  Xفرض کنیم  .1-1-0 تعریف X اگر x درXدر این صورت. باز باشدx را نقطه ی

. گوییم Xتنها ی 7 

فرض کنیم .2-1-0تعریف ,X مجموعه ی .ولوژیک باشدیک فضای توپA XراG -  مجموعه گویند هرگاهA 

. رایی از مجموعه های باز باشداشتراک شما 21 

، Xاز2xو  1xرا فضای هاسدورف گوییم هرگاه به ازای هر دو نقطه ی متمایز Xفضای توپولوژیک .3-1-0تعریف

 .یافت شوند که از هم جدا باشند2xو  1xاز ، به ترتیب2Uو 1Uهمسایگی هایی مانند 21 

 مانندxهرگاه گردایه ی شمارایی از همسایگی هایپایه ی شمارا دارد xدر نقطه یXگوییم فضای .4-1-0 تعریف

در هر نقطه اش یک پایه ی  یاگر فضای. کم حاوی یک عضو این گردایه باشد دستxموجود باشد بطوریکه هر همسایگی 

. شمارایی صدق می کند در اولین اصلشمارا داشته باشد گوییم  21  

، یک فضای هاسدورف شمارای نوع اول در. استGیک مجموعه یXواضح است که هر زیر مجموعه ی باز .5-1-0مثال

 .است Gهر زیر مجموعه ی تک عضوی یک مجموعه ی 21 

. هی آن دارای یک نقطه ی تنها باشدیک فضای توپولوژیک را پراکنده گوییم هرگاه هر زیر فضای نات .6-1-0تعریف 7 

پراکنده می بطور واضح هر فضای گسسته یک فضای . ر شامل هیچ نقطه ی تنها نمی باشدمجموعه ی کانتو .7-1-0 مثال

 .اشدب 21 

 .هر مجموعه ی متناهی بسته استXدر فضای هاسدورف .8-1-0قضیه

رجوع شود به  :اثبات  21. 

 .در دومین اصل شمارایی صدق می کندXدارای پایه ی شمارا باشد گوییم Xهرگاه توپولوژی فضای  .9-1-0تعریف

 21 
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 bو aاست اگر برای هر دو نقطه ی مجزای 1T یک فضاX. یک فضای توپولوژیک باشدXفرض کنید .10-1-0 تعریف

a, وجود دارند کهVو Uهمسایگی هایXدر U b U  و ,b V a V . 21 

. ر مجموعه ی تک عضوی آن بسته باشداست اگر و تنها اگر هر زی 1Tیک فضای X .11-1-0 توجه 21 

 .گسسته هاسدورف استهر فضای . است 1Tهر فضای هاسدورف  .12-1-0 مثال 21 

فضای یکنواخت .13-1-0تعریف  ,X عبارتست از مجموعه یX مجهز به خانواده ی غیر تهی از زیر مجموعه های

Xحاصلضرب دکارتی  X(  را ساختار یکنواخت یا یکنواختی ازX  ضوهایش را پیرامون عو(entourage)گویند. ) که

 :صدق می کند در شرایط زیر 

شامل قطر  Uآنگاه . باشد  در  Uاگر  (1)  , ;x x x X  . 

Xیک زیر مجموعه از  Vباشد و در  Uاگر (2) X که شاملU  است آنگاهV  در است. 

Uباشند آنگاه در  VوUاگر  (3) V در است . 

هرگاه ، بطوریکه در  Vباشد آنگاه وجود دارد در Uاگر  (4) ,x y  و ,y z  درV باشند آنگاه ,x z   درU 

 . است

}باشد آنگاه   در  Uاگر (5) ,x y در Uتاس , :y x }
1U   نیز در است.  16 

از ساختار  ساختار توپولوژیکی خیلی ضعیف است و مجبوریم، یک رابطه ی نزدیکی بین دو مجموعهبرای تعریف  -

 :یکنواخت استفاده کنیم

Uپیرامون نزدیک به هم می نامیم اگر برای هر راBو  Aمجموعه های فضای یکنواخت زیریک در .14-1-0تعریف 

داشته باشیم، A B U  .  16 

نگاشتی  ،Gاز  تابعی است که به هر عضو  Xبر Gیک عمل ، Xو فضای Gبه ازای گروه مفروض .15-1-0تعریف

h:پیوسته مانند  X X   به طریقی نظیر می کند که : 

 . است  Xروی نگاشت همانی ehباشد آنگاه  Gعضو خنثی eاگر  (1)

.اگر  (2)     آنگاهh h oh  .  21 
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فضای ، Xبر  Gبه ازای یک عمل مفروض .16-1-0تعریف X
G

X: را این طور تعریف می کنیم
G

فضای خارج  

x:ی ذیل مشخص می شوداست که با رابطه ی هم ارزXقسمتی x  در صورتیکه ای درG  وجود داشته باشد  

 x h x
 .  21 

در Xاست هرگاه نقطه ای از  1mدارای مرتبه ی Xاز زیر مجموعه های فضای گوییم گردایه ی .17-1-0 تعریف

1m عضو  و هیچ نقطه ی واقع شودX  1در بیشتر ازm  عضو واقع نباشد.  21 

uراست اگر و تنها اگر ه Vتظریف Uباشند گوییمXپوشش روی VوUاگر  .18-1-0تعریف U  مشمول در بعضی

v V باشد.  21 

وجود داشته باشد بطوریکه به ازای هر  mرا با بعد متناهی خوانیم هرگاه عددی صحیح مانند Xفضای .19-1-0 تعریف

 . باشد 1mرا ظریف کند و مرتبه ی آن حداکثرموجود باشد که  مانند  Xپوششی باز برای  مانندXپوشش باز

. به ازای آن حکم بالا برقرار است است که mمقداری ازکوچکترین Xبعد توپولوژیک ،بنا به تعریف فوق      21 

ه اعضای غیر تهی و دارای یک پایه باشد ک ، 1Tفضای  Xگوییم اگر  بعدی  - X،0فضای توپولوژیک .20-1-0 تعریف

. آن هم باز و هم بسته اند 14 

 Cمانند Xزیر مجموعه ی فشرده ای از هرگاهفشرده ی موضعی گوییم  xرا در نقطه ی Xفضای .21-1-0تعریف

. است xموجود باشد که حاوی یک همسایگی 21 

. فشرده ی موضعی استnفضای  .22-1-0مثال 21 

xرا فشرده ی موضعی گوییم اگر برای هر Xهاسدورف فضای توپولوژیک .23-1-0 تعریف X  و هر مجموعه ی باز

U  شاملx،  یک مجموعه ی بازw بطوریکه . با بستار فشرده موجود باشدx w w U   . 14 

 :را چنین تعریف می کنیم، رابطه ی هم ارزی Xدر فضای مفروض .24-1-0تعریف 

x y هرگاه زیر مجموعه ی همبندی وجود داشته باشد که شامل هر دویxوyباشد. 

.می خوانندX( یا مولفه های همبند)حاصل از آن را موًلفه ها رده های هم ارزی 
 
 21ئ 

. ی فضا تک نقطه ای ها باشندرا کلا ناهمبند گوییم هرگاه مولفه هاXفضای توپولوژیک .25-1-0 تعریف 21
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. هستند ، کلاناهمبنداعداد گویا و اعداد گنگ .26-1-0 مثال 21 

. کلا نا همبند است، هر فضای گسسته .27-1-0مثال 21 

. مانند فضای اعداد گویا. بندی وجود دارند که گسسته نیستندفضاهای کلا ناهم .28-1-0 توجه 21 

 .لا ناهمبند خود کلا ناهمبند استزیر فضا و حاصلضرب فضای ک .29-1-0 لم 21 

kبه فرم، pدر مبنای یک عدد .30-1-0 تعریف

k

k m

a p




 درمبنای را عدد صحیحp 0گوییم هرگاهm ،
ka  ها اعداد

را مجموعه ی  ka اول باشد، که در آنpصحیح و 0,1,..., 1p می گیریمدر نظر . 

عضوی از حد معکوس حلقه های pدر مبنای یک عدد صحیح، بطور معادل
kp

0kبرای  می باشد.
 
 25 

 . نمایش می دهند Sگویند و با Sرا کاردینال Sمشخصه ی اعضای یک مجموعه مانند  .31-1-0 تعریف

0  :ترین کاردینال نامتناهی شمارا ستکوچک . 17 

 : ابر است بابر xدر نقطه ی Xمشخصه ی یک فضای توپولوژیکی  .32-1-0 تعریف

                                                                        {x پایه ای برایx  درX است  :x}  0, minX x   

X                                  :                                    مشخصه ی فضای     sup , ;X X x x X   

شمارای نوع اول است اگر و تنها اگر X.33-1-0 نکته  0X . 

xپس در نقطه ی. شمارای نوع اول باشدXفرض کنیم  :اثبات  X بنا براین . پایه ی شمارا دارد: 

     0sup , ;X X x x X    

اگر : برعکس   0X   داریم   0sup , ;X x x X    یعنی در هرx X  با توجه به اینکه

 0 0,X x    بنا بر این 0 0min :x x X     آنگاه  0min :x x X    پس برای هر

x X  کهx  پایه ی شمارا درx X در نتیجه . استX شمارای نوع اول است.   17                                                                                                                                                                         

 :بابرابر است  Xمشخصه ی عددی وزن روی فضای توپولوژیکی  .34-1-0تعریف

                                                                           { پایه ای برایX است  : }  0 minW X   
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شمارای نوع دوم است اگر و تنها اگر  X.35-1-0نکته  0W X   . 

بنا براین . دارای پایه ی شمارا می باشد Xشمارای نوع دوم باشد پس  Xفرض کنیم  :اثبات   0min    اگر و

تنها اگر   0W X .  17 

f:نگاشت .36-1-0 تعریف X Yبه ازای  هر زیر مجموعه ی باز را نگاشت باز گوییم هرگاهX مانندU،  مجموعه ی

 f UدرY باز باشد.  26 

r:نگاشتی پیوسته مانند  گوییم هرگاهXرا یک توکشیده ی Xاز Aزیر فضای  .37-1-0 تعریف X A  موجود

a،مانند  Aباشد بطوریکه به ازای هر عضو  r a a . 

. امیممی ن Aبروی  Xرا توکشنده ی rنگاشت  21 

فرض کنیم  .38-1-0 تعریف 0,X  .  تابعf ،0گفته می شود اگر برای هر  نیم پیوسته ی بالاییx X  و هر

0  یک همسایگیU  0ازx  وجود دارد بطوریکه   0f x f x    برای هرx U . 

 .نشان می دهیمRرا با  مجموعه ی همه ی توابع نیم پیوسته ی بالایی  1 

تابعی پیوسته و یک به یک بر فضای متری و فشرده ی  fاگر  .39-1-0 (قضیه ی پیوستگی تابع معکوس )قضیه 

X به تویY در این صورت تابع معکوس . باشد 1 :f f X X  پیوسته است . 

 

 زبا –توپولوژی فشرده 

زیر UوXزیر مجموعه ی فشرده ای از  Cاگر . باشنددو فضای توپولوژیک  Yو Xفرض کنیم  .40-1-0تعریف  

 باشد، آنگاه Yمجموعه ی بازی از ,S C U را چنین تعریف می کنیم : 

      , , ,S C U f f X Y f C U   

مجموعه های ,S C U روی همه ی توابع پیوسته از تشکیل زیر پایه ای برای یک توپولوژیX بهY،  ,X Y ، می

 .باز مرسوم است –که به توپولوژی فشرده  ،دهند 21
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 (Vietoris topology )  وپولوژی ویتوریست

تعریف Xفضای توپولوژیک از همه ی زیر مجموعه های غیر تهی  مجموعه ی  روی ویتوریستوپولوژی  .41-1-0تعریف 

nU,...,1 ،تایی -nبرای هر . می شود U  از مجموعه های باز درX ،چون مجموعه ی پایه شامل همه ی زیر مجموعه هایی iU

i بطوریکه i
i j

U U 


 
 

 
 .می شودساخته می باشند  1 

 توپولوژی زیر فضایی 

گردایه ی ، باشدXزیر مجموعه ای ازYاگر. باشدیک فضای توپولوژیک با توپولوژی Xفرض کنیم  .42-1-0تعریف

 Y Y U U  یک توپولوژی درY با این توپولوژی. به توپولوژی زیر فضایی مرسوم استاست وYرا یک زیر فضایX 

Y .با Xهای باز ؛ مجموعه های باز این توپولوژی عبارت اند از همه ی مقاطع مجموعه می گویند 21 

فضای توپولوژیک .43-1-0 تعریف ,Y  در   توپولوژی اش به وسیله ی یک متر فضای متریک پذیر نامیده می شود اگر

Y القا شده باشد.  21 

اگر و تنها اگر هاسدورف و  استمتریک پذیر  Gیک گروه توپولوژیک  (Birkhoff & kakutani.)44-1-0قضیه 

 .دارای همسایگی اساسی شمارا باشدGاز eهمانی  29 

صویر خود تابعی روی تXاز fگوییم هرگاه یک به یک و ( محاط شده ) نشاننده را fتابع .45-1-0تعریف

. همئومورفیسم باشد 21
 

 

 گروههای توپولوژیک 

 : فرض کنید . و همچنین یک فضای توپولوژیک است گروهیک Gفرض کنید  .46-1-0 تعریف

           i  نگاشت ,x y xy  ازG G  به تویG  نگاشت پیوسته از ضرب دکارتیG G  به تویG است . 

          ii  1نگاشتx x  ازG  به تویG پیوسته است . 

. را یک گروه توپولوژیک می نامندGآنگاه  14 
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 .47-1-0 مثال , وژی گسسته یک گروه توپولوژیک استبا توپول . 

        , یک گروه توپولوژیک است با توپولوژی استاندارد . 

        ,  یک گروه توپولوژیک است با توپولوژی استاندارد . 

     ,
 

 
 

. زیر فضایی یک گروه توپولوژیک استبا توپولوژی   21 

قرار می  باشند،Gزیر مجموعه هایی از Bو Aاگر . باشد eیک گروه توپولوژیک با همانیGگیریم  .48-1-0تعریف

 : دهیم 

 : ,AB ab a A b B    و 1 1 :A a a A  .  14 

. دلخواه باشندBباز وAاگر . باشندGزیر مجموعه هایی از  BوA ،یک گروه توپولوژیکGفرض کنیم  .49-1-0 قضیه

. بسته اند BAو ABفشرده آنگاه  Bبسته و Aاگر . فشرده است ABفشرده آنگاه  BوAاگر . بازندBAو ABآنگاه 

 . بسته نیست ABبسته آنگاه لزوما Bو Aاگر 

رجوع شود به :اثبات     14.   

گیریم  .50-1-0 لم ,G  یک گروه توپولوژیک باشد و یک  عضوG توابع . باشد, :f g G G  ،  به ترتیب

 تعریف شده به وسیله ی f x x  و g x x  همئومورفیسم هایی ازG می باشند . 

G:نگاشت      G  , 1g g ،زیرا . یک نگاشت همئومورفیسم استGo Id  . 

x,برای هر جفت نقاط  همگن است هرگاهفضای توپولوژیک  Gبخاطر آورید که فضای  y Xوجود داشته باشد 

به روی خودش بطوریکه Xازf همومورفیسم f x y.  29 

یک لزوما یک فضای توپولوژدر نتیجه یک  .فضای همگن استگروه توپولوژیک یک هر  50-1-0بنا به لم  .51-1-0توجه   

 . گروه توپولوژیک نیست


