
تعالی بسمه

ارشد کارشناسی پایان�نامه از دفاع جلسه

برخی حل در موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش�های

مکانی کسری تحولی معادلات از

نوری صفورا سخنران:

صبح ۱۱ : ۳۰ ساعت ۹۲/ ۶/ ۳۰ زمان:
ریاضی علوم دانشکده خوارزمی سالن مکان:

داوران هیئت

مختاری رضا دکتر −۱

تاتاری مهدی دکتر −۲

قم) صنعتی (دانشگاه قربانی مهرزاد دکتر −۳

سبدانی مزروعی رضا دکتر −۴

چکیده
و کسری-مکانی انتشار معادلات عددی حل برای را موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش پایان�نامه این در
روش پایداری و خطا تحلیلی و عددی طور به و می�کنیم پیاده�سازی کسری-مکانی انتقال-انتشار معادلات

می�کنیم. بررسی را

-انتشار انتقال معادله کسری-مکانی، انتشار معادله� موضعی، ناپیوسته گالرکین روش کلیدی: واژه�های
کسری. مشتق و انتگرال مکانی، کسری



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

برخی حل در موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش�های
مکانی کسری تحولی معادلات از

کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی نامه બࡼوراৗوریپایان
راهنما استاد

൏ख़تاری دන඿ررضا
١٣٩٢ شهریور



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

نوری صفورا خانم کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی نامه پایان
عنوان تحت

حل در موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش�های
برخی

مکانی کسری تحولی معادلات از

گرفت. قرار نهایی تأیید و بررسی مورد زیر تخصصی کمیته توسط ۹۲/ ۶/ ۳۰ تاریخ در

مختاری رضا دکتر راهنما استاد −۱

تاتاری مهدی دکتر مشاور استاد −۲

قم) صنعتی (دانشگاه قربانی مهرزاد دکتر داور١ استاد −۳

سبدانی مزروعی رضا دکتر داور٢ استاد −۴

زنگنه ظهوری حمیدرضا دکتر دانشکده تکمیلی تحصیلات سرپرست



ণپاس�থذاری
ণپاس೯داو৯دیراज़ฬ଒شآراज़شدঘنده�ی৳مامق඗ൎھاویادششادیমࡑش৳مامروकھا॥ت،೯داو৯دی଒اࠝطاඟ໊د঻ଘنده�اش
گاকما॥توଘૼنඟ໊ਝد ମناসیاورو ଽآنඵ෇زیرا೮భ଒دॲ࠷ورو෼لاتاو॥ت.೯داو৯دیభ଒৳مامජ໑اउلز৯دਛیඛ঺ھا

ଘหاଌنජ໑ح૤هازع࢙مد॥تیاলم.
گاকمଘروਣতیدষیاਵࣨور॰د، ৽଒ی�਩د،زما৯دඟ໊یਘا඼෻ঙ࣓مজد৯هازز૕ࡻ৑نଌاଘیدنণرหاජ໑଒࣒م঍ی�ਗی਩ساইایୀرا୓نآرزوଌୃ�ଡقاॲعا
گاهاජ໑وزمୀஅد৯د،آند඘ণھا،د඘ণھایইسا਩یಪࣤودච໔دণتان دণتانਗඟ໋ی१ଘو৤مآॠد৯دودণتانঈوچࢇمرا௅ඟ໋وජ໑اپ૤هپ૤هหجا৾
وओودشراభقൎ࣍م اජ໑وز೯଒داو৯دग़قدردا८تازوओوددণتان৮඼ෙय़୏دریਟیઈোࢹبباॵمசازൕঙࣂ૙ه ख़୏࡛ࢴت৮دروماభم.
ণپا०شانਗیদو৤مو রوଖبارانঃیൊ࣒م. ৮درمرا دণتانماభموخاکඣ໑ار اࣹساسঃیൊ࣒موభاଌنزمانازز৯دজ࣓مାارانبار

ਵࣞ࠻ھدඖࣂ࡭ومନୀଽหاززمان৔଒وانآنرادارمୀایرضاඔࢾشانتلاش঍࣒م.
ૼنا॥ت.ণپاساز঳ھارز৯دজ࣓م،ঙࢡඥرସ୍م،آنૢهعا૑੎ه�یໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودش،భاଌنໆردଌୃنروزگارانන෤঳رଌن௵ن
ا৅جاماଌن ॺࡗ૗ه ඼ෙय़بانॺభ଒ࡗ૗ه و اণتادیवࢯേیده ൏ख़تاری، راঘ࣒مایارേ॒ندم،آ༚یدන඿ررضا اণتاد از ଡ࣓ماേ઼ ণپاس඼່اوانو
ਵࣞعالୀایاীشانથࡉتوسلاक़ت از୏وردگار భا৅جامآنیاریداد৯د. ජ໑ا ଡ࡬وزاॼد و پایان�ଓฬازঊ஑مਔی৒భغنࢁඟد৯د

کاढ़ل඼෻ঙاهباॺࡗ૗ه୓یऒوشభੌولز৯د౷ࣂشانآرزوঃندم.
ণپاسازاণتادඟ໋ا৑قدر،পنابآ༚یدන඿رय़ھدیหหری଒ع࢙مآड़وزیख़భࡗතراীشانما�ଢیঃبا୓تૼنا॥ت.

భآඟ໕اଌنड़وनࡺࢹتراඒࣂพࢁشਗی঍࣒مଘوओودඟ໋مماభموروح৮دری଒ز৯دها॥تభوओودمୀایൕঙࣂ૙ه.

৘඼ෙ७ور۱۳۹۲



..
ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتّب مادی حقوق کلیه

پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوری�های و

است. اصفهان صنعتی دانشگاه به متعلّق

پنج



مطالب فهرست

نه تصاویر فهرست

١ مقدمه ١ فصل

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش�گفتار ١.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل�ها بر مروری ٣.١

۶ پیش�نیازها و مفاهیم ٢ فصل

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع فضاهای معرفی ١.٢

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته توابع فضای ١.١.٢

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لبگ فضای ٢.١.٢

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف مشتقات ٣.١.٢

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوبولف فضای ۴.١.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکسته سوبولف فضای ۵.١.٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی تابعی ۶.١.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویر عملگر ٢.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L۲-تصویر عملگر ١.٢.٢

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویر قضیه ٢.٢.٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان ٣.٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان در خاص توابع از برخی معرفی ١.٣.٢

شش



٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتگرال و مشتق ٢.٣.٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتگرال فضای ٣.٣.٢

٢۴ موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش ٣ فصل

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان به وابسته مسائل برای ناپیوسته گالرکین روش ١.٣

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادها از خلاصه�ای ١.١.٣

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپیوسته گالرکین روش پیاده�سازی ٢.١.٣

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی شار ٣.١.٣

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان گسسته�سازی ۴.١.٣

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چندجمله�ای�های پایه�ی ۵.١.٣

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سختی و جرم ماتریس�های از دیگری نمایش ۶.١.٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته�سازی ٢.٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم-گسسته�سازی ١.٢.٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش ٣.٣

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان به وابسته بالاتر مرتبه�ی مسائل ١.٣.٣

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال چند بیان ۴.٣

۴٧ کسری انتشار معادلات عددی حل ۴ فصل

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتشار معادله�ی� ١.۴

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف تغییراتی طرح ١.١.۴

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی طرح�های ٢.١.۴

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا تخمین و پایداری ٢.۴

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی پایداری ١.٢.۴

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا برآورد ٢.٢.۴

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ٣.۴

۶٩ کسری انتقال-انتشار معادلات عددی حل ۵ فصل

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتقال-انتشار مسئله�ی ١.۵

٧١ . . . . . . . . . . . . کسری. انتقال-انتشار معادله�ی برای موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش پیاده�سازی ٢.۵

هفت



٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا تخمین و پایداری ٣.۵

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا تخمین ۴.۵

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۵.۵

٨٠ آ� فصل

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژاکوبی چندجمله�ا�ی�های ١.آ�

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چندجمله�ای�های ٢.آ�

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی درونیابی� ٣.آ�

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی قطعه�ای درونیابی ١.٣.آ�

٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگرانژ درونیابی ۴.آ�

٨٧ مراجع

٩٠ نمایه و انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٩۵ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

هشت



تصاویر فهرست

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Vh فضای روی fاز Phfعمود تصویر ١.٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی یک مثال برای هندسی طرح ١.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . .Np = ۱ و M = ۲۰ برای ١.۴.٣ مثال دقیق و عددی جواب مقایسه�ی ٢.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . .Np = ۱ و M = ۳۰ برای ١.۴.٣ مثال دقیق و عددی جواب مقایسه�ی ٣.٣

۴۶ . . . . . . . . . . . .Np = ۴ و M = ۴ برای ٢.۵.۵ مثال دقیق و عددی جواب مقایسه�ی ۴.٣

٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی درونیابی تقریب ١.آ�

٨۵ . . .( قرمز (نقاط داده�ای نقاط از استفاده با توپر) آبی f(x)(خطوط تابع خطی قطعه�ای تقریب ٢.آ�

نه



چکیده
و کسری-مکانی انتشار معادلات عددی حل برای را موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش پایان�نامه این در

بررسی را روش پایداری و خطا تحلیلی و عددی طور به و می�کنیم پیاده�سازی کسری-مکانی انتقال-انتشار معادلات

می�کنیم.

کسری -انتشار انتقال معادله کسری-مکانی، انتشار معادله� موضعی، ناپیوسته گالرکین روش کلیدی: واژه�های

کسری. مشتق و انتگرال مکانی،



١ فصل

مقدمه

پیش�گفتار ١.١

برای تحلیلی روش�های می�شود. نیاز پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل معادلات جواب�های مختلف علوم از بسیاری در

راهی عددی روش�های میان این در نیست موجود همیشه دقیق جواب�های و هستند پیچیده اغلب معادلات نوع این حل

گسسته�سازی دیفرانسیل، معادله��ی حل برای عددی روش یک می�دهند. ارائه مسئله تقریبی جواب کردن پیدا برای را

جواب�های که است آزادی درجه�ی متناهی تعداد با گسسته مسئله�ی یک تولید و آزادی درجه�ی نامتناهی تعداد با مسئله

هستند. آزادی درجه�ی متناهی تعداد این به وابسته مسئله عددی

روش�های هستند. متناهی عنصر و متناهی حجم متناهی، تفاضل روش�های پرکاربرد، گسسته�سازی روش�های از رده سه

موضعی، صورت به پیچیده، دامنه�های در محاسبات برای آن�ها بودن مناسب دلیل به متناهی حجم و متناهی عنصر

روش�های تکنیک�های و ایده�ها ترکیب است. گرفته قرار توجه مورد بسیار ساختار، بدون و نامنظم شبکه�های روی

که ناپیوسته گالرکین روشهای می�دهد. نتیجه را ناپیوسته گالرکین روش نام به روشی متناهی، حجم و متناهی عنصر

طورکامل به پایه�ی توابع از که تفاوت این با هستند متناهی عنصر روش�های همانند می�گویند DG آن به اختصار به

می�شود. استفاده پایه توابع عنوان به پیوسته قطعه�ای چندجمله�ای�های از اغلب روش این در میکنند����، استفاده ناپیوسته

دیگر به نسبت بیشتری انعطاف�پذیری ناپیوسته گالرکین روش�های باشند، ناپیوسته میتوانند پایه توابع اینکه دلیل به

اولیه�ی شرط با مرزی مقدار مسئله�ی یک جواب تقریب در ناپیوسته گالرکین روش ایده�ی دارند. عنصرمتناهی روش�های

مرزهای روی پیوستگی به نیاز بدون و متناهی عنصر شبکه�ی یک روی قطعه�ای چندجمله�ای توابع از استفاده مناسب،

زمان، به وابسته و بالاتر مرتبه از پاره�ای مشقات با معادلات حل در ناپیوسته گالرکین روش تعمیم یک است. درونی

مناسب بازنویسی موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روشهای ایده�ی است. معروف موضعی ناپیوسته گالرکین روش به

است. معادله دستگاه روی ناپیوسته گالرکین روش اعمال آن، دنبال به و اول درجه دستگاه در پاره�ای، مشقات با معادله

ضمانت برای شارها این است. مرزها در عددی شارهای از صحیحی و مناسب طراحی روشهایی، چنین برای موفقیت

حل قابلیت می�شود. طراحی جواب مشتقات تقریب برای شده معرفی کمکی متغیرهای همهی حل قابلیت و پایداری
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روشهای .[١٣] است موضعی ناپیوسته گالرکین روش نامیدن برای دلیلی موضعی، طور به کمکی متغیرهای همه

کمکی متغیرهای که آنجا از کنند،�� حفظ را ناپیوسته گالرکین روش انعطاف�پذیری میتوانند موضعی ناپیوسته�ی گالرکین

�زیرا هستند، نامطلوب بسیار کمکی متغیرهای این مواقع گاهی حال این با کرد، حذف موضعی طور به می�توان را

مشکلاتی ایجاد است ممکن کمکی متغیرهای حذف از بعد و میشوند محاسباتی هزینه و پیچیدگی افزایش موجب

.[٢] است ادن و بانمن ناپیوسته گالرکین روش دوم، درجه انتقال-انتشار معادلات حل برای جایگزین روش یک کنند.

این با نیست. مرزی سلول�های به وابسته کمکی متغیرهای معرفی به نیازی پایداری، به رسیدن برای روش این در

همچنین، برسد. k + ۱ قبول قابل دقت به نمی�تواند روش این شود استفاده k درجه�ی چند�جمله�ای�های از وقتی حال

روش�های دیگر نیست. اشکال از خالی بالا مرتبه�ی مکانی مشتقات با پاره�ای مشتقات با معادلات به روش این تعمیم

است. درونی جریمه روش�های از استفاده زمان، از مستقل و بالا مرتبه�ی مشتقات خصوص در مربوطه

دارای موضعی ناپیوسته�ی گالرکین و ناپیوسته گالرکین روش�های هستند، ناپیوسته کامل طور به پایه توابع که آنجا از

[۴٢] هستند زیر موارد نظیر خاصی انعطافپذیری و مزایا

تعیین عنصر هر در موضعی به�طور می�توان را دقت درجه�ی حقیقت در است. تنظیم قابل سادگی دقتبه درجه�ی (١

کرد.

است. دسترسی قابل راحتی به متنوع مرزی شرایط و پیچیده هندسه�ی با دامنه (٢

همسایه�های به فقط عنصر هر در جواب ارزیابی دقت، مرتبه�ی از صرف�نظر است. موضعی داده�ها ارتباطات (٣

می�شود. مربوط عنصر آن

.[٢۶] است اثبات قابل سادگی به L۲ نرم به نسبت پایداری و نیاز مورد نامساوی�های (۴

و k + ۱
۲ حداقل دقت مرتبه�ی هموار، جواب�های با k درجه چندجمله�ای�های برای شبکه، ساختار از صرف�نظر (۵

می�آید. به�دست k + ۱ اغلب

جریان گازی، دینامیک الکترومغناطیس، متنوع زمینههای در سریعی و توجه قابل کاربرد دارای ناپیوسته گالرکین روش

نیمه ابزارهای شبیه�سازی نفت، بازیابی شبیه�سازی اقیانوس�شناسی، سطحی، آب جریان مدلسازی هواشناسی، ذرات،

مفصل توصیف برای میطلبد. را خود جایگاه آنها بیان که است دیگری متعدد موارد و وهوا آب بینی پیش رسانا،

بر علاوه کرد. استفاده [١٢] پژوهشی مقالات ،[١١] سخنرانی�ها یادداشت�های از میتوان آن، کاربرد و اجرا روش

انتشار تحلیل و تجزیه عادی، دیفرانسیل معادلات نوترون نقل و حمل شبیه�سازی در ناپیوسته گالرکین روش کاربرد

ولفورد و ادن توسط ١٩٧۵-١٩٧۶ سال�های در که است روش این کاربردهای دیگر از الاستیک های رسانه در موج

رسید. بهینه کنترل به همکاران و دلفور توسط ١٩٧٨ سال در و شد انجام

کمکی متغیرهای از استفاده به نیازی موضعی، ناپیوسته�ی گالرکین طرح�های برخلاف ناپیوسته گالرکین طرح�های در

این و است شده استفاده جزء به جزء و تکراری انتگرال�گیری از نیز شو و چنگ توسط شده طراحی روش در نیست.

مشتقات با معادلات از پایین�تر درجات با عددی مشتق�های همه�ی برای شده انتخاب عددی شارهای به بستگی روش
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قابلیت و اتوماتیک موضعی حفاظت قبیل از مزایایی روش این جریمه، روش�های با مقایسه در .[٨] دارد پاره�ای

معادلات نظیر مشتقات با موجی نوع پاره�ای مشتقات با معادلات برای پایدار ناپیوسته گالرکین روش�های طراحی

حصول برای مختلف پاره�ای مشتقات با معادلات برای عددی شارهای ساده�ی انتخاب که داریم توجه دارد. را KdV

است. ضروری پایداری از اطمینان

تاریخچه ٢.١

هذلولوی معادله یک یا نوترونی انتقال قالب در هیل، و رید توسط ١٩٧٣ سال در ناپیوسته گالرکین روش نخستین

هولم هیل، و رید توسط ناپیوسته گالرکین روش معرفی از قبل سال یک درست .[٣٣] شد ارائه زمان از مستقل خطی

ناپیوسته گالرکین روش در آمده به�دست ضعیف شکل از آن در که گرفت کار به عادی دیفرانسیل معادلات روی را روشی

راویارت و لسینت ١٩٧۴ سال در گرفت. بهره uh پیوسته�ی تقریبی جواب یک از که تفاوت این با اما کرد استفاده

درجه�ی از حداکثر چندجمله�ای�های از اگر روش این همگرایی نرخ که کردند ثابت و دادند انجام را روش این آنالیز اولین

دلفور، ١٩٨١ سال در است. O(hN+۱) خاص نقاط برای بهینه حالت در و O(hN ) کلی حالت در شود، استفاده N

حداکثر دقت دارای روش این که کردند ثابت و کردند معرفی را ناپیوسته گالرکین روش�های از رده�ای یک تراچو و هاگر

و دادند انجام را خطی هذلولوی معادله�ی آنالیز پیتکارانتا و جانسون ،١٩٨۶ سال در است. شبکه نقاط در ۲k + ۲

اندازه�ی به دقیق جواب و Nدرجه�ی از حداکثر چندجمله�ای�های از استفاده با روش این همگرایی نرخ که کردند ثابت

همگرایی نرخ این که داد نشان عددی طور به پیترسون ١٩٩١ سال در و است O(hN+ ۱
۲ ) کلی حالت در هموار، کافی

است. بهینه

[١۴] مانند مقالات از سری یک در همکاران و کاکبرن توسط ،١٩٨٩ سال در ناپیوسته، گالرکین روش اصلی بهبود

رانگ-کوتای روش از استفاده با آن�ها شد. انجام زمان به وابسته غیرخطی هذلولوی بقای قانون حل برای [١۶] و

تقریبی یا دقیق حل�کننده�های از استفاده با مکان، در ناپیوسته گالرکین گسسته�سازی� و زمان گسسته�سازی برای صریح

ناپیوسته�ی گالرکین روش، این کردند. فراهم مسئله�ها نوع این حل برای چارچوبی عددی، شارهای عنوان به ریمان

گرفت. نام رانگ-کوتا

اگر که کرد ثابت و داد توسعه انتقال-انتشار معادلات برای را اصلی ناپیوسته�ی گالرکین روش ریچتر ١٩٩٢ سال در

درجه�ی از حداکثر چندجمله�ای�های از وقتی بهینه همگرایی مرتبه�ی باشد، شبکه اندازه�ی مرتبه�ی از چسبندگی ضرایب

وابسته پاره�ای مشتقات با معادلات برای ناپیوسته گالرکین روش�های بعد، سال چند است. k + ۱
۲ شود، استفاده k

سال در شد. داده توسعه زمان گسسته�سازی برای پیشرو، اویلر روش از استفاده با کاکبرن و چاونت توسط زمان، به

ثابت قطعه�ای چندجمله�ای�های از استفاده با را ناپیوسته گالرکین روش همگرایی مرتبه�ی اولین ژو و یان لین، ١٩٩۶

معادله�ی حل برای موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش به روش، این ١٩٩٨-١٩٩٧ سال�های در آن، از پس دادند. نشان

موفق آزمایشات تحت آنها کار .[١٣] شد داده تعمیم شو و کاکبرن توسط دوم)، مرتبه مشتقات انتقال-انتشار(حاوی

يک همکاران و ادن بابوشکا، ،١٩٩٩ سال در .[٣] گرفت قرار استوس ناویر- معادلات برای ریبای و بایسی عددی

انتقال- مسئله�ی و محض انتشار مسئله�ی جمله از مسائل از وسيعی طيف حل برای ناپيوسته گالرکين نامتقارن روش
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درجه مشتقات حاوی KdV معادله برای موضعی ناپیوسته گالرکین روش یک شو، و یان بعدها کردند. ارائه انتشار

دادند. تعمیم پنجم و چهارم درجه مشتقات �با پاره�ای، مشتقات با معادلات برای را روش این و [٣٨] کردند استفاده سوم

به موسوم موجی جواب�های که انتشاری غیرخطی معادلات برای را موضعی ناپیوسته گالرکین روش�های یان و شو لوی،

معادلات شبیه�سازی برای گسسته طیفی روشهای از شروین و اسکیلسون اخیرا� .[٢٩] کردند طراحی دارند، کامپکتون

زو همچنین .[٢٢] کردند استفاده سطحی آب جریان دستگاه�های و دوبعدی بسینسک معادلات بسینسک، نوع خطی

.[۴٠] دادند تعمیم غیرخطی موجی معادلات سری یک حل برای را موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش شو، و

به حقیقی، یا مختلط دلخواه مرتبه�ی هر از مشتق�ها و انتگرال�ها محاسبه�ی دیگر عبارت به یا کسری حسابان موضوع

می�توان آیا که کرد مطرح را سوال این و نوشت هوپیتال به نامه�ای لایب�نیتز که هنگامی برمی�گردد. هفدهم قرن اوایل

این مورد در که هوپیتال داد؟ تعمیم صحیح عدد غیر مرتبه�ی از مشتقات به را صحیح عدد مرتبه�ی با مشتقات مفهوم

لایب�نیتز گفت؟ می�توان چه باشد، ۱۲ مرتبه اگر پرسید: لایب�نیتز از را ساده�تر سوال این بود، شده کنجکاو بسیار سوال

نتایج روزی که است چیزی از آشکار پارادوکس(تناقض) یک این نوشت: نامه�ای در ،١۶٩۵ سپتامبر ٣٠ تاریخ در

علاقه�ی کسری حسابان موضوع آن، از پس گرفت. نام کسری محاسبات تولد روز روز، آن داشت. خواهد دربر مفیدی

ریمان ،(١٨٣٢) لیوویل ،(١٨٢٢) فوریه ،(١٨١٢) لاپلاس ،(١٧٧٢) لاگرانژ ،(١٧٣٠) اویلر همچون ریاضیدانانی

کرد جلب خود به را (١٩۶٧) کپوتو ،(١٩١٧) ویل ،(١٨۶٨) لتنیکوف ،(١٨۶٧) گرونوالد ،(١٨۵٩) گریر ،(١٨۴٧)

مشتق تعریف تعاریف، این معروف�ترین از که گردید کسری انتگرال و مشتق� از متعددی تعاریف بیان به منجر این و

است. گرونوالد-لتنیکوف و کپوتو ریمان-لیوویل، کسری انتگرال و

که: بگوییم باید سوال این به پاسخ برای کسری؟” محاسبات ”چرا که است این می�باشد مطرح اکنون که سوالی

اساس بر صحیح عدد غیر مرتبه�ی دینامیک مدل از آن�ها استفاده�ی که هستند حقیقی دینامیکی دستگاه�های برخی

اساس بر قدیمی محاسبات است. شده معلوم صحیح عدد غیر مرتبه�ی انتگرال�گیری یا تفاضلات یا کسری، محاسبات

مدل می�بینیم، ما آن�چه تغییر امکان کسری محاسبات مفهوم می�باشد. صحیح عدد مرتبه�ی انتگرال�گیری و تفاضلات

کسری اعداد صفر، بگوییم که است معنی این به کسری مشتقات گرفتن نادیده دارد. را ما اطراف طبیعت کنترل و

گرفته قرار دانشمندان مطالعه�ی مورد بیشتری دقت با کسری محاسبات اواخر این در ندارند. وجود گنگ اعداد یا و

شده ثابت به�علاوه دارد. مالی و زیستی ریاضیات مهندسی، فیزیک، در سودمندی کاربردهای کسری حسابان است.

هستند توصیف قابل کسری تفاضلی معادلات وسیله�ی به علمی مختلف شاخه�های در بسیاری سیستم�های که است

معادله�های .[٣۶] زندگی علوم و روانشناسی کوانتومی، بسط از پیچیده سیستم�های الکترومغناطیس، موج�های مانند،

معادله�ی وایس است. قرارگرفته بررسی مورد نویسندگان، از تعدادی توسط مختلفی مفاهیم در کسری دیفرانسیل

تبدیلات از استفاده با را انتشار کسری معادله�ی اساسی جواب�های میناردی گرفت. نظر در را زمانی کسری انتشار

و میرشات کردند. معرفی کسری انتشار معادله�ی برای را متفاوتی تخمین یک لیو و ژانگ آورد. بدست لاپلاس

متناهی دامنه�ی یک روی بر بعدی یک مکانی کسری انتقال-انتشار معادله�ی حل برای را عددی روش�های تاجران

دستگاه در انتقال حرکت(دینامیک) توصیف برای مفیدی دیدگاه عنوان به کسری انتقال-انتشار معادله�ی دادند. نشان

پیشرفت�های به که است ارزش با می�شوند. مقرر غیرعادی انتشار و غیرنمایی تخفیف الگوهای با که است مختلطی
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کسری انتقال-انتشار معادله همکاران و لیو کنیم. اشاره کسری انتقال-انتشار معادلات برای عددی شبیه�سازی در جدید

.[٣١] است شده حل پسرو تفاضلی فرمول�های با که می�دهند انتقال معمولی دیفرانسیل معادله�های دستگاه به مکانی

مکانی کسری مشتقات و کپوتو زمانی کسری مشتقات با زمانی-مکانی کسری انتقال-انتشار معادله�ی آن�ها همچنین

معادلات حل برای را موضعی ناپیوسته�ی گالرکین روش دنگ و هشتاون تازگی به .[٢٣] کردند بررسی ریمان-لیوویل

بردند. کار به کسری-مکانی انتقال-انتشار و مکانی کسری انتشار

فصل�ها بر مروری ٣.١

فضاهای شامل اطلاعات، تکمیل برای نیاز مورد مفاهیم دوم فصل در �است. شده تنظیم فصل شش در پایان�نامه این

ناپیوسته گالرکین روش سوم فصل می�کنیم. بیان را کسری حسابان و نیاز مورد نابرابری�های برخی تصویر، عملگر توابع،

در و است کسری انتشار معادلات عددی حل شامل چهارم فصل می�دهیم. توضیح را موضعی ناپیوسته�ی گالرکین و

مختصری توضیح پیوست، عنوان به ششم فصل می�شود. بررسی کسری انتقال-انتشار معادلات عددی حل پنجم فصل

می�دهیم. خطی قطعه�ای و خطی درونیابی مفاهیم و گاوسی انتگرال�گیری لژاندر، ژاکوبی، چندجمله�ای�های درباره�ی
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می�کنیم. بیان مختصر طور به را پایان�نامه در رفته کار به تعاریف و مفاهیم از برخی فصل این در

توابع فضاهای معرفی ١.٢

در که موضعی ناپیوسته�ی گالرکین و ناپیوسته گالرکین روش�های خاص طور به و متناهی عنصر روش از استفاده برای

توابع فضاهای از برخی معرفی به درادامه می�شود. نیاز تابع فضاهای از استفاده به می�پردازیم، آن به پایان�نامه این

است. [٧] و [١] از برگرفته بخش این مطالب بیشتر که است ذکر به لازم می�پردازیم. نیاز، مورد

پیوسته توابع فضای ١.١.٢

ϕ توابع همه�ی شامل برداری فضای Cm(Ω) ،m نامنفی صحیح عدد هر برای باشد. Rn در دامنه یک Ω کنید فرض

نشان C(Ω) با را C۰(Ω) مختصر طور به است. پیوسته Ω روی |α| ≤ m مرتبه�ی از ،Dαϕ ، پاره�ای مشتقات با

توابع همه�ی شامل ترتیب، به ،C∞
۰ (Ω) و C۰(Ω) زیر�فضاهای . C∞(Ω) =

∩∞
m=۰C

m(Ω) می�دهیم قرار می�دهیم.

هستند. صفر Ω مرز روی که هستند C∞(Ω) و C(Ω) در

لبگ فضای ٢.١.٢

تابع برای باشد. هموار قطعه�ای مرز با ۱ ≤ d ≤ ۳ ،Rd از باز زیرمجموعه�ی یک Ω می�کنیم فرض بخش، این در

نماد از ،Ω روی v حقیقی

∫
Ω
v(x)dx
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می�کنیم تعریف ،۱ ≤ q <∞ برای .[٣۵] می�شود استفاده لبگ مفهوم به ،f انتگرال نمایش برای

∥v∥Lq(Ω) =
(∫

Ω
|v(x)|qdx

) ۱
q
.

دهید قرار q = ∞ برای

∥v∥L∞(Ω) = ess sup{|v(x)| : x ∈ Ω},

فضای ۱ ≤ q ≤ ∞ برای حال است. شده استفاده اساسی بالای کران کوچکترین نمایش برای ،ess sup به�طوری�که

می�کنیم تعریف زیر به�صورت را لبگ

Lq(Ω) = {v : ∥v∥Lq(Ω) <∞ و است شده تعریف Ω روی v}.

است. Ω روی انتگرال�پذیر مربع توابع همه�ی شامل L۲(Ω) فضای ،q = ۲ برای مثال، به�عنوان

نتیجه x ∈ Ω هر برای باشد، برقرار ∥u− v∥Lq(Ω) = ۰ اگر ،v و u تابع دو برای بدیهی، تفاوت�های از نظر صرف� با

صفر. اندازه�ی با مجموعه�های روی از غیر به� ،u(x) = v(x) می�گیریم

است R به V از تابعی ،∥.∥ ،V در نرم یا اندازه یک بگیرید. نظر در را V (برداری) خطی فضای ١.١.٢ تعریف

به�طوری�که

v؛ = ۰ اگر تنها و اگر ∥v∥ = ۰ .∥v∥ ≥ ۰ ،v ∈ V هر برای •

∥cv∥؛ = |c|∥v∥ ،v ∈ V و c ∈ R هر برای •

.∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ ،u, v ∈ V هر برای مثلثی) (نامساوی •

�

کوشی دنباله�ی هر اگر گوییم کامل را V خطی فضای می�گوییم. نرم�دار خطی فضای ،∥.∥ نرم با V خطی فضای به

اگر که می�شود گفته دنباله�ای به {vi} کوشی دنباله�ی باشد. همگرا است، V از عضوی که v عنصر به آن، در {vi}

.∥vi − vj∥ → ۰ آن�گاه ،i, j → ∞

باشد. کامل ∥.∥ نرم به نسبت V فضای اگر گوییم باناخ فضای را (V, ∥.∥) نرم�دار خطی فضای ٢.١.٢ تعریف

� است. باناخ فضای یک Lq(Ω) فضای ،۱ ≤ q ≤ ∞ به�ازای

می�کنیم. بیان اثبات بدون را آن�ها از مورد چند این�جا در که می�کنند صدق کاربردی نابرابری چندین در Lq(Ω) در توابع

داریم ،v ∈ Lq′(Ω) و u ∈ Lq(Ω) هر برای آن�گاه ، ۱
q
+

۱
q′

= ۱ اگر ،۱ ≤ q, q′ ≤ ∞ برای هولدر: نامساوی

∥uv∥L۱(Ω) ≤ ∥u∥Lq(Ω)∥v∥Lq′ (Ω).
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برای می�آید. به�دست است، معروف شوارتز نامساوی یا کوشی نامساوی به که زیر نامساوی آن�گاه ،q = q′ = ۲ اگر

داریم u, v ∈ L۲(Ω) هر

∥uv∥L۱(Ω) ≤ ∥u∥L۲(Ω)∥v∥L۲(Ω).

داریم u, v ∈ Lq(Ω) هر برای می�آید. به�دست مینکوسکی نامساوی ببریم، کار به Lq(Ω) روی را مثلثی نامساوی اگر

∥u+ v∥Lq(Ω) ≤ ∥u∥Lq(Ω) + ∥v∥Lq(Ω).

ضعیف مشتقات ٣.١.٢

هستند نامنفی و صحیح اعداد ،۱ ≤ i ≤ d αiها، به�طوری�که است تایی d یک α = (α۱, α۲, . . . , αd) کنید فرض

می�دهیم نشان زیر نماد با را v پاره�ای مشتقات است. α طول با برابر |α| = α۱ + α۲ + · · ·+ αd و

Dαv =
∂|α|v

∂α۱x۱∂α۲x۲ · · · ∂αdxd
.

یا α = (۰, ۲) ،α = (۱, ۱) �طوری�که به است v پاره�ای دوم مشتق Dαv آن�گاه ،d = ۲ دهیم قرار اگر مثال، عنوان به

.α = (۲, ۰)

به� متناهی عنصر روش در تغییراتی شکل است. شده تعریف نقطه�ای صورت به� تابع یک مشتقات محاسبات، در

نیست. مشتق نقطه�ای مقادیر به نیازی و می�شود داده Ω روی انتگرال�های برحسب دیگر، عبارت به یا کلی صورت

است طبیعی حال می�گیرند. قرار استفاده مورد کرد، تعریف لبگ فضای از تابعی عنوان به می�توان که را مشتقاتی تنها

کنیم. ارائه لبگ فضای در مشتق برای مناسب�تر تعریف یک که

است. {v : v(x) ̸= ۰, x ∈ Ω} (باز) بسته مجموعه�ی v تکیه�گاه(محمل) ،Ω روی شده تعریف پیوسته�ی تابع برای

معادل Ω کران�داری هم�چنین است. فشرده محمل دارای Ω در v می�گوییم باشد، (کران�دار) فشرده، مجموعه این اگر

می�کند. میل صفر به Ω از Γ مرز همسایگی یک در v بگوییم که این با است

است مشتق�پذیر) بار بی�نهایت توابع خطی (فضای C∞(Ω) از زیرمجموعه�ای C∞
۰ (Ω) یا D(Ω) ،Ω ⊂ Rd برای

ضعیف مشتقات مفهوم معرفی برای D(Ω) فضای از هستند. Ω در فشرده محمل دارای که است توابعی شامل و

کنیم. می استفاده

بگیرید نظر در را زیر تابع فضای

L۱
loc(Ω) = {v : v ∈ L۱(K) باشیم داشته Ω در فشرده K هر .{برای

است. (Ω روی پیوسته توابع (تمام C۰(Ω) توابع شامل L۱
(loc)(Ω) که کنید توجه

باشد موجود u ∈ L۱
loc(Ω) تابع هرگاه است، Dα

ωv ضعیف مشتق دارای v ∈ L۱
loc(Ω) تابع گوییم ٣.١.٢ تعریف
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باشیم داشته ،φ ∈ D(Ω) هر ازای به به�طوری�که

∫
Ω
u(x)φ(x)dx = (−۱)|α|

∫
Ω
v(x)Dαφ(x)dx.

� .Dα
ωv = u می�نویسیم باشد، داشته وجود u تابع چنین اگر

تفاوت�های بیان از است. Dαv برابر و موجود Dα
ωv ضعیف مشتقات آنگاه ،v ∈ C |α|(Ω) اگر ،α دنباله�ی هر برای

بیان�گر Dα نماد باشد، نداشته وجود کلاسیک مشتقات اگر دیگر، عبارت به می�کنیم. صرف�نظر Dα و Dα
ω تعاریف

است. ضعیف مشتق

.v(x) = ۱−|x| فرضمی�کنیم هم�چنین .Ω = (−۱, ۱) و d = ۱ فرضمی�کنیم ساده� مثال یک عنوان به ۴.١.٢ مثال

با است برابر و موجود D۱v تابع صورت این در

u(x) =

 −۱, x > ۰,

۱, x < ۰.

داریم ،φ ∈ D(Ω) برای حقیقت در

∫ ۱

−۱
v(x)

dφ

dx
(x) =

∫ ۰

−۱
v(x)

dφ

dx
(x) +

∫ ۱

۰
v(x)

dφ

dx
(x)

= [vφ]۰−۱ −
∫ ۰

−۱
(+۱)φ(x)dx+ [vφ]۱۰ −

∫ ۱

۰
(−۱)φ(x)dx

= −
∫ ۱

−۱
u(x)φ(x)dx.

می�توان است. موجود آن اول ضعیف مشتق اما نیست، مشتق�پذیر کلاسیک طور به صفر نقطه�ی در v که کنید دقت

� ندارد. وجود i ≥ ۲ مرتبه�ی از Div مشتقات داد نشان

سوبولف فضای ۴.١.٢

.v ∈ L۱
loc(Ω) و r = ۱, ۲, . . . کنید فرض می�کنیم. استفاده لبگ، فضای تعمیم برای ضعیف مشتقات از حال

سوبولف نرم ، ۱ ≤ q فرض∞> با دارد. وجود ،|α| ≤ r ،α هر ازای به Dαv ضعیف مشتقات کنید فرض هم�چنین

می�کنیم تعریف زیر صورت به را

∥v∥wr,q(Ω) = (
∑
|α|≤r

∥Dαv∥qLq(Ω))
۱
q .
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می�کنیم تعریف نیز q = ∞ برای

∥v∥wr,∞(Ω) = max |α|≤r∥Dαv∥L∞(Ω).

می�شود تعریف زیر صورت به سوبولف فضای ،۱ ≤ q ≤ ∞ ازای به�

W r,q(Ω) = {v ∈ L۱
loc(Ω) : ∥v∥W r,q(Ω) <∞}.

هست. نیز باناخ فضای ،W r,q(Ω) سوبولف فضای علاوه به است. نرم یک ∥.∥W r,q(Ω) که دید می�توان راحتی به

می�کنیم استفاده زیر نمادهای از ،q = ۲ برای

Hr(Ω) =W r,۲(Ω), Hr
۰ (Ω) =W r,۲

۰ (Ω), r = ۱, ۲,۳, . . . .

توجه هستند. انتگرال�پذیر مربعی Ω در ،|α| ≤ ۲ ،Dαv مشتقات با همراه Hr(Ω) توابع که است معنی بدان این

.H ۰(Ω) = L۲(Ω) که داریم

توابع برداری فضای دادن نشان برای Lp(a, b;B) نماد از . −∞ ≤ a < b ≤ ∞ که می�کنیم فرض ۵.١.٢ تعریف

یک Lp(a, b;B) فضای .∥f(.)∥B ∈ Lp(a, b) طوریکه به می�کنیم، استفاده B به (a, b) بازه�ی روی f اندازه�پذیر

است زیر نرم به نسبت باناخ فضای

∥f ;Lp(a, b;B)∥ =


{∫ b

a ∥f(t)∥pBdt
}۱/p

۱ ≤ p <∞

ess supt∈(a,b)∥f(t)∥B p = ∞.

�

حقیقی تابع . Q := (۰, T )× Ω دهید قرار باشد. مسئله دامنه�ی Ω ⊂ Rn و ثابت زمان یک T > ۰ می�کنیم فرض

به را است x به وابسته توابع شامل تنها که V باناخ فضای در مقادیر با t از تابعی عنوان به Q روی u(x, t) مقدار

[٩] می�گیریم نظر در زیر صورت

u : (۰, T ) → V, t 7→ u(t, .) ∈ V.

می�کنیم تعریف را زیر فضاهای مقدار، حقیقی تابع برای توابع فضای تعریف با مشابه

لبگ فضاهای •

در که می�کنیم تعریف (۰, T ) روی V-مقدار توابع همه�ی فضای عنوان به را Lp(۰, T ;V ) ،۱ ≤ p ≤ ∞ برای


