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چکیده
گروه عمل تحت را بالا) (نیم�صفحه�ي هذلولوي هندسه�ي از پوانکاره مدل پایان�نامه دراین
به�طور بالا نیم�صفحه�ي روي آن عمل که گسسته زیرگروه هر به�ازاي می�گیریم؛ درنظر طولپا�ییها
می�گیریم. نظر در قسمتی خارج توپولوژي با را عمل این اصلی دامنه�ي باشد، گسسته سره
پایان�نامه دراین که دارند فراوانی هندسی و حسابی اهمیت طولپاییها این از خاصی دسته�هاي
حسابی زیرگروه�هاي و SL(۲,Z) همنهشتی زیرگروه�هاي : می�کنیم اشاره ازآنها خانواده دو به
مهمی قضایاي براساس حقیقی. کاملا اعداد میدان�هاي برخی روي چهارگانی جبرهاي برخی از
خم یک ساختار خانواده�ها، این دوي هر در قسمتی خارج فضاهاي که می�دانیم رشته این در
قضایاي کلاسیک) مدولار (خم�هاي اول خانواده�ي مورد در دارند. اعداد میدان یک روي جبري
تعمیم شیمورا) دوم(خم�هاي خانواده�ي به آنها تمامی هنوز که می�دانیم را بسیاري کلاسیک

نیافته�اند.
داده توضیح کوچک گوناي با شیموراي خم�هاي تمامی شمارش چگونگی پایان�نامه این در
براي که ترازهایی تمام سپس و جبرچهارگانی براي ممکن مبین�هاي تمام ابتدا است: شده

می�شوند. لیست می�باشد 2 حداکثر گونا آنها،
مدولار، خم ، PSL(۲,R) حسابی گروه زیر ، SL(۲,Z) همنهشتی زیرگروه کلیدي: کلمات
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پیشگفتار

می�کنیم معرفی را مدولار خم�هاي نخست شیمورا خم�هاي شناخت انگیزه�ي دادن براي
می�گیریم نظر در را پایین گروه زیر ۰ < N ∈ Z هر براي

Γ۰(N) =


 a b

c d

 ∈ SL۲(Z) : c ≡ ۰(mod N)

 ⊆ SL۲(Z)

خطی تبدیلات توسط H⋆ = H ∪Q∪{∞} 1 بالایی شده�ي کامل نیم�صفحه�ي بر Γ۰(N) گروه
می�کند. عمل 2 کسري

یک عنوان به می�تواند که (کلاسیک)است مدولاري خم X۰(N) := Γ۰(N) \H⋆ خارج�قسمت
شود. گرفته نظر در فشرده ریمانی رویه�ي

طولانی مدت به که PSL۲(Q) همنهشتی زیرگروه�هاي به مربوط کلاسیک مدولار خم�هاي
وهم نظري� هم که را پردازان نظریه از تعدادي علاقه�ي دوباره بودند، گرفته قرار بررسی مورد

کرد. جلب خود به را می�کردند کار محاسباتی�
جبرهاي به مرتبط خم�هاي ، [19] معروفش مقاله�ي در 3 شیمورا بیستم، قرن ۶۰ دهه�ي در
کلاسیک مدولار خم�هاي مشابه که کرد تعریف را حقیقی کاملا اعداد میدان�هاي روي چهارگانی
منظور به را خاص جبري خم�هاي این شیمورا می�باشند. Q روي M(۲,Q) جبر به مرتبط

1completed upper half plane

2 fractional linear transformation

3G.Shimura

1



2 پیشگفتار

این داد. قرار بررسی مورد حقیقی کاملا اعداد میدان�هاي براي 4 رده�اي میدان�هاي ساختن
جبر یک M(۲,Q)به ساختار تعمیم در واقع در شدند، نامیده 5 شیمورا خم�هاي بعدا که خم�ها
طور به خم�ها این آمدند. بدست حقیقی کاملا میدان یک روي خاص شرایطی با چهارگانی
شیمورا کار براي بدیهی چهارچوب یک دلین واقع در یافتند. تعمیم 6 دلین توسط گسترده

کرد. ایجاد
مختلط، آنالیز جمله: از ریاضیات مختلف شاخه�هاي از شیمورا، خم�هاي مبحث در
می�آید. به�میان سخن ناجابه�جایی جبر و جبر جبري، هندسه�ي ادیک، - p آنالیز

می�کنیم؟ مطالعه و بررسی را شیمورا خم�هاي چرا
کلاسیک مدولار خم�هاي به زیادي شباهت که خم�هایی عنوان به اکنون هم شیمورا خم�هاي
خم�هاي که است این خم�ها این مطالعه�ي دیگر دلیل شده�اند. شناخته رسمیت به دارند
می�دهند ارایه آنها بین نگاشت�هاي و پایین گوناي با خم�هاي از شگرفی نمونه�هاي شیمورا
شیمورا خم�هاي روي مختلط ضرب ساختار به که 7 هیگنر نقاط شگرف ساختار نیز اخیرا و

گرفتند. قرار بررسی مورد می�باشند مرتبط
خم�هاي به بیشتر کار و بررسی با می�توان را کلاسیک خم�هاي از حاصل نتیجه��ي هر تقریبا
اثبات کلیدي مرحله�ي یک در کلاسیک خم�هاي کنار در شیمورا خم�هاي داد؛ تعمیم شیمورا
فاصله�ي با شیمورا خم�هاي روي محاسباتی کار ولی ؛ [15] شدند ”ظاهر فرما قضیه�ي ”آخرین

شد. انجام کلاسیک مدولار خم�هاي بر گسترده تلاش�هاي از پس زیادي زمانی
روي کار کردند PSL۲(Q) مطالعه�ي صرف که علاقه و هیجان همان با نوزدهم قرن پیشگامان
عنوان به را آن�ها حاضر حال در که را بالایی نیم�صفحه�ي حسابی خارج�قسمت�هاي از برخی

4class field

5Shimura curves

6Deligne

7Heegner point



3 پیشگفتار

کردند. شروع می�شناسیم رسمیت به شیمورا خم�هاي
کلاسیک مدولار خم�هاي روي کار از دشوارتر شیمورا خم�هاي روي کار که دریافتند ادامه در اما
مطرح را سخت�تري محاسباتی پرسش�هاي مدولار خم�هاي با مقایسه در شیمورا خم�هاي است.
می�داد. نوید را بزرگی فایده�هاي و سود پرسش�ها، این براي کارا پاسخ هرگونه ولی می�کردند،
پتانسیل و ویژگی�هایشان مستقیم، کاربردهاي به�خاطر بلکه دلیل، این به تنها نه خم�ها این
می�کرد. وسوسه را دانان اعداد نظریه�ي نظري، پژوهش�هاي در تازه ایده�هاي بیان براي آنها

H بالایی نیم�صفحه�ي خارج�قسمت از عبارتست XD
۰ (N) = ΓD

۰ (N) \ H شیموراي خم یک
ΓD

۰ (N) ⊂ PSL۲(R) 8 حسابی فوخسی گروه توسط
می�گیریم. نظر در F حقیقی کاملا میدان یک در صحیح اعداد حلقه�ي را ZF

شیموراي خم هر می�شود. مشخص ZF از D و N اول هم به نسبت ایده�آل دو توسط ΓD
۰ (N)

می�دهیم. ادامه زیرگروه�ها این روي را ازاین�روکار است؛ ΓD
۰ (N) یکزیرگروه با تناظر XDدر

۰ (N)

می�گیرند. قرار بررسی مورد کوچک گوناي با شیمورا خم�هاي پایان�نامه این در
کردند: ثابت را زیر قضیه�ي 11 رید و 10 مک�لاکلند ، 9 لانگ راستا این در

است. باپایان تزویج، حد در کراندار گوناي با Γ حسابی فوخسی گروه�هاي تعداد .1.0.0 قضیه
([8] (ر.ك.به

همنهشتی زیرگروه�هاي براي یعنی حالت ساده�ترین در 12 تامپسون را قضیه این پیشتر
.([2] ر.ك.به همچنین ) .[21] بود کرده اثبات صفر گوناي با PSL۲(Z)

8arithmetic Fuchsian group

9Lang

10Machlachlan

11Reid

12Thompson



4 پیشگفتار

ثابت 14 نشان با حسابی فوخسی گروه� متناهی تعداد که داد نشان 13 تاکیوچی میان این در
شده�اند. شناسایی گروه�هایی چنین همه�ي ویژه�اي ساده�ي نشان�هاي براي و ؛ [20] دارد وجود

.([9] ر.ك.به (همچنین
F = Q و g = ۰ شرط با را ماکسیمال حسابی فوخسی گروه�هاي تمام همکارانش و لانگ
ولی دادند؛ ارائه ۲ ≤ [F : Q] ≤ ۷ ویژگی با گروه�ها این از فهرستی همچنین شمردند.

ندادند. ارائه را گونا هر براي کامل فهرست
: می�شود بیان زمینه این در شده انجام کارهاي از دیگري فهرست ادامه در

شاخه�اي حالت�هاي با تناظر در شیموراي خم�هاي 17 ناورداهاي ، [1] 16 بی�یر و 15 السینا
کردند. ارائه F = Q شرط با را 18 کوچک

F = Q شرط با را g ≤ ۲ گوناي با شیمورا خم�هاي همه�ي براي شمارشی [6] 19 جوهانسون
داد. ارائه N = ZF و [F : Q] = ۲ �هاي شرط با همچنین و

گوناي با XD
۰ (N) شیموراي خم�هاي با تناظر در ΓD

۰ (N) گروه�هاي همه�ي پایان�نامه این در
می�شوند. شمرده 2 حداکثر

به نسبت ایده�آل�هایی D′ و N′ نیز و ZF از اول هم به نسبت ایده�آل�هایی D و N کنید فرض
یکریختی هرگاه گویند هم�ارز را XD′

۰ (N′) و XD
۰ (N) شیموراي خم دو باشند. ZF ′ از اول هم

13Takeuchi

14signature

15Alsina

16Bayer

17invariant

18small ramified cases

19Johansson



5 پیشگفتار

که باشیم داشته چنان را σ : F −→ F ′

σ(N) = N′

σ(D) = D′

در آن دستآورد برترین که می�پردازیم [24] مقاله دستآوردهاي بررسی به پایان�نامه این در
می�شود. بیان پایین قضیه�ي

داریم. هم�ارزي حد در حداکثر2 گوناي با XD
۰ (N) شیموراي خم 858 دقیقا .2.0.0 قضیه

می�باشد. 2 گوناي با خم 266 و یک گوناي با خم 334 صفر، گوناي با خم 258
باشیم نداشته هم�ارزي�اي هیچ ولی داریم نگه ثابت را یکتایی میدان یکریختی کلاس هر در اگر
یک گوناي از تا 588 صفر، گوناي از تا 335 که داشت خواهیم خم�ها این از 1361 دقیقا آنگاه

می�باشد. دو گوناي از تا 438 و
می�شوند. بررسی بخش پنج در کوچک گوناي با شیمورا خم�هاي پایان�نامه دراین

می�باشد گونه بدین پایان�نامه چیدمان
[26] و [17] ، [5] ، [1] ، [12] ، [11] مراجع اساس بر پیش�نیازها بیان به یکم، فصل در •

می�پردازیم.
آن از پس و می�شود داده اختصاص ویژگیهایشان و چهارگانی جبرهاي تعریف به دوم، فصل •

می�شود. داده توضیح خم�ها این از مثال�هایی و شیمورا خم یک ساختار
شیموراي خم هذلولوي مساحت سلبرگ-زگراف کران کارگیري به با سوم، فصل در •

می�شود نمایشداده δF با که را 20 مبین ریشه�يn−ام این�رو از می�شود. Xکراندار = XD
۰ (N)

که می�شود کراندار n = [F : Q] بنابراین و می�شود کراندار 21 ادلیسکو کران�هاي کمک به
است. حقیقی کاملا Fمیدانی

20discriminant

21Odlyzko bounds



6 پیشگفتار

دوم درجه میدان�هاي رایش�هاي از �هاي 22 نشاننده محاسباتی جنبه�هاي چهارم، فصل در •

می�شوند. بررسی چهارگانی�ها جبر از �رایش�هاي به�توي
محاسبه N تراز و D مبین ممکن حالت�هاي تمام ،F ممکن میدان هر براي پنجم، فصل در •

پس و می�شوند؛ شمرده g حداکثر گوناي با XD
۰ (N) شیمورا خم�هاي همگی ازاین�رو می�شوند.

می�دهیم. ارائه را 23 ویت جان توسط شده داده خم�هاي این از جزئی لیست آن از

22Embedding

23J.Voight



1 فصل

پیش�نیازها
دوتایی عمل با K روي برداري فضایی A و میدان یک K کنید فرض (جبر). 3.0.1 تعریف
کند صدق زیر شرط سه در هرگاه گویند K روي جبر یک را A باشد. · : A× A→ A ضرب

(x+ y) · z = x · z + y · z ∀x, y, z ∈ A راست) از (پخش�پذیري

x · (y + z) = x · z + y · z ∀x, y, z ∈ A چپ) از (پخش�پذیري

(ax) · (by) = (ab)(x · y) ∀x, y ∈ A ∀a, b ∈ K

می�نامند. جبر −K اوقات اغلب را A

است. حلقه یک جبر هر .4.0.1 نکته

F روي n× n ماتریس�هاي .5.0.1 مثال

Q روي R .6.0.1 مثال

Q روي B چهارگانی جبرهاي .7.0.1 مثال

مرکزي K ′ اعضاي ، K ′ ⊆ Z(A) که آنجایی از ؛ K ′ := {k · ۱A : k ∈ K} دهید قرار
هستند.

1
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. Z(A) = K ′ هرگاه گویند مرکزي را A K−جبر مرکزي). (جبر 8.0.1 تعریف

ایده�آل هیچ حلقه، یک عنوان به هرگاه گویند ساده را A K−جبر ساده). (جبر 9.0.1 تعریف
باشد. نداشته نابدیهی دوطرفه�ي

می�پردازیم. 1 مکان تعریف بیان به ادامه در
نشاننده�هاي تعداد r اگر شود. گرفته نظر در (Q از متناهی (توسیع 2 اعداد میدان یک K

داریم ، باشد C توي به K مختلط نشاننده�هاي تعداد ۲s و حقیقی

[K : Q] = r + ۲s

ناحقیقی مختلط و حقیقی نشاننده�هاي برحسب می�توان را K 3 بی�پایان اول�هاي مجموعه�ي
تا r + s ، K عبارتی به داریم؛ مختلط بی�پایان تا s� و حقیقی بی�پایان تا r � رو ازاین کرد. بیان

دارد. پایان بی اول

داریم Q � دوم درجه گسترش هر وبراي داریم حقیقی بی�پایان یک Q براي .10.0.1 مثال

[K : Q] = r + ۲s = ۲

داریم. حقیقی بی�پایان 2 پس s = ۰ و r = ۲ اگر

داریم. مختلط بی�پایان 1 پس s = ۱ و r = ۰ اگر

بگیرید. نظر در K میدان در 4 صحیح اعداد حلقه�ي را OK = ZK و اعداد میدان یک را K
گویند. K از 5 متناهی” ”مکان یک را OK از P ̸= ∞ اول ایده�آل

متناهی مکان�هاي واقع در گویند.�� K از 6 بی�پایان” ”مکان�هاي را بالا در شده بیان بی�پایان�هاي
1place

2number field

3infinite places

4ring of integer

5finite place

6infinite places


