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චاری... ণپاس໋�
و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان،
رستاخيز... روز تا ايشان دشمنان بر پيوسته نفرين و است، وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم

مشاور استاد و الاسلامͬ شیخ محمود سید دکتر آقای جناب شایسته، و کمالات با استاد از
این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با سعه�صدر، کمال در که خوئیلر رعنا دکتر خانم سرکار

گرفتند. عهده بر را نامه پایان این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه
عفو قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم... معلم دو این عزیزم... مادر و ازپدر
بی�چشم یاوری و یار زندگͬ عرصه�های تمام در و گذشته�اند غفلت�هایم کنار از کریمانه و کشیده

بوده�اند. من برای داشت
را نامه پایان این داوری زحمت که امجدی جعفر دکتر آقای جناب دلسوز، و فرزانه استاد از و
سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد دارم را قدردانͬ و تشͺر کمال شدند، متقبل

گوید.

امیری پریسا
١٣٩٣ ماه شهریور
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چͺیده

D مجموعه باشد. E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گرافͬ G = (V,E) کنید فرض
مجاور ،D از رأسͬ با V − D عضو هر هرگاه است، احاطه�گر مجموعه ͷی ،G گراف رئوس از
مͬ�دهند. نشان γ(G) بانماد و گویند G احاطه�ای عدد را احاطه�گر مجموعه ͷی اندازه باشد.مͬ�نیمم
مجاور G در ،D از رأسͬ دو هیچ هرگاه است، مستقل مجموعه ͷی ،Gگراف رئوس از D مجموعه
مͬ�دهند. نشان α(G) نماد با و گویند G استقلال عدد را مستقل یͷمجموعه اندازه ماکسیمم نباشد.
هم و احاطه�گر هم D هرگاه است، مستقل احاطه�گر مجموعه ͷی ،G گراف رئوس از D مجموعه
وبانماد گویند �G مستقل احاطه�ای عدد را مستقل احاطه�گر یͷمجموعه اندازه مͬ�نیمم باشد. مستقل

مͬ�دهند. نشان i(G)

مͬ�کنند، اختیار را کران�ها این که را گراف�هایی و کرده پیدا i(G) برای کران�هایی پایان�نامه، این در
ارائه i(G).i(Ḡ) حاصلضرب و i(G) + i(Ḡ) حاصلجمع برای بالا کران ͷی نیز و مͬ�کنیم دسته�بندی

مͬ�کنیم.
مستقل احاطه�ای عدد احاطه�ای، عدد کلیدی: های واژه

ح



پیشͽفتار

مجموعه�های مطالعه به منجر که مطرحشد بازیشطرنج از مسئله�ای در مستقل احاطه�گر مجموعه ايده
مينيمم آن در كه كرد مطرح را مسئله�ای ١ دِجنیچ ١٨۶٢ سال در گردید. گراف نظریه در احاطه�گر
هم به متقابلا́ نتوانند كه طوری داد قرار شطرنج صفحه يك در توان مͬ كه را وزيری مهره�های تعداد
گراف .[١٣] باشد خطر در وزیری توسط یا و گرفته قرار وزیر ͷی یا مربعͬ هر در و كنند حمله
رأس يك مثل را مربع هر كه صورت اين به داد نشان ٨ ∗ ٨ شطرنج صفحه شͺل به توان مͬ را G

ديͽر مربع به بتواند مربع يك در شده واقع وزير اگر مجاورند هم با رأس دو گيريم، مͬ نظر در
وزيری مهره�های تعداد مينيمم شود. مͬ ناميده ها وزير گراف شده حاصل G گراف كند. حمله
مربع همه بتوانند و نكنند حمله هم به متقابلا́ كه طوری به داد قرار شطرنج صفحه در توان مͬ كه
داريم وزيرها گراف برای است. i(G)مستقل احاطه�ای عدد كنند احاطه را شطرنج صفحه های
شد ارائه [۴] بِر�ژ٢ توسط ١٩۶٢ سال در مستقل احاطه�ای نظریه .γ(G) = ۵،i(G) = ٧،α(G) = ٨
هدتنیم۵ͬ و کوکاین۴ توسط i(G) مستقل احاطه�ای عدد گردید. مطالعه [٣٠] اوره٣ توسط سپس و
برای بالایی کران [٧] ٩ͷل˼سنی و چارترند٨ ،[١٧] وسترگارد٧ جیمبل۶، .[٩ ،٨] است شده بررسͬ
در کردند. پیدا آنها مرتبه برحسب بخشͬ دو های گراف و کلͬ گراف�های در مستقل احاطه�ای عدد
[٣٧] وانگ١۴ و سان١٣ ،[٢٧] همͺارانش١٢ و لَم ،[٢٣ ،٢٢] هاویلند١١ ،[١۵] فاوارون١٠ که حالͬ

Jaenisch de ١

Berge٢

Ore٣

Cockayne۴

Hedetniemi۵

Gimbel۶

Vestergaard٧

Chartrand٨

Lesinak٩

Favaron١٠

خ



د پیشͽفتار

اخیراً کردند. پیدا n مرتبه و δ(G) درجه مینیمم برحسب تابعͬ صورت به بالا i(G)کران�های برای
کرد. مطالعه را مستقل احاطه�ای عدد [٢۴] هاویلند١۵

هم�چنین مͬ�آوریم. بدست خاص، گراف�های برای را پارامتر این دقیق مقدار دوم، فصل در
ارائه پوشیده خوش گراف�های و درخت�ها و دوبخشͬ گراف�های مورد در آن برای را بالایی کران�های

مͬ�باشد. i(G) = α(G) و i(G) = γ(G) گراف�هایی چه در مͬ�دهیم نشان و کرده
ارائه ماکسیمال مثلث فاقد گراف�های برای هاویلند که را i(G) برای بالا کران�های سوم، فصل در

مͬ�آوریم. است، داده
را کرانͬ سپس و پرداخته منظم گراف�های در i(G) برای کران�هایی بررسͬ به چهارم، فصل در
[١٨] نوردهاوس-گادوم١۶ کران�های که i(G).i(Ḡ) حاصلضرب و i(G) + i(Ḡ) حاصلجمع برای

مͬ�دهیم. ارائه شده�اند، نامیده

Haviland١١

Lam١٢

Sun١٣

Wang١۴

Haviland١۵

Nordhaus-Gaddum١۶



١ فصل

تعاریف

مقدماتͬ مفاهیم ١.١

مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که را گراف نظریه تعاریفمقدماتͬ بخشبرخͬ این در
باشد. E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض مͬ�کنیم. بیان

v با که است G از هایی رأس تمام مجموعه NG(v) ،G از v رأس باز ͬͽهمسای .١.١ تعریف
دیͽر، عبارت به مجاورند،

NG(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}.

آنگاه ،V (G) زیرمجموعه S اگر .NG[v] = NG(v) ∪ {v} از است عبارت v رأس بسته ͬͽهمسای
.N [S] = N(S) ∪ S و N(S) =

∪
v∈S N(v) از عبارتند ترتیب به S بسته و باز ͬͽهمسای

صفر، درجه از رأس مͬ�دهند. نشان degG(v) با و نامیده G در vرأس درجه را |NG(v)| تعریف٢.١.
مͬ�نامند. اتکاء رأس را برگ ͷی همسایه� تنها مͬ�شود. نامیده برگ ،ͷی درجه از رأس و تنها رأس

. مͬ�دهند نشان δ(G) و ∆(G) با ترتیب به را G درجه مینیمم و ماکسیمم

مͬ�نامند. همبند گرافGرا باشد، موجود گرافGمسیری رأسمتمایز دو هر بین هرگاه تعریف٣.١.
گراف ،G از دلخواه رأس k − ١ هر حذف با اگر مͬ�شود. نامیده ناهمبند نباشد، همبند که گرافͬ

مͬ�شود. نامیده k-همبند ،G صورت این در باشد، همبند حاصل

Knمعرفیͷگرافكامل رأسͬ، n يكمسير معرف Pn رأسͬ، n يكدور معرف Cn تعریف١.۴.
اگر و است. r و s اندازه از هايی بخش مجموعه با كامل بخشͬ دو گراف ͷی Kr,s و رأسͬ n

١



٢ تعاریف .١ فصل

گویند. متعادل کامل دوبخشͬ را گراف آنگاه باشد r = s

هر گويند. r-منظم را گراف آنگاه باشد r برابر رئوس ی همه درجۀ گراف يك در اگر .۵.١ تعریف
گويند. مͺعبی گراف را ٣-منظم گراف

باشد. داشته وجود یالͬ آن رأس دو هر بین هرگاه است کامل G گراف .۶.١ تعریف

هرگاه گویند G گراف زیر را H دراین�صورت باشند. گراف دو G و H کنید فرض .٧.١ تعریف
G آنگاه نباشد القایی گراف زير عنوان به F گراف شامل G اگر .E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G)

باشد. K١,٣ فاقد گراف هرگاه است پنجه فاقد خاصيكگراف حالت در است. F فاقد

Ḡ در رأس دو طوریͺه به V (G) رئوس مجموعه با است گرافͬ ،G گراف از Ḡ متمم .٨.١ تعریف
نباشند. مجاور G در رئوس این اگر تنها و اگر مجاورند

يال يك كردن اضافه با كه است گرافͬ شود مͬ داده نشان cor(G) با كه G تاج .٩.١ تعریف
گرافͬ cor(G،r) یافته تعمیم تاج كلͬ حالت در آيد. مͬ بدست G گراف از رأس هر به معلق

آيد. مͬ بدست G گراف رئوس از يك هر به معلق يال r كردن اضافه با كه است

.١٠.١ مثال

G گراف تاج و G گراف :١.١ شͺل

در -مسیر (u, v) کوتاهترین طول برابر dG(u, v) ،u, v ∈ V (G) رأس دو بین فاصله� .١١.١ تعریف
مͬ�دهند. نشان diam(G) با و نامیده G قطر را Gگراف رئوس بین موجود فاصله بزرگترین است. G

شامل هرگاه مضاعفاست درختستاره درختمͬ�نامند. را دور بدون همبند گراف تعریف١٢.١.
ستاره T درخت ديͽر عبارت به مجاورند. رأس دو اين لزوماً باشد. انتهايی غير رأس دو دقيقاً
Sr,q با انتهایی، رأس q و r با ترتیب به مضاعف ستاره ͷی باشد. ٣ قطر دارای هرگاه است مضاعف

.sr,r = cor(p٢, r) كنيد فرض خاص حالت در مͬ�شود. داده نشان



٣ تعاریف .١ فصل

كرده Hرسم از كپی�هايی Gرئوس تعداد به ابتدا H و Gگراف حاصلضربدو برای تعریف١٣.١.
يال�های و كرده رسم G از كپی�هايی H رئوس تعداد به يا و مͬ�كنيم وصل هم به را G متناظر رئوس و

مͬ�نماييم. رسم را مناسب

با كه يال�هايی با متناظر رئوس و داده قرار رأس يك يال هر جای به اگر G گراف در .١۴.١ تعریف
با و گويند گرافخطͬ را آن كه آمد خواهد بدست جديدی گراف كنيد وصل هم به را مجاورند هم

مͬ�دهند. نشان L(G)

.١۵.١ مثال

آن خطͬ گراف و G گراف :٢.١ شͺل

مͬ�شود. گفته جورسازی ندارند مشترك رأس كه G گراف يال�های از مجموعه�ای به .١۶.١ تعریف
باشد. G رئوس تمام شامل هرگاه گويند تام را جورسازی

V (G١) از φ مانند دوسوئͬ نگاشت هرگاه است یͺریخت G٢ گراف با G١ گراف .١٧.١ تعریف
اگر تنها و اگر uv ∈ E(G١) یعنͬ باشد. اتصال حافظ φ بطوریͺه باشد داشته وجود V (G٢) به

.φuφv ∈ E(G٢)

به باشد. کامل گراف G[S] هرگاه گویند G در یͷخوشه را V (G) از S مجموعه زیر تعریف١٨.١.
باشد. Ḡ در مستقل مجموعه ͷی S اگر تنها و اگر است خوشه ͷی G در S دیͽر عبارت

کمرگرافگویند. ،G گراف در دور کوتاهترین طول به .١٩.١ تعریف

تهͬ آن یال�های مجموعه و است رأس شامل تنها که است گرافͬ ، تهͬ گراف ͷی .٢٠.١ تعریف
ندارد. یالͬ یعنͬ است

احاطه�گر مجموعه�های ٢.١

عضو هر هرگاه مͬ�شود نامیده احاطه�گر مجموعه ͷی ،G گراف در D ⊆ V مجموعه .٢١.١ تعریف
ͷی اندازه کوچͺترین ،γ(G) ،G گراف احاطه�ای عدد باشد. مجاور ،D از رأسͬ با V (G) − D



۴ تعاریف .١ فصل

مͬ�نامند. -مجموعه γ(G)ͷی را γ(G) اندازه از احاطه�گر مجموعه ͷی است. G احاطه�گر مجموعه

بطوريͺه دارد Dوجود γ-مجموعه يك آنگاه باشد، ايزوله رأس فاقد گراف يك G اگر تعریف٢٢.١.
اينصورت در .N [u] ∩D = {v} كه باشد داشته وجود u ∈ V (G)−D رأس يك ،v ∈ D هر ازای به

گويند. v خارجͬ خصوصͬ همسايه را u

مͬ�باشد b ،a خارجͬ خصوصͬ همسایه D = {a, d} γ-مجموعه برای زیر شͺل در .٢٣.١ مثال
.N [b] ∩D = {a} زیرا

b خارجͬ خصوصͬ همسایه a :٣.١ شͺل

رأسͬ دو هیچ آن در که ،V (G) از S زیرمجموعه باشد. گراف ͷی G کنید فرض .٢۴.١ تعریف
هرگاه است ماکسیمال G در S مستقل مجموعه مͬ�شود. نامیده مستقل مجموعه نباشند، مجاور
مͬ�شود نامیده ماکسیمم S مستقل مجموعه نباشد. موجود S شامل G از مستقلͬ مجموعه هیچ
مستقل مجموعه ͷی رئوس تعداد نباشد. موجود |S′|> |S| شرط با S′ مستقل مجموعه هیچ هرگاه

مͬ�دهند. نشان α(G) با و نامیده G استقلال عدد را G گراف در ماکسیمم

و گویند مستقل احاطه�گر مجموعه مستقل هم و باشد احاطه�گر هم که مجموعه�ای به تعریف١.٢۵.
مͬ�دهند. نشان i(G) با و گفته مستقل احاطه�ای عدد مستقل، احاطه�گر مجموعه اندازه کوچͺترین به

مͬ�نامند. -مجموعه i(G) ͷی را i(G) اندازه از مستقل احاطه�گر مجموعه ͷوی

ناميده گرافخوشپوشیده آنگاه باشد، استقلال عدد برابر مستقل احاطه�ای عدد اگر تعریف١.٢۶.
هستند. پوشیده خوش متعادل، كامل بخشͬ دو گراف�های مثال، برای مͬ�شود.

احاطه�ای را G گراف آنگاه γ(H) = i(H) ،G از H القایی گراف زیر هر ازای به اگر .٢٧.١ تعریف
گویند. تام

رأس، ͷی برداشتن با هرگاه است مینیمال احاطه�گر مجموعه ͷی ،D مجموعه .٢٨.١ تعریف
نباشد. احاطه�گر دیͽر ،D مجموعه

احاطه�ایگویند بالاترینعدد مینیمال، احاطه�گر مجموعه�های بین در اندازه ماکسیمم به تعریف٢٩.١.
مͬ�دهند. نشان Γ(G) با و



۵ تعاریف .١ فصل

آن در که D۴ = {a, d, e} و D٣ = {a, c, f} ،D٢ = {c, d} ،D١ = {a, c, f} فرضکنید .٣٠.١ مثال
مینیمال احاطه�گر و مستقل احاطه�گر احاطه�گر، مستقل، مجموعه�های ترتیب به D۴ و D٣ ،D٢ ،D١

.Γ(G) = ٣ و i(G) = ٣ ،γ(G) = ٢ ،α(G) = ٣ داریم اینصورت در هستند.

Γ(G) = ٣ و i(G) = ٣, γ(G) = ٢, α(G) = ٣ با گرافͬ :۴.١ شͺل

گرافͬ مͬ�شود داده نشان exp(G،r) با که Gگراف توسعه ،r مثبت عدد ͷی برای تعریف٣١.١.
كردن جايͽزين و r اندازه از Iv مستقل مجموعه يك با G از v رأس هر كردن جايͽزين با كه است

آيد. مͬ بدست G از vw يال جای به Iw و Iv های بخش مجموعه با كامل بخشͬ دو گراف

.٣٢.١ مثال

G گراف توسعه و G گراف :۵.١ شͺل

،γ(G) = s١ به����طوريͺه باشد داشته وجود گرافͬ اگر s١, s٢, s٣, s۴ صحيح اعداد برای تعریف٣٣.١.
گويند. احاطه�����������������������������������������������ای دنباله را (s١, s٢, s٣, s۴) دنباله آنگاه Γ(G) = s۴وα(G) = s٣ ،i(G) = s٢



٢ فصل

گراف�ها در مستقل احاطه�ای عدد

مقدمه ١.٢

گراف ͷی Knمعرف رأسͬ، n مسیر ͷی معرف Pn رأسͬ، n دور ͷی معرف Cn که مͬ�کنیم یادآوری
است. r, s اندازه از بخش�هایی با کامل بخشͬ دو گراف معرف Kr,s و رأسͬ n کامل

.١.٢ گزاره

.i(Pn) = i(Cn) = ⌈n٣⌉ ،n ≥ ٣ ازای به الف)

� .i(Kr,s) = min(r, s) داریم: r, s اندازه از بخش�هایی با کامل بخشͬ دو گراف برای ب)

.٢.٢ گزاره

.i(exp(G, r)) = r.i(G) الف)

.i(cor(G, r)) = r|V (G)| − (r − ١)α(G) ب)

برهان.

هر آنگاه ،N(x) = N(y) اگر بͽیرید، نظر در را y و x مجاور غیر رأس دو گراف ͷی در الف)
ثابت نیست. آن�ها از ͷهیچی شامل یا و است y و x دوی هر شامل یا مستقل احاطه�گر مجموعه
D ،G از رأس هر ازای به آنگاه باشد، exp(G, r) از مستقل احاطه�گر مجموعه ͷی D اگر که مͬ�شود
ͷی {v : Iv ∈ D} بنابراین نیست. Iv رأسهای از ͷی هیچ شامل یا و است Iv رئوس همه شامل یا

است. G از مستقل احاطه�گر مجموعه

D ،G از v رأس هر ازای به باشد. cor(G, r) از مستقل احاطه�گر مجموعه ͷی D کنید فرض ب)
کافͬ اندازه به D هر ازای به که مͬ�دهد نتیجه این است. v با مجاور برگ r همه شامل یا و v شامل

۶



٧ گراف�ها در مستقل احاطه�ای عدد .٢ فصل

نامیده ماکسیمم مستقل مجموعه این که باشد G رئوس از ممͺن حداکثر شامل باید D ،ͷکوچ
مͬ�شود.

مستقل احاطه�ای عدد روی کران�ها ٢.٢

کلͬ کران�های ١.٢.٢

که مͬ�دهد نشان را گراف ͷی درجه ماکسیمم و مستقل احاطه�ای عدد بین ساده رابطه ͷی اول نتیجه
است. شده ارائه [۵] بِرژ١ وسیله به

.⌈ n

١+∆
⌉ ≤ i(G) ≤ n−∆ ،∆ درجه ماکسیمم و رأس n با G گراف ͷی برای ([۵]) .٣.٢ گزاره

به�طوریͺه دارد وجود D γ-مجموعه ͷی آنگاه باشد، تنها رأس بدون گراف ͷی G اگر .۴.٢ تبصره
صورت این (در .N [u]∩D = {v} به�طوریͺه دارد وجود u ∈ V (G)−Dرأسͷی،v ∈ D هر ازای به

گویند). v خارجͬ خصوصͬ همسایه را u

مستقل احاطه�ای عدد برای را زیر بالای کران و بردند بͺار را فوق تبصره [۶] کوکاین٣ ٢و بولابس
کردند. ثابت

.i(G) ≤ n+٢− γ(G)−⌈ n

γ(G)
⌉ آنگاه باشد، تنها رأس بدون گراف ͷی G اگر ([۶]) .۵.٢ قضیه

همسایه ͷی دارای v ∈ D رأس هر به�طوریͺه دارد وجود D γ-مجموعه ͷی فوق تبصره بنابه برهان.
کنید. انتخاب v′ خارجͬ خصوصͬ همسایه ͷی ،v ∈ D رأس هر ازای به است. خارجͬ خصوصͬ
مجاور V (G) − D از رأس (n− |D|)

|D|
با حداقل که دارد وجود y ∈ D رأس حجره�ها، اصل بنابه

D′ و D′ ∩ N(y) = ∅ چون باشد. y شامل ماکسیمال مستقل مجموعه ͷی D′ کنید فرض است.
که مͬ�شود نتیجه باشد، x ∈ D − {y} رأس هر ازای به x′ و x از ͬͺی شامل حداکثر مͬ�تواند

|D′| ≤ n− (γ(G)− ١)− ⌈(n− γ(G))/γ(G)⌉.

مͬ�شود. حاصل نتیجه ،i(G) ≤ |D′| چون و

Berge١

Bollabs٢

Cochayne٣



٨ گراف�ها در مستقل احاطه�ای عدد .٢ فصل

بدست بلافاصله زیر کران است، بیشینه γ(G) =
√
n که زمانͬ ۵.٢ قضیه در بالا کران چون

ثابت نیز [١٧] در کران این چنین است.(هم آمده بدست [١۵] فاوارون۴ وسیله به ابتدا که مͬ�آید
است). شده

آنگاه باشد، رأسͬ n و بوده تنها رأس بدون گراف ͷی G اگر ([١۵]) .۶.٢ قضیه

i(G) ≤ n+ ٢− ٢
√
n.

.γ(G) =
√
n دهید قرار ۵.٢ قضیه در برهان.

G که کنید توجه مͬ�افتد. اتفاق ۶.٢ قضیه در تساوی آنگاه G = cor(km,m−١) اگر مثال برای
.i(G) = (m− ٢(١ + ١ = n+ ٢− ٢√n ،٢.٢ گزاره بنابه و بوده m٢ مرتبه دارای

اگر باشد. δ درجه مینیمم با n مرتبه از گراف ͷی G کنید فرض ([٢١]) .٧.٢ قضیه
.i(G) ≤ δ آنگاه ، ٢n/۵ ≤ δ ≤ n/٢ اگر و i(G) ≤ ٢(n− δ)/٣ آنگاه ،n/۴ ≤ δ ≤ ٢n/۵

Y = V − X و |X| = r با G از ماکسیمم مستقل مجموعه ͷی X کنید فرض ([٣٧]) .٨.٢ لم
فرضکنید کنید. تعریف Y و X بین ما یالهای توسط القایی دوبخشͬ گراف زیر را B(X,Y ) باشد.
فرض .Y ′ = {y ∈ Y | NB(y) ≤ NB(y

′)} و dB(y′) ≥ rδ/(n− r) که طوری به باشد Y از رأسͬ y′

باشد. y′ شامل G[Y ′] از ماکسیمال مستقل مجموعه ͷی Z کنید
.i ≤ n+ ٢δ − ٢

√
nδ آنگاه |Z| − δ ≤ dB(y

′)− rδ/(n− r) اگر (١)
داریم Z از Z ′ سره��ٔ زیرگراف هر برای آنگاه |Z| − δ > dB(y

′)− rδ/(n− r) اگر (٢)

|Z − Z ′| − δ > dB(y
′)− |NB(Z

′)| − rδ/(n− r).

مجموعه ͷی (X −NB(y
′)) ∪ Z چون .|Z| − δ ≤ dB(y

′) − rδ/(n − r) کنید فرض (١) برهان.
داریم است G از ماکسیمال مستقل

i ≤ |X| − |NB(y
′)|+ |Z|

= r + dB(y
′) + |Z|

≤ r + δ − rδ/(n− r)

Favaron۴



٩ گراف�ها در مستقل احاطه�ای عدد .٢ فصل

≤ n+ ٢δ − ٢
√
nδ.

از است مستقل مجموعه ͷی (X −NB(Z
′)) ∪ Z ′ و ماکسیمال مستقل مجموعه ͷی X چون (٢)

است. برقرار حͺم پس .|Z ′| ≤ |NB(Z
′)| بنابراین .|X| −NB(Z

′) + |Z ′| ≤ |X| اینرو

آنگاه باشد، δ درجه مینیمم دارای و بوده n مرتبه از گراف ͷی G اگر ([٣٧]) .٩.٢ قضیه

i(G) ≤ n+ ٢δ − ٢
√
δn.

نامساوی که کنید توجه است). برقرار δ = ٠ برای بوضوح (حͺم باشد δ > ٠ کنید فرض برهان.
δ = n/۴ اگر .δ = n/۴ اگروتنهااگر n+٢δ−٢

√
nδ = n/٢ و است برقرار n+٢δ−٢

√
nδ ≥ n/٢

حͺم حالت این در پس .i(G) ≤ ٢(n − δ)/٣ = n/٢ = n + ٢δ − ٢
√
nδ ٧.٢ قضیه بنابه آنگاه

است. برقرار
با گرافͬ G خلف) (فرض کنید فرض �چنین هم و n + ٢δ − ٢

√
nδ > n/٢ کنید فرض حال

صورت این در باشد. G از ماکسیمم مستقل یͷمجموعه X و بوده i(G) > n+٢δ−٢
√
nδ > n/٢

گراف زیر را B(X,Y ) .|Y | = n− r اینرو از .Y = V −X دهید قرار .r = |X| > n+٢δ−٢
√
nδ

بͽیرید. نظر در G از Y و X مابین یالهای توسط القایی دوبخشͬ
که طوری به دارد وجود y١ ∈ Y مانند رأسͬ پس .dB(x) = dG(x) ≥ δ آنگاه باشد x ∈ X اگر
مستقل مجموعه ͷی Z١ و Y١ = {y ∈ Y | NB(y) ⊆ NB(y١)} کنید فرض .dB(y١) ≥ rδ/(n− r)

مͬ�شود نتیجه ٨.٢ لم از (١) نامساوی و خلف فرض بنابه باشد. y١ شامل G[Y١] از ماکسیمال
هر ازای به اینرو از .B١ = (X −NB(y١), Y − Z١) دهید قرار .|Z١| − δ > dB(y١)− rδ/(n− r)

.dB١(v) = dB(v) ≥ δ ،v ∈ X−NB(y١) هر ازای به بنابراین .NB(v)∩Z١ = ∅ ،v ∈ X−NB(y١)

.dB١(y٢) ≥ rδ/(n− r) که طوری به دارد وجود y٢ ∈ Y − Z١ مانند رأسͬ :١ ادعا
ساده با .(r − dB١(y١))δ/(n − r − |Z|١) < rδ/(n − r) خلف) (فرض کنید فرض ادعا: برهان
.r|Z١| < (n− r)dB(y١) یا و (n− r)(r− dB١(y١)) < r(n− r− |Zداشت(|١ خواهیم رابطه کردن
بنابراین .dB(y١) < |Z١| − δ + rδ/(n − r) ازاینرو ،|Z١| − δ > dB(y١) − rδ/(n − r) چون
.r(|Z١|−δ) < (n−r)(|Z١|−δ) نتیجه در .r|Z١| < (n−r)dB(y١) < (n−r)(|Z١|−δ+rδ/(n−r))

� .|Z١| − δ > ٠ و r > n+ ٢δ − ٢
√
nδ > n/٢ چون است ممͺن غیر این که

G[Y ٢] از ماکسیمال مستقل یͷمجموعه Z٢ و Y ٢ = {y ∈ Y | NB(y) ⊆ NB(y٢)} فرضکنید
یͷمجموعه Z٢ و Y٢ = {y ∈ Y −Z١ | NB١(y) ⊆ NB١(y٢)} فرضکنید همچنین باشد. y٢ شامل
Z٢ ⊆ Z١ ∪ Z٢ هستند، مجزا Z٢ و Z١ بوضوح باشد. Z٢ ∩ Y٢ شامل G[Y٢] از ماکسیمال مستقل



١٠ گراف�ها در مستقل احاطه�ای عدد .٢ فصل

.y٢ ∈ Z٢ ∩ Z٢ و
.|Z٢| − δ > dB١(y٢)− rδ/(n− r) :٢ ادعا

.dB(y٢) ≥ dB١(y٢) ≥ rδ/(n−r) لذا است B(X,Y ) از القایی گراف زیر ͷی B١ چون ادعا: برهان
.|Z٢| − δ > dB(y٢)− rδ/(n− r) داریم ٨.٢ لم از (١) نامساوی و فرضخلف بنابه

(٢) نامساوی بنابه پس است. Z٢ از سره مجموعه زیر ͷی Z ′ = Z٢ − Z٢ و y٢ ∈ Z٢ ∩ Z٢ چون
داریم ٨.٢ لم از

|Z٢| − δ ≥ |Z٢ − Z ′| − δ

> dB(y٢)− |NB(Z
′)| − rδ/(n− r).

.dB(y٢)− |NB(Z
′)| ≥ dB١(Y٢) نتیجه در ،NB(Z

′) ⊆ NB(y٢)−NB١(y٢) ،Z ′ ⊆ Z١ چون بعلاوه
� .|Z٢| − δ > dB١(y٢)− rδ/(n− r) اینرو از

j ≥ ٢ ازای به کنید فرض .B٢ = (X −NB(y١)−NB١(y٢), Y − Z١ − Z٢) دهید قرار
و Bj = (X −NB(y١)−NB١(y٢)− ...−NBj−١(yj), Y − Z١ − Z٢ − ...− Zj) (١)

،dBj (yj+١) ≥ rδ/(n− r) که طوری به yj+١ ∈ Y − (Z١ ∪ ... ∪ Zj)

G[Y j+١] از ماکسیمال مستقل مجموعه ͷی Zj+١ و Y j+١ = {y ∈ Y | NB(y) ⊆ NB(yj+١)} (٢)
باشد، yj+١ شامل

و Yj+١ = {y ∈ Y − Z١ − ...− Zj | NBj (y) ⊆ NBj (yj+١)} (٣)
که طوری به است Zj+١ ∩ Yj+١ شامل G[Yj+١] از ماکسیمال مستقل مجموعه ͷی Zj+١ (۴)
طوری به دارد وجود t مانند صحیحͬ عدد بنابراین .|Zj+١| − δ > dBj (yj+١) − rδ/(n − r)

Z١, ..., Zt ،Z١ ∪ Z٢ ∪ ... ∪ Zt ⊆ Y چون .X = NB(y١) ∪ NB١(y٢) ∪ ... ∪ NBt−١(yt) که
ازای به .t ≤ (n − r)/δ و |Y | ≥ |Z١| + ... + |Zt| اینرو از |Zj | ≥ δ و هستند مجزا جفت�های
آنگاه B٠ = B هرگاه مͬ�شود نتیجه آن از و |Zj | − δ > dBj−١(yj) − rδ/(n − r) داریم j = ١, ..., t

کنید توجه . |Zj | > dBj−١(yj) + δ − rδ/(n− r)

dB(y١) + dB١(y٢) + ...+ dBt−١(yt) = |NB(y١)|+ |NB١(y٢)|+ ...+ |NBt−١(yt)| = |X| = r

اینرو از
|Y | ≥ |Z١|+ |Z٢|+ ...+ |Zt|

> dB(y١) + dB١(y٢) + ...+ dBt−١(yt) + t(δ− rδ/(n− r))


