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تقديم به
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:اريسپاسگز

:بار الها

همراه، فـداكاري در سـكوت،     به من توفيق تلاش در شكست، صبر در نوميدي، رفتن بي          «

غروب، ، مناعتي بيعوضريا، خوبي بينام، ايمان بينام، خدمت بيدنيا، عظمت بيدين بي

.»پاداش و تنهايي در انبوه جمعيت روزي كنوس، كار بيهخامي، عشق بيگستاخي بي

» شريعتيدكتر علي«

هـيچ  كران و جميـع مخلوقـات بـي       هاي بي حمد و سپاس خداوندي را كه معطيّ رحمت       

خداوندي كه مرحم بر مرحمان است و مبدع بر بديع افكـار در دايـره               . داشتي است چشم

.اذهان جستجوگر هر كمال طلبي

 فـراوان  كه با لطـف عراقي  استاد فاضل و دانشمندم جناب آقاي دكتر فريبرزيباتشكر از

اميدوارم وجود محترم . حمل فرمودند و مرا در اين راه تحقيق ياري دادندتهاي مرا كاستي

.پروردگار دانا همواره پايدار باقي بمانده و پردانش ايشان در ساي

با تشكر فراوان از استاد ارجمند، جناب آقاي دكتر شاهرخ اسماعيلي كه راهنمـايي هـاي                

. بهتر اين پژوهش ياري بخشيدايشان مرا در پيشرفت هر چه

 كه اديبي   جناب آقاي دكتر      و   نياجناب آقاي دكتر رشيدي   :  اساتيد گرانقدرم  سپاس از   و  

.شودگشان افق جديدي از بينش را پيش چشم من هاي ارزنده و راهنماييت فرمايشا
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بسمه تعالي

تعهد نامه اصالت پايان نامه كارشناسي ارشد

آموختـه مقطـع كارشناسـي ارشـد بـه شـماره دانـشجويي        اينجانب ثريـا محمـد زمـاني دانـش       

نامه خود تحت  از پايان23/5/90 در رشته رياضي با گرايش آناليز عددي كه در تاريخ     87084643500

اي راديال گاوسي با كـسب نمـره        عنوان حل معادلات انتگرال فردهلم دو بعدي با استفاده از تابع پايه           

:شومام بدينوسيله متعهد مي و درجه بسيار خوب دفاع نموده17

حقيق رو پژوهش انجام شده توسط اينجانب  بوده و در مواردي كـه              نامه حاصل ت   اين پايان  -1

ام، مطابق  استفاده نموده ...) نامه، كتاب، مقاله و     اعم از پايان  (از دستاوردهاي علمي و پژوهشي ديگران       

هاي موجود نام منبع مورد استفاده و سـاير مشخـصات آن را در فهرسـت ذكـر و درج       ضوابط و رويه  

.امكرده

در ) تـر و يـا بـالاتر   هم سطح، پـايين (نامه قبلاً براي دريافت هيچ مدرك تحصيلي     پايان اين   -2

.ساير دانشگاهها و موسسات آموزش عالي ارائه نشده است

برداري اعم از چاپ كتـاب،   چنانچه بعد از فراغت از تحصيل، قصد استفاده و هر گونه بهره  -3

باشم، از حوزه معاونت پژوهشي واحد مجوزهـاي مربوطـه را     نامه داشته   از اين پايان  ... ثبت اختراع و    

.اخذ نمايم

 چنانچه در هر مقطع زماني خلاف موارد فوق ثابت شود، عواقب ناشـي از آن را بپـذيرم و                    -4

واحد دانشگاهي مجاز است با اينجانب مطابق ضوابط و مقـررات رفتـار نمـوده و در صـورت ابطـال          

. نخواهم داشتام هيچگونه ادعايي مدرك تحصيلي

:نام و نام خانوادگي

:تاريخ و امضاء
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 :چكيده

- اسـتفاده مـي    )شعاعي(راديال  ايابع پايه اي تقريب توابع چند متغيره، از تو      ر ب ردر دو دهة اخي   

و مشتقاتش حالت كلاسيكي دارند كه اين توابع با اسـتفاده از گـره  )شعاعي(اي راديال   توابع پايه .كنند

شـوند بـه     تعريف مي  ي براساس نرم اقليدس   )شعاعي(راديال  اي  توابع پايه . آيدراحتي بدست مي  ه  ها ب 

هاي ديگر استفاده توان با تغييراتي در دادهر يك بعد دلخواه را مياين دليل براحتي برنامه نوشته شده د 

-سي بحـث مـي     روي توابع گاو    مختلفي هستند كه ما     داراي انواع  ) شعاعي ( راديال   اي توابع پايه  .كرد

.كنيم

دهيم و متغيره توضيح ميچنديا دونامه دقت و كارايي اين توابع را در تقريب توابع         در اين پايان  

اسـتفاده از  .كنيمبه روش هم محلي استفاده ميين توابع براي تقريب جواب معادلات انتگرال از اپس

دهد و نهايتاً با چند مثال مقدار خطـا و        جواب بهتري مي   sR در فضاي    ) شعاعي ( راديال ايتوابع پايه 

.دهيم هم محلي نشان ميجواب تقريبي حاصل را براي و تقريب جواب معادلات انتگرال به روش
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: مقدمه

. اي شعاعي استپردازيم راجع به تابع پايهنامه به آن ميچه كه در فصل اول اين پايانآن

اي شعاعي براي درونيابي بكار گرفته شده اسـت و بـراي            در دو دهه اخير استفاده از توابع پايه       

)sR)N,..,Sتعداد زيادي داده در فضاي        را اي شعاعياولين كسي كه توابع پايه. دهدواب مي ج=1

دار را بـراي توابـع    وي معادلات حاكم بر كل دامنـه كـران   ]1[. بود 1ئه داد كنسا  براي تقريب جواب ارا   

.اي شعاعي اعمال كرد و سپس در شرايط درونيابي قرار دادپايه

نقشه بـرداري بكـار بـرد و        اي شعاعي را براي درونيابي سطوح        هاردي تابع پايه   1971در سال   

ن  شعاعي براي درونيابي تعداد زيادي داده استفاده كرد و نتايج نشا            از توابع پايه   1986 در سال    2فرنك

 ثابـت كـرد    3ميچلـي .  يكتايي جواب را ثابت كنند     ولي نتوانستند . شودداد كه تقريب خوبي حاصل مي     

پس سيـستم داراي جـواب   . قيه مثبت هستنددرونيابي منفي و بيكي از مقادير ويژه ماتريس حاصل از        

.باشديكتا مي

شناسـي، ژئوفيزيـك،    اي شعاعي، كـاربرد در زمـين      بطور كلي انگيزه اصلي استفاده از توابع پايه       

 كاربردهاي ديگري نيـز در حـل عـددي معـادلات بـا               داراي برداري و هواشناسي بوده كه بعدها     نقشه

]3و2[.باشدمي.. .مشتقات جزيي و حل معادلات انتگرال و 

شوند، در فرايند   اي شعاعي بسيار سودمندند و چون براساس نرم اقليدسي تعريف مي          توابع پايه 

اعمال مي شوندها به راحتي و پروسه

1 Kansa
2 Franke
3 Micchelli
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هاي نوشته شـده در يـك بعـد         توان برنامه  و به كمك كامپيوتر كدنويسي آنها آسان است و مي         

.يگر استفاده كردهاي ددلخواه را با تغييراتي در داده

 در فضاي چنـد بعـدي        را يرتوان متغ اي شعاعي اين است كه مي     يكي از خصوصيات توابع پايه    

. دست آوردهبتر در فضايي با بعد پايين

وسـي متمركـز   ااي شـعاعي گ   اي شعاعي انواع مختلفي دارند كه مـا روي توابـع پايـه            توابع پايه 

. استكنمعين مثبت و تُ، محليمشويم و نهايتاً ماتريس حاصل از روش همي

 به فرم   يبندي معادلات انتگرال  دستهبه  در اين   . رويماغ معادلات انتگرال مي   در فصل دوم به سر    

و از . پردازيمي مياي از معادلات انتگرالهاي انتگرال و ارائه تاريخچهخطي و غيرخطي و معرفي هسته

 بـراي  درفصل سـوم  ، لذا  شوندروش تحليلي حل مي   تگرالي به   تعداد محدودي از معادلات ان    كه  آنجا

محلي در بين روشهاي عددي با انتخاب روش هم. شويم عددي متوسل مي   هايروش، به   يافتن جواب 

 لذا  .باشد) الفاصلهتساويم(ها با فاصله مساوي     تخاب گره البته بايستي ان  . يمنمايموضوع را پيگيري مي   

باشـد   لوبـاتو مـي  – لژانـدر    - كه در اين بحث روي نقـاط گـاوس           الفاصلهبا استفاده از نقاط متساوي    

],[كنيم و انتگرال را در بازه       موضوع را دنبال مي    زنيم كه فرم ماتريس آن نيـز نـشان داده           تقريب مي  10

.نيمك نتايج عددي را ارائه مي1افزار ميپلشود و در نهايت با ذكر چند مثال با استفاده از نرممي

1 Maple
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فصل اول

راديالراديالراديالراديالايايايايتوابع پايهتوابع پايهتوابع پايهتوابع پايه
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:مقدمه

 تاريخچه و شماي كلي-1-1

خـواهيم قـانوني     كه مـي    از داده ها در دست است       اي در بسياري از رشته هاي علمي مجموعه      

درباره فرايند مـورد مطالعـه در محـل هـايي            به دست امده    با استفاده از آن بتوانيم اطلاعاتي      كهبيابيم  

ي از  خـوب بـرازش   بـه تا بايد تابعي پيدا كنيم      لذا. اط كنيم استنببدست آورده ايم    از آنهايي كه    متفاوت

نـشان مـي دهـيم و       f(ρ(را بـا     يكي از راههاي مورد نظر تقريب مي باشد كه آن            .داده ها دست يابيم   

 كه ايـن ايـده را درونيـابي    ،سعي مي كنيم تقريب بر اندازه هاي داده شده در محل متناظر منطبق باشد      

.ميممي نا

)y,x(داده هاي حال اگر    jjكهRy,Rx j
s

j  را بـه  fρبخواهيم تـابع پيوسـته   بطوريكه   ∋∋

N,...,j,y)x(fگونه اي بيابيم كه   jj 1==ρ در حقيقت درونيابي كرده ايم كه jx  يمكـان هـا   هـا

مي باشند و ما غالباً فرض مـي        ) مقدار داده ها  (اندازه هاي متناظر    هاjyو) ن داده ها  مكا(اندازه گيري   

هـا  jxاينكـه   .در مكان داده هـا بدسـت آمـده اسـت          fتوسط نمونه گيري از تابع      كنيم كه اين مقادير     

jjه با فرم  واقع شوند به اين معناست ك     sRبعدي-s فضاي توانند در مي y)x(f =ρ  مسائل   مي توان 

.كردمختلفي را حل 

 تركيـب خطـي از   fρ مسائل اين است كه فرض كنـيم تـابع  ايده ي راحت و معمول براي حل   

sNاست يعني kBتوابع پايه اي مشخص شده 

k
kk Rx,)x(BC)x(f ∈= ∑

=1
ρ

yACحل مسئله درونيابي منجر به تشكيل سيستم معادلات خطي           ي شود كـه اجـزاي آن        م =

N,...,k,j,)x(BA بـصورت  Aماتريس درونيابي  jkjk T و بردارهـاي     ==1
N ]C,...,C[C  و  =1

T
N ]y,...,y[y كه)خوش وضع است  (كتاست   وي وجود داشته  زماني    مي دانيم پاسخ   ]4[.باشد مي =1

بـه معرفـي    ابتـدا   بدسـت آوردن فـضاهاي تقريـب        به منظور .نامنفرد باشد Aاگر وتنها و اگر ماتريس      

. پردازيمت ميــماتريس ها و توابع معين مثب
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: معين مثبت ماتريسها و توابع-1-2

 خاصي از با اين وجود ما تعريف.  مفهوم استاندارد در جبر خطي استماتريس معين مثبت يك

.دهيمآن را به منظور برقراري ارتباط با توابع معين مثبت ارائه مي

:ريف ماتريس حقيقي نيمه معين مثبتتع-1-2-1

ماتريس حقيقي متقارن را نيمه معين مثبت گوييم هرگاه فرم درجه دوم متناظرش نامنفي باشـد                

∑∑يعني
= =

≥
N

j

N

k
jkkj Acc

1 1

0

NTبراي هر 
N R]c,...,c[C ∈=  كه رابطه بالا را بـه تـساوي تبـديل كنـد،             C اگر تنها بردار   .1

 را معين مثبت گوييم يكي از ويژگيهاي ماتريسهاي معين مثبت اين است كه              Aبردار صفر باشد آنگاه   

ولي عكس اين موضوع    . ي آنها مثبت است بنابراين يك ماتريس معين مثبت نامنفرد است          ويژهمقادير  

]4[ .الزاماً برقرار نيست

:معين مثبت خواص ماتريس هاي 

.همواره وارون پذيرند-1

.هستندعناصر روي قطر اصلي، مثبت -2

.هستندهمة مقادير ويژه مثبت -3

.مجموع ماتريس هاي معين مثبت، معين مثبت است-4

.تركيب خطي ماتريس هاي معين مثبت، معين مثبت است-5

 به گونه اي داشته باشيم كه ماتريس درونيابي متناظرشان معـين             را kB اگر ما توابع پايه اي       لذا

رونـشان  ا چـون و   مثبت باشد، آنگاه هميشه با مسأله درونيابي خوش وضع روبرو خواهيم شـد            

.پس بايد مفهوم تابع معين مثبت را ارائه دهيم. .موجود است
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:تابع معين مثبتاي برمقدمه-1-3

 در حوزه ي آناليز كلاسيك معرفي شدند در دهـه    20در اوايل قرن     بار توابع معين مثبت، اولين   

بنظـر  .  براي اولين بار توابع معين مثبت را معرفي كرده و مورد مطالعـه قـرار داد          1 ظاهراً ماتياس  1920

 لزومـي بـراي     را برقرار كرد   ارتباط بين درونيابي و توابع معين مثبت         2]5[مي آيد تا زماني كه ميچلي     

ع اكيداً مثبت احساس نمي شد ولي به مرور مشخص شد كه تابع معين مثبت بـا مـاتريس                   مطالعه تواب 

برخـي از  ) توابـع پايـه اي شـعاعي   ( وقتي مقالات اخير مطالعه مـي شـود        نيمه معين مثبت رابطه دارد    

مؤلفين درصدد اصلاح اين بر آمدند از اين رو به توابع اكيداً معين مثبت هماننـد توابـع معـين مثبـت                      

]4[. اع داده مي شودارج

 نيـز اسـتفاده   C مختلط معمولاً، توابع معين مثبت با توابع مختلط تعريف مي شود و از ضرايب   

 يـك توصـيف دقيـق از توابـع معـين مثبـت              )در فصل بعد  ( بوچنر   3به ويژه، قضيه معروف     . مي شود 

.مختلط را به ما مي دهد ولي در كاربرد ما با توابع حقيقي كار مي كنيم

ع اكيداً معين مثبت به عنـوان توابـع پايـه اي اسـتفاده كنـيم يعنـي در فـرم                     بمي توانيم از توا   ما  

1

( ) ( )
N

k k
k

f x c B xρ
=

)xx()Rx( از تابع    Bk)x( مي توانيم بجاي     ∑= k
s −φ∈     اسـتفاده كنـيم 

است انتقالي پاياست يعني درونيابي داده هاي انتقال يافته با در بالا كه از درونيابي نتيجه شده  fρتابع

.انتقال درونياب داده هاي اصلي برابر است

)xx(c)x(و بالاخره مي توان به فرم    k

N

k
k −φ= ∑

=1
ƒρ∈ )Rx( s     دسـت يافـت و بـا ايـن 

.  تعميم دادy,x(φ(تعريف به مفهوم هسته هاي اكيداً معين مثبت به صورت 

: تعريف تابع معين مثبت1-3-1

معين مثبت گوييم، اگر و تنها اگر زوج باشد و براي sRرا روي φتابع پيوسته و مقدار حقيقي 

1- Mathias
2- Micchelli
3  Bochner's Theorm
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s گره دو به دو مجزاي       Nهر  
N Rxx ] و بردار    1...∋ ] NT

N RccC ∈= : شته باشيم به طـوري كـه       دا 1...

]4[

)1-2-1(∑∑
= =

≥−φ
N

j
kjkj

N

j
)xx(cc

1 1
0

را بـه   ) 1-2-1( كـه رابطـه      C اكيداً معين مثبت گوييم، هرگاه تنها بـردار          sR را روي    φتابع  

كند بردار صفر باشدتساوي تبديل مي

)xye)x ثابت فرض كنيد در اين صورت تابع      sR را در    yنقطه  : مثال. =φ روي sR  معـين 

:مثبت است چرا كه فرم درجه دوم تعريف تابع معين مي باشد

∑ ∑∑∑
= =

−

==
=−

N

k

N

k

y)kxjx(
kj

N

j
kjkj

N

j
ecc)xx(cc

1 111

0
2

111
≥








== ∑∑∑

=

⋅

=

⋅

=

⋅
N

j

yx
j

N

k

yx
k

N

j

yx
j

jkj ececec

شعاعيتوابع-1-4

فقط تحت انتقال بلكه تحت دوران و بازتاب نيز مفيد          داشتن پايايي نه    ،در بسياري از كاربردها   

 نيز باشد توابع شعاعي تحت همه ي تبديلات اقليدسي   بايد شعاعي  توابع معين مثبت،    است در نتيجه    

 چون تبديلات اقليدسـي توسـط مـاتريس هـاي تبـديل متعامـد               . هستند 1پايا) انتقال، دوران، بازتاب  (

.ا مي باشند پاي–مشخص مي شوند و در نتيجه نرم 

]8[,]6[,]7[:تابع شعاعيتعريف -1-4-1

ــابع  :RRت s →φ  ــري ــابع تــك متغي ــه شــرط آن كــه ت ــه مــي شــود ب ــد شــعاعي گفت مانن

:[ , ) Rϕ ∞ : وجود داشته باشد بطوريكه�→
sRx,)r()x( ∈ϕ=φ

1  invariant
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||كه در آن ||r x= و |||| . استsRروي ) معمولاً نرم اقليدسي(يك نرُم ⋅

φدر حقيقت از تعريف بالا داريم كه براي تابع شعاعي 
sRy,x)y()x(||y||||x|| ∈φ=φ⇒=

در حقيقت عاملي كه باعث كاربرد توابع شعاعي است اين است كه به جاي كار بـا تـابع چنـد                     

 مـشابه  ϕمي توانيم با تابع تـك متغييـري         )  با افزايش بعد بيشتر مي شود      كه پيچيدگي آن   (φرهيمتغ

معين مثبت گـوييم   ) اكيداً( تابع شعاعي    sR را روي    ϕ كار كنيم تابع تك متغيره     Sبراي هر انتخاب    

. معين مثبت و شعاعي باشد مطابق تعريفsR وابسته به آن روي φ تابع چند متغيرهرگ اهانتوگرا

 ـ   يكي از بحث هاي مهم رياضيات كاربردي تقريب           تـابعي  بتوابع مي باشد معمولاً بـراي تقري

:يعني . مي نويسند) متناهي(پايه اي  ، آن را به صورت تركيب خطي از توابع fمانند 

ii

n

i
ucff ∑

=

=≅
1

}كه در اين رابطه      }nuu  ضـرايب   icيك عدد طبيعي مي باشد و       n پايه از توابع مشخص و       1...

براي بدسـت آوردن ايـن ضـرايب روش هـاي    . كه بايد اين ضرايب را بدست بياوريم . حقيقي هستند 

در اين جا ما از درون   . توابع وزني و درونيابي وجود دارد      روش   ،مختلفي مانند روش كمترين مربعات    

.يابي استفاده مي كنيم

 گره متمايز را در نظر مي گيرند؛ و با اعمال شرايط درون يابي در  nدرروش درون يابي معمولاً     

nگره روابط زير را تشكيل مي دهيم :

)1-4-1(njxucxfxf jii

n

i
jjj ≤≤=== ∑

=

1
1

)()()(λ

)مخالف صفر استها icحداقل يكي از (

كه شكل ماتريسي آن به .  مجهول مي باشدn معادله و nيك سيستم خطي با ) 1-4-1(رابطة 

.صورت زير مي باشد

λ=CA. بطوريكه :


